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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Уравнения, описывающие процессы конвективно-кондуктивного переноса теплового излу-

чения несжимаемой среды рассмотрены в работах [1]–[4] и хорошо изучены.
В данной работе изучается модельная система уравнений одномерного движения вязкого

сжимаемого газа с учетом радиационного и конвективного теплообмена. Для случая одной
пространственной переменной модель вязкого теплопроводного газа в условиях радиацион-
ного обмена в ограниченной области  моделируется в нормализованном виде следую-
щей системой, где используется  (диффузионное) приближение для уравнения переноса
излучения [5]–[7]:

(1)

Здесь , , , соответственно, скорость, плотность и нормализованная температура совершенно-
го газа, давление определяется из уравнения Клайперона , функция  интерпретируется
как нормализованная интенсивность излучения. Через , , ,  обозначены положительные
физические константы, опиcывающие среду,  – вязкость,  – коэффициент теплопроводности
газа,  – теплоемкость при постояном объеме,  – газовая постоянная. Постоянные ,  опи-
сывают радиационно-термические свойства среды,  – коэффициент поглощения.

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 20-01-00113 а).
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Рассмотрим движение газа через интервал  с проницаемыми неподвиж-
ными границами. В начальный момент времени известны характеристики среды:

При  область течения ограничена двумя границами. Через левую газ втекает . Тогда
на левой границе задаются условия на скорость, температуру, интенсивность излучения, а также
плотность среды:

Через правую границу газ вытекает. Следовательно, на правой границе задаются только ско-
рость, температура и интенсивность среды:

(2)

Коэффициент  описывает отражающие свойства границы.
Отметим, что разрешимость граничных задач для уравнений вязкого теплопроводного газа в

случае одномерного движения с теплоизолированной непроницаемой границей, либо при усло-
вии отсутствия напряжения ранее была изучена в работах [8]–[10].

Теоретический анализ краевых задач, связанных с различными моделями радиационного
теплообмена с классическими краевыми условиями рассматривался многими авторами [11]–[22].

В то же время вопросы корректности начально-краевых задач для модели (1), (2), учитываю-
щей радиационный теплообмен внутри области, а также анализ устойчивости стационарных ре-
шений, являются открытыми.

При исследовании сформулированной задачи удобно воспользоваться лагранжевыми коор-
динатами. Согласно формулам перехода [23] область течения в эйлеровых координатах в новых
координатах при  перейдет в

а при  – соответственно в интервал , где

При  вместо ,  будем писать ,  соответственно.
Образами границ ,  в новых переменных будут

(3)

где  определяется из уравнения состояния. Как следствие уравнения состояния
для сжимаемой среды для одномерного пространства, запишем равенство

(4)

Перейдем в уравнениях (1) и условиях (2) к массовым лагранжевым переменным. В массовых
лагранжевых переменных задача о протекании вязкого радиационного теплопроводного полит-
ропного газа через заданный интервал имеет следующий вид:

(5)

(6)

(7)

Ω0 0= { : 0 < < }x x L

ρ ρ θ θ ∈ Ω0 0 0 0=0 =0 =0= ( ), = ( ) > 0, = ( ), .t t tu u x x x x

> 0t =0 > 0xu

∂ϕρ ρ θ θ −α + γ ϕ − θ
∂

4
1 1 1 1=0 =0 =0 =0

=0
= ( ), = ( ), = ( ), ( ) = 0.x x x x

x
u u t t t

x

∂ϕθ θ α + γ ϕ − θ
∂0 0 0

0

4
2 2 2= = =

=
= ( ), = ( ), ( ) = 0.x L x L x L

x L
u u t t

x

γ

> 0t

∈ Ω Ω= {( ; ): 0 < < ; }, = { : ( ) < < ( )},t t tQ x t t T x x a t x b t

= 0t Ω0 = { : 0 < < }x x L

Ω

ρ ≠ 0

0

= ( ) , 0.L x dx L

=t T TQ ΩT Q Ω
= 0x 0=x L

− τ ρ τ τ − τ ρ τ τ 1 1 2 2
0 0

( ) = ( ) ( ) , ( ) = ( ) ( ) ,
t t

a t u d b t L u d

ρ ρ
0

2 =( ) = ( , ) x Lt x t

ρ ρ ≥1 1 2 2= = ( ) > 0, 0.u u m t t

( )∂ ∂ ∂ ∂μ ρ − ρθ
∂ ∂ ∂ ∂

= ( ),u u R
t x x x

∂ρ ∂+ ρ
∂ ∂

2 = 0,u
t x

( ) ( ) −
ν α

∂θ ∂ ∂θ ∂ ∂λ ρ + μρ − ρθ − θ θ − ϕ ρ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

3 1= ( ) ,u uc R bk
t x x x x



1102

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 7  2022

АМОСОВА

(8)

(9)

Будем считать, что выполнены ограничения на начальную и граничную плотность газа

(10)

2. СИЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

Далее будем использовать обычные обозначения  для пространств функций, интегри-
руемых со степенью  (вместе с обобщенными производными до порядка ). Через

 обозначим пространство измеримых функций (пространство непрерывных функций,
имеющих непрерывные в  производные до порядка ), отображающих интервал  ( )
в пространство  таких, что

Через  будем обозначать пространство , ,

Рассмотрим пространство

Имеют место следующие свойства вложений [21]:

(11)

Определение 1. Сильным решением задачи (5)–(9) называется совокупность функций
, удовлетворяющая уравнениям (5)–(8) почти всюду в  и принимающая

граничные и начальные значения (9) в смысле следов функций из указанных классов.
Пусть выполняются следующие условия:

(12)

Теорема 1. Пусть выполняются условия (10), (12). Тогда существует единственное сильное реше-
ние задачи (5)–(9), причем функции  ограниченные,  неот-
рицательные, а  положительная.

Теорема 2. Пусть в условиях теоремы 1

и выполнены условия согласования

( ) −
α

∂ϕ∂−α ρ + ϕ − θ θ ρ
∂ ∂

3 1( ) = 0,k
x x

θ θ ρ ρ ∈ Ω0 0 0 0=0 =0 =0= ( ), = ( ), = ( ), ,t t tu u x x x x

∂ϕθ θ − αρ + γ ϕ − θ ρ ρ
∂

4
1 1 1 1= ( ) = ( ) = ( ) = ( )

= ( )
= ( ), = ( ), ( ) = 0, = ( ),x a t x a t x a t x a t

x a t
u u t t t

x

∂ϕθ θ αρ + γ ϕ − θ ∈
∂

4
2 2 2= ( ) = ( ) = ( )

= ( )
= ( ), = ( ), ( ) = 0, (0, ).x b t x b t x b t

x b t
u u t t t T

x

≤ ρ ≤ ∞ ρ0 0 0 10 < < , > 0.m M

( )p l
pL W

≥ 1p ≥ 0l
2(0, ; )L T X

[0, ]T l (0, )T [0, ]T
X

≤ ≤
∞ ∞2

2 2
(0, ; ) ([0, ]; ) 0

0

= < , = < .maxl

T

L T X X C T X Xt T
f f dt f f

sH 2
sW > 0s

∈ Ω ∈ Ω2,1 2 2 1 2= { (0, ; ( )): (0, ; ( )},H q L T H q H T L
∞∈ Ω ∩ Ω ∈ Ω1,1 2 2 1 1 2= { (0, ; ( )) (0, ; ( )): (0, ; ( )}.H q L T L L T H q H T L

∈ ∈ ∈ ∈ Ω2,1 1,1 2,1 2 2
1 2 3 4 1 2 3 4= {( , , , ): , , , (0, ; ( ))}.Y q q q q q H q H q H q L T H

⊂ Ω
⊂

2,1 2 1

2,1

(0, ; ( )) непрерывно и компактно,

( ) непрерывно.

H L T H

H C Q

ρ θ ϕ ∈{ , , , }u Y × Ω(0, )T

∞ ∞ ∞

∈ θ ∈ ρ ∈
ρ ∈ Ω ∈ Ω θ ∈ Ω

1 1 1
1

0 0 0 0 0 0

(0, ), (0, ), (0, ), = 1,2,

( ), ( ), ( ).
i iu H T H T H T i

L u L L

θ ρ ϕ ϕ, , , ( ( ), ), ( ( ), )u a t t b t t θ ϕ ϕ, ( ( ), ), ( ( ), )a t t b t t
ρ

+β +β +β∈ θ ∈ ρ ∈1 1 1
1( ) [0, ], ( ) [0, ], = 1,2; ( ) [0, ],i iu t C T t C T i t C T

+β +β +β∈ Ω θ ∈ Ω ρ ∈ Ω2 2 1
0 0 0( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )u x C x C x C

θ θ ρ ρ1 0 1 0 1 0(0) = (0), (0) = (0), (0) = (0) = 0,u u при x



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 7  2022

О ГЛОБАЛЬНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 1103

Тогда решение задачи (5)–(9) является классическим:

Доказательство теоремы 1 и теоремы 2 основано на применении априорных оценок, постоянные
в которых зависят только от данных задачи и . Полученные оценки позволяют продолжить на
весь временной промежуток локальное решение, которое устанавливается с помощью принципа
сжатых отображений. Операторное уравнение, эквивалентное задаче, строится путем линеари-
зации уравнений (5)–(8) и условий (9), точно также, как это сделано в работах [25], [26]. На ма-
лом интервале времени полученный оператор сжимающий, следовательно, можно применить
теорему Банаха.

3. РАЗРЕШИМОСТЬ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ. АПРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ

На первом этапе проверятся ограниченность модуля скорости, положительность температу-
ры и граничных значений функции интенсивности излучения, затем доказывается строгая поло-
жительность плотности. Вывод этих оценок опирается на ряд вспомогательных утверждений.
В заключение выводятся оценки для старших производных от искомых функций и исследуются
дифференциальные свойства решений.

В дальнейшем будем использовать формулу дифференцирования интеграла с пределами ин-
тегрирования, зависящими от параметра, справедливую для области с условиями (3), (4).
Для  имеет место формула

(13)

Лемма 1. Пусть , , , , , . Обозна-
чим через , , , . Тогда справедливы равенства

(14)

(15)

где

(16)
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Проинтегрируем по времени от  до , получим (14), (15). Лемма доказана.

Согласно предположению о суммируемости  и , функция  непрерывна
по  при почти всех . Чтобы найти априорную оценку для функции скорости , по-
лучим выражения для , , через данные задачи. Для этого перепишем (6) в
виде равенства

которое рассмотрим при  и :

(17)

Умножим (5) на  скалярно в . Учитывая (13), (17), получаем
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Объединяя (21) и (22), вследствие (20), получаем неравенство

(23)

Пусть . Обозначим через

Положим , , , . Умножим (7) на ,
, скалярно в . Учитывая (15), находим

(24)

Заметим, что

(25)

Равенство (24) вместе с (23), (25) приводит к оценке

(26)

Далее, пусть

Умножим (8) скалярно на . Учитывая (9), получаем

Последние два слагаемых неотрицательны, так как . Таким образом,

(27)
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Умножая (27) на , интегрируя по времени и складывая получившeеся выражение с (26), на-
ходим

(28)

Доказательство обоснования предельного перехода по  в (28) требует только слагаемое, стоя-
щее в правой части этого выражения. Для этого заметим, что

(29)

При стремлении  к нулю, неравенство (28) преобразуется к виду

Отсюда следует, что , , , т.е. , .

Выберем , . Умножим (8) на , учитывая (9), получаем

Так как первые два слагаемых неотрицательны, то

Отсюда , , т.е. , .

Для оценок снизу умножим (21), (22) на  и сложим полученные выражения, учитывая (20),
, , получаем

(30)

Пусть , положим , , , ,  при

, и  при .

Умножим (7) на , , а (8) – на  скалярно в , проинтегрируем по времени.
Учитывая (9), (15), (30), находим

(31)
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Устремляя  к нулю, рассуждая аналогично (28), приходим к оценке

Отсюда следует, что , т.е. . Устремляя  к нулю, получаем . Аналогично находим
, .

Таким образом, справедливы следующие равномерные оценки сильного решения:

(32)

Оценки (32) справедливы до тех пор, пока . Поэтому на следующем этапе выводится со-
ответствующая оценка для плотности.

4. ОЦЕНКА СНИЗУ И СВЕРХУ ДЛЯ ПЛОТНОСТИ

Исключим выражение  из (5), используя (6), и проинтегрируем получившееся равен-
ство по  от  до произвольного :

После вторичного интегрирования по времени получим равенство

(33)

Обозначим через

(34)

Заметим, что  и существуют постоянные  такие, что

(35)
Из (33), учитывая (34), получаем равенство

(36)

Умножим (36) на  и проинтегрируем по времени от  до , найдем

Отсюда и из (36) следует равенство

(37)

Учитывая (32), (35), из (36) приходим к следующим равномерным оценкам для функции плотно-
сти:
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5. ОЦЕНКИ СТАРШИХ ПРОИЗВОДНЫХ ИСХОДНЫХ ФУНКЦИЙ

Используя выведенные неравенства, докажем априорные оценки, указанные в теореме 1.
Обозначим через

(39)

Докажем вспомогательное утверждение.

Лемма 2. Пусть , ,  такие, что , . Тогда
 и выполняется оценка

(40)

для п.в. .

Доказательство. Пусть  – произвольная функция. Как следствие вложения
 заключаем, что  и  для почти всех . Будем считать, что

,  при  и существует  такая, что . Та-
ким образом, имеет место формула

Отсюда с помощью неравенства Гёльдера выводим

(41)

Пусть ,  удовлетворяют условиям леммы 2. Представим  в виде

(42)

Для функции , определенной в (42), вследствие (41) справедлива оценка (40). Лемма доказана.

На первом этапе оценим функцию  через норму  в пространстве . Для этого умножим
(8) на  скалярно в , получим

(43)

Далее, из (18), учитывая (12), (32), (43), находим оценку

(44)

где постоянная  определенна в (39) и не зависит от .

Получим априорную оценку производной функции температуры , определив сначала значе-
ния ,  через данные задачи. Следуя доказательству леммы 2, най-
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Обозначим через

(46)

Заметим, что в силу (12), (32), (38), (44), справедливо неравенство

(47)

Проинтегрируем (7) от  до произвольной точки , учитывая (45) и используя
правило дифференцирования интеграла от параметра. Затем умножим полученное равенство на

, найдем

(48)

где  определена в (46). Рассмотрим (48) в точке ,

(49)
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Используя (43), (44), (51), из (7) стандартным способом получаем априорную оценку
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ν

−
α

θ − θθ ρ + θ ρθ − ρθ −
λ

 θ ∂ ∂− μρ − ρθ − θ − ϕ ρ ξ λ ∂ξ ∂ξ  


1

1

2 1
1 = ( )

( ) 2
4 1

( )

( ) ( )( , ) = ( , ) ( , ) ( ( ) )

( , ) ( ) .

x x t

x t

x t

ct tN x t x t x t u u
L

x t u uR bk d

∈
τ τ ≤[ ( ); ( )]

0

max ( , ) , > 0.
t

Mx a t b t
N x d C T t

1( )x t ∈( ) [ ( ), ( )]x t a t b t

−λ θ1 ( , )x t

ν∂θθ ρ θ θ ξ ξ +
∂ λ 

1

( )

( )

( , ) ( , ) = ( , ) ( , ) ( , ),
x t

x t

c dx t x t x t t d N x t
x dt

( , )N x t = ( )x a t

( ) ν

ν ν

∂θθρ θ θ ξ ξ +
∂ λ

  θ= θ θ ξ ξ − θ ξ ξ + 
 λ λ 



 

1

1 1

( )

1
= ( ) ( )

( ) ( )
1

1
( ) ( )

= ( ) ( , ) ( ( ), ) =

( ) ( , ) ( , ) ( ( ), ).

a t

x a t x t
a t a t

x t x t

c dt t d N a t t
x dt

c c dd t t d t d N a t t
dt dt

0 t

( ) ν ν

ν

∂θθρ τ θ θ − θ θ −
∂ λ λ

− θ τ θ ξ τ ξ τ + τ τ τ
λ

  

  

1 1

1

( ) (0)

1 1 0
0 ( ) (0)= ( )

( )

1
0 ( ) 0

= ( ) ( , ) (0) ( )

'( ) ( , ) ( ( ), ) .

t a t a

x t xx a t
t a t t

x t

c cd t x t dx x dx
x

c d d N a d

∈ [0, ]t T = ( )x b t

( ) ( )∂θ ∂θθρ τ − θρ τ ≤
∂ ∂ 

0 0= ( ) = ( )

,
t t

M

x b t x a t

d d C T
x x

MC

τΩ Ωθ + θ τ ≤ + ∈2 1
2 2

( ) ( )
0

, [0, ].
t

t

ML H d TC C t T

∂ρ ∂( / )x ρ(1/ )
x

∂ρ ∂ρ∂ ∂θ ∂+ θ + ρ +
∂ ρ ∂ ∂ ∂ ∂

1 = 0.uR R
t x x x t



1110

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 7  2022

АМОСОВА

Проинтегрируем по времени последнее равенство, возведем в квадрат, затем еще раз проинте-
грируем по области . После простых преобразований найдем следующее выражение:

из которого, с помощью леммы Гронулла, (44), (52), получим оценку

(53)

Здесь постоянная  определена в (39).

Получим оценки старших производных функций , . Обозначим через

Умножим (5), (7) на , , соответственно, скалярно в . После применения формулы ин-
тегрирования по частям, учитывая (9), (13), найдем

(54)

где

(55)

Для оценки  применим лемму 2 к функциям , . Используя (11), (38), получаем

(56)

Оценим , применяя лемму 2 для функций ,  и оценку (53):
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При оценке  воспользуемся неравенством Коши и (38)

(58)

Подставляя (56)–(58) в (54) и выбирая , получаем неравенство

(59)

Применяя неравенство Коши к первому слагаемому правой части (59), интегрируя по времени и
учитывая (44), (52), (53), найдем оценку

(60)

где постоянная  определена в (39).
Заметим, что вследствие леммы 2 справедливо неравенство

(61)

Выражая из (6) , учитывая (61), получаем

(62)

Из (5)–(7) учитывая (43), (44), (52), (53), находим

(63)

Получим оценку старшей производной для функции . Умножим (8) на  скалярно в ,
, найдем

Рассуждая аналогично лемме 2, можем записать неравенство

Из равенства
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Выбирая , находим оценку

(64)

Замечание 1. Единственность решения проверяется стандартным способом составления однородной
задачи для разности двух возможных различных решений. Найденные априорные оценки сильного реше-
ния гарантируют ограниченность нелинейных слагаемых в соотвeтствующих пространствах.

Замечание 2. Полученные оценки гарантируют существование решения “в целом” по времени вместе с
локальной теоремой. Локальная теорема доказывается с помощью принципа сжатых отображений. Полу-
ченные априорные оценки сильного решения зависят только от данных задачи и от величины , но не от
величины интервала существования локального решения. Поэтому локальное решение можно продол-
жить на весь отрезок .

Изложим доказательство оценок для классических решений из теоремы 2. Сначала заметим,
что согласно уравнению (6)

Вследствие (53), (60), (61), найдем оценку

(65)

Продифференцируем (8), (9) по , получим следующую краевую задачу, относительно функ-
ции :

(66)

Умножим уравнение в (66) на  скалярно в , учитывая (62), (63), получаем

(67)

Далее, дифференцируя (5) по , а затем умножая скалярно в  полученное равенство на
, после простых выкладок получаем оценку

(68)

Аналогично, дифференцируя по  уравнение (7) и учитывая (66), выводим

(69)

Оценки (53), (60), (63)–(65), (67)–(69) по теореме вложения [27] гарантируют непрерывность в
 по Гёльдеру с показателем  для функций , , , . Поэтому можно утверждать, что при вы-

полнении условий теоремы 1, имеют место следующие оценки:

(70)
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Отметим, что необходимые оценки для обоснования гёльдеровской непрерывности с показа-
телем  для функции , получаются из (37) способом, аналогичным в работе [25].

Таким образом, уравнения (5), (7), (8) можно рассматривать как смешанную систему, состо-
ящую из двух параболических и эллиптического уравнений относительно , ,  с
коэффициентами и правыми частями из :

(71)

(72)

(73)

вместе с краевыми условиями (9). Функция  определена формулой (37).
Пусть . Из теории краевых задач [28], [29], считая выражение

 правой частью параболического уравнения (72) относительно , по-
лучим оценку

(74)

Здесь  – норма в .

Точно так же, рассматривая (71) как параболическое уравнение относительно  с правой ча-
стью , и учитывая (70), (74), запишем

(75)

Рассуждая аналогично [25], используя интерполяционные неравенства [30]

где , , из (75) найдем

Причем, . Применяя неравенство Юнга, из этой формулы, учитывая (70), находим
оценку для , а затем из (74) оцениваем :

После этого гладкость  повышается на основе формулы (37). Таким образом,

Далее, из теории разрешимости краевых эллиптических задач [27] находим оценку для функ-
ции :

Теорема 2 доказана.
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