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Предлагается надежная и эффективная экспоненциальная многосеточная схема для числен-
ного моделирования стационарных сжимаемых течений. В алгоритме, основанном на экспо-
ненциальной схеме интегрирования по времени c глобальной связью, обеспечивается подав-
ление ошибки для ускорения сходимости к устойчивому состоянию, а пространственные мо-
ды ошибок высокой частоты и высокого порядка сглаживаются с помощью -ступенчатого
предобусловленного метода Рунге–Кутты. Показано, что полученная экспоненциальная
многосеточная схема эффективна для гладких течений и может стабилизировать сквозной
счет для ударных волн средней амплитуды без лимитеров и без добавления искусственной
диссипации. Библ. 21. Фиг. 16.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Важным требованием вычислительной гидродинамики является возможность точного моде-

лирования устойчивых течений, например, при обтекании тела, чтобы можно было оценить ос-
новные рабочие параметры, например, коэффициенты подъемной силы и сопротивления.
По сравнению с традиционными методами второго порядка, методы высокого порядка, такие
как разрывные методы Галеркина, могут предложить преимущества в точности, но недостаток
производительности и проблемы с устойчивостью. Для снижения вычислительных затрат раз-
рывные методы Галеркина могут быть успешно ускорены с помощью -многосеточных методов,
однако ранее такой подход применялся только для задач с гладкими течениями (см. [1]–[5]). Еще
не проводилось исследование -многосеточных методов в задачах сквозного счета ударной вол-
ны. В настоящей работе рассматриваются задачи, включающие как гладкие течения, так и удар-
ные волны, и исследуется возможность применения -многосеточной методологии к сквозному
счету ударной волны. Учитывая вопросы надежности и эффективности методов интегрирования
по времени многосеточных сглаживающих методов, выбрана схема экспоненциального времен-
ного интегратора с предиктором-корректором (PCEXP) (см. [6]–[10]), которая демонстрирует
некоторые преимущества в плане точности и эффективности как для установившихся, так и для
нестационарных потоков. Схема PCEXP используется в рамках -многосеточного метода, кото-
рый включает в себя, в частности, метод экспоненциального интегрирования по времени и

-ступенчатый предобусловленный метод Рунге–Кутты. Полученный алгоритм тестируется как
эффективный способ повышения реализуемости разрывных методов Галеркина высокого по-
рядка для моделирования стационарных сжимаемых течений.

Работа организована следующим образом. В разд. 2 представлен вариант многосеточного ал-
горитма, который объединяет два отдельных метода в V-цикле -многосеточного метода. В разд. 3
представлена пространственная дискретизация с помощью модального разрывного метода Га-

1)Работа выполнена при финансовой поддержке Национального фондa естественных наук Китая (NSFC) по гранту
U1930402. Пекинский исследовательский центр вычислительной науки предоставил вычислительные ресурсы.
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леркина высокого порядка. В разд. 4 обсуждается вычисление шагов по времени в -многосеточ-
ном методе. В разд. 5 представлены численные результаты для гладких и разрывных течений. На-
конец, в разд. 6 сделаны выводы по данной работе.

2. ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫЙ МНОГОСЕТОЧНЫЙ МЕТОД
В этом разделе представлен многосеточный метод произвольного порядка ( -го порядка).

Метод объединяет два отдельных алгоритма: алгоритм экспоненциального интегрирования по вре-
мени и -стадийный предобусловленный метод Рунге–Кутты. Эти два алгоритма представлены по
отдельности, а затем интегрированы в целостный мнoгосеточный метод с использованием
V-цикла.

2.1. Экспоненциальное интегрирование по времени
Начнем со следующей полудискретной системы обыкновенных дифференциальных уравне-

ний, полученной после применения дискретизации по пространству:

(1)

где  – вектор переменных решений и  – член правой части, вычисленный
с помощью произвольной дискретизации в пространстве. Без потери общности мы рассматри-
ваем  в одном шаге по времени, т.е. .

Разделение правой части приводит к другому выражению:

(2)

где индекс  указывает на значение, вычисленное при ;  – матрица Якоби, образованная
глобальной дискретизированной системой, размерность матрицы Якоби для глобальной невяз-
ки при этом равна суммарному числу степеней свободы глобальной системы, а именно,

  обозначает невязку, которая в общем случае яв-
ляется нелинейной. Уравнение (2) допускает следующее формальное решение:

(3)

где матричная экспонента определяется как

(4)

В формуле (3) жесткий линейный компонент и нелинейный интегральный компонент могут
быть оценены отдельно. В результате линейный компонент может быть выражен аналитически
для некоторых специализированных уравнений, но нелинейный компонент обычно аппрокси-
мируется численно. Недавно была разработана двухступенчатая экспоненциальная схема
PCEXP (см. [10]) для эффективного вычисления различных областей течения как для установив-
шихся, так и для нестационарных течений. Но для установившихся течений схема экспоненци-
ального интегрирования по времени первого порядка (EXP1), полученная путем аппроксимации
первого порядка интеграла по времени нелинейного члена (см. [6], [8], [11]), оказывается более
эффективной, несмотря на ее неспособность разрешать нестационарные течения. Схема EXP1
имеет две эквивалентных формы:

(5)

(6)
где

(7)

а  есть -единичная матрица. Далее используется формула (6).
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Физическая природа таких типов экспоненциальных схем опирается на свойство глобальной
связи через глобальную матрицу Якоби , так что информация о переносе в течении может
транслироваться на всю вычислительную область без ограничения на глобальное число Куран-
та–Фридрихса–Леви (CFL). Поэтому экспоненциальные схемы ведут себя как полностью неяв-
ные методы, но зависят только от текущего решения, т.е. подобны явному методу, как показано
в уравнении (6). Поэтому схема EXP1 с такой вычислительной особенностью используется в
рамках -многосеточного метода для расчетов установившегося потока.

2.2. Реализация EXP1 с помощью метода Крылова

Реализация схем экспоненциального интегрирования по времени требует вычислений мат-
рично-векторных произведений, в частности, произведения экспоненциальных функций мат-
рицы Якоби на вектор, например,  в (6). Для их эффективного вычисления может быть
использован метод Крылова (см. [12], [13]). Рассмотрим -мерное подпространство Крылова

(8)

Ортогональная базисная матрица  удовлетворяет так называемому раз-
ложению Арнольди (см. [13]):

(9)

где . Матрица  является  верхней мат-
рицей Гессенберга. Тогда уравнение (9) становится

(10)

Поскольку ,

(11)

Таким образом,  является проекцией линейного преобразования  на подпространство  с
базисом . Поскольку , уравнение (11) приводит к приближению

(12)

и  можно аппроксимировать с помощью  следующим образом:

(13)

Первый вектор-столбец  равен  и , таким образом, (13) становится

(14)

Следовательно,  можно аппроксимировать как

(15)

В общем случае размерность подпространства Крылова  выбирается намного меньше размер-
ности , поэтому  легко оценить. Таким образом,  вычисляется как

(16)

где экспонента матрицы  может быть эффективно вычислена рациональным прибли-
жением Чебышёва (ср. [12], [13]).
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2.3. Предобусловленный метод Рунге–Кутты
Рассмотрим -стадийный предобусловленный метод Рунге–Кутты (PRK) в следующей форме:

(17)

где ,  берется как диагональная часть матрицы Якоби невязки , ко-
торая распределяет информацию о распространении волны по элементам сетки. В данной рабо-
те для всех тестовых случаев используется .

Физическая природа метода PRK может быть интерпретирована с двух различных точек зре-
ния. Во-первых, мы рассматриваем пространственную дискретизацию первого порядка методом
конечных объемов или, во-вторых, разрывным методом Галеркина для -го элемента, окружен-
ного смежными ячейками  ( ) с площадью разделяющей поверхности, равной . По-
нятие матричного шага по времени можно раскрыть, рассмотрев пространственную невязку, по-
лученную с помощью какой-то схемы на основе распада разрыва Римана. Без потери общности
мы выбрали схему Рое (см. [15]) в качестве примера для лучшего представления связи между ска-
лярным и матричным временными шагами. Отметим, что в практических расчетах конвектив-
ный поток вычисляется римановым решателем SLAU2 (см. [16]) из соображений надежности:

(18)

Диагональная часть матрицы Якоби  глобальной невязки определяется как

(19)

Определяя матрицу  как

(20)

можно раскрыть связь между матрицей  и традиционным скалярным определением временно-
го шага, рассмотрев постоянную в ячейках скалярную аппроксимацию спектрального ради-
уса  к , т.е.

(21)

Поэтому  эквивалентно матричному шагу по времени, что согласуется с обычным определе-
нием шага по времени в скалярном случае. Как было продемонстрировано в [17], эта матрица яв-
ляется предобусловливателем, который может обеспечить эффективную кластеризацию конвек-
тивных собственных значений и существенное улучшение сходимости временного шага метода
Рунге–Кутты. В данной работе, в отличие от [17], используется точный способ оценки времен-
ных шагов матрицы с точной матрицей Якоби (ср. (8)), так что все эффекты жесткости простран-
ственной дискретизации и граничных условий могут быть точно учтены. Поскольку традицион-
ного скалярного физического шага по времени не существует, схема PRK не имеет временного
порядка точности. С другой точки зрения, схему PRK можно рассматривать как упрощенную
полностью неявную схему или как неявно-явные методы Рунге–Кутты, игнорируя недиагональ-
ные члены матрицы Якоби. Таким образом, это локализованный метод с малым объемом памя-
ти. Для повышения надежности мы рекомендуем увеличить диагональное доминирование до ,
а именно, , где  можно рассматривать как псевдо-временной шаг, вычисляе-
мый в (33).
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2.4. V-цикл p-многосеточного метода

В этой многосеточной схеме -многосеточный метод применяется к пространственной дис-
кретизации с порядком аппроксимации . Таким образом, количество уровней многосеточного
метода равно пространственному порядку аппроксимации . Временной шаг применяется к
каждому уровню многосеточного V-цикла, где решение сглаживается в течение одного шага по
времени. Весь V-цикл состоит из операторов ограничения и продолжения, которые также при-
меняются к одному шагу по времени. Для сглаживания решения можно использовать либо яв-
ные методы Рунге–Кутты, либо PRK. Однако они оказываются неэффективными для устране-
ния низкочастотных мод ошибок при низких порядках точности. В данной работе рассматрива-
ется схема EXP1 с учетом ее численных особенностей. В отличие от явного сглаживателя Рунге–
Кутты, который дает слабый эффект затухания только локально (точечно), схема EXP1 относит-
ся к методам глобальной связи, что позволяет использовать большие шаги по времени с сильным
эффектом затухания для всех частотных мод (см. [8]).

В экспоненциальном -многосеточном методе (eMG) схема EXP1 используется на уровне
точности , а метод PRK – на уровне точности . При многосеточном сглаживании ис-
пользуется V-цикл -многосеточного процесса, где рекурсивно используется двухуровневый ал-
горитм. Для иллюстрации алгоритма рассмотрим нелинейную задачу , где  – вектор

решения,  – нелинейный оператор,  – член правой части, а  обозначает уровень точно-

сти разрывного метода Галеркина. Пусть  – приближение к вектору решения. Тогда  и 
получены пространственной дискретизацией разрывного метода Галеркина в сочетании со схе-
мами EXP1 или PRK. Мы используем схему EXP1 в качестве сглаживающей при  и PRK при

. Невязка  определяется как

В рамках eMG решение на уровне  используется для корректировки решения на уровне 
следующим образом.

1. Проводится шаг по времени со схемой PRK на самом высоком уровне точности .

2. Решение и остаток  ограничиваются уровнем  ( ):

(22)

где  – оператор ограничения с уровня  на уровень .

3. Вычисляется форсирующий член для уровня :

(23)

4. Решение сглаживается с помощью схемы PRK на уровне , но переключается на исполь-
зование схемы EXP1 на самом низком уровне точности :

(24)

5. Оценивается ошибка уровня :

(25)

6. Продолжается ошибка  и корректируется аппроксимация уровня :

(26)

где  – оператор продолжения.
V-Цикл -многосеточного метода проводит попеременное глобальное и локальное сглажива-

ние, которое оказывается эффективным как для гладких, так и разрывных полей потока.
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2.5. Сквозной счет
Установлено, что eMG обладает естественным механизмом стабилизации вычислений, свя-

занных с разрешением ударной волны, так что возможно применение методов, не использую-
щих лимитеры на разрывах. В eMG два источника численного демпфирования обеспечиваются
EXP1 и -многосеточными схемами. Обе схемы могут проводить большую численную диссипа-
цию вдали от устойчивого состоянии, повышая устойчивость сквозного счета. Диссипация по-
степенно исчезает при приближении к стационарному состоянию решения, так что сходящиеся
решения могут сохранять очень острые профили ударной волны. Такое поведение численного
метода исследуется в разд. 5 для трансзвуковых и сверхзвуковых областей течения, в которых мо-
гут быть получены очень резкие профили разрывов.

3. ПРОСТРАНСТВЕННАЯ ДИСКРЕТИЗАЦИЯ
В данной работе eMG применяется для решения трехмерных сжимаемых уравнений Эйлера,

дискретизированных модальным разрывным методом Галеркина (см. [6]–[10]).
Рассмотрим трехмерные сжимаемые уравнения Эйлера

(27)

Здесь  – вектор консервативных переменных, а  – конвективный поток

(28)

где  – вектор абсолютной скорости; ,  и  – плотность потока, давление и удель-

ную внутреннюю энергию;  и  – полная энергия и полная энтальпия

соответственно;  – тождественный тензор; а давление  задается уравнением состояния идеаль-
ного газа

(29)

где  – отношение удельных теплоемкостей для идеального газа.

3.1. Модальный разрывный метод Галеркина

Рассматривая вычислительную область , разделенную на множество непересекающихся
элементов произвольной формы, модальный разрывный метод Галеркина (см. [8]) ищет аппрок-
симацию  в каждом элементе  с помощью конечномерного пространства полиномов 
порядка  в пространстве разрывных конечных элементов:

(30)

Численное решение  может быть аппроксимировано в пространстве конечных элементов :

(31)

В слабой формулировке уравнения Эйлера (27) на элементе  можно выписать следующие соот-
ношения:

(32)

где  – внешний единичный вектор элемента поверхности  ячейки сетки ,  оценивается ре-
шателем Римана (см. [18]), и в данной формуле используется суммирование Эйнштейна. Для ор-
тонормального базисного набора  член в левой части уравнения (32) становится диагональ-
ным, поэтому система не отличается от стандартной формы обыкновенных дифференциальных
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уравнений (1), что позволяет избежать решения линейной системы, требуемой неортогональ-
ным базисом. Еще более важно, что использование ортогонального базиса дает более точные ре-
шения, особенно для методов высокого порядка, например, .

4. СТРАТЕГИЯ ВЫБОРА ШАГА ВО ВРЕМЕНИ
В этом разделе обсуждается стратегия выбора шага по времени в рамках метода eMG. Необ-

ходимо вычислить два различных временных шага. Один для временного шага PRK , а другой –
для сглаживания EXP1, последний эмпирически выбран как . Таким образом, необ-
ходимо определить только :

(33)

где  – уровень точности,  – вектор скорости в центре ячейки,  – скорость звука,  – про-
странственная размерность,  и  – объем ячейки и площадь поверхности границы  соот-
ветственно;  – характерная длина ячейки в трехмерном пространстве, которая определяется
отношением объема клетки и площади поверхности. В решателе HA3D квазидвумерные вычис-
ления реализуются путем экструзии двумерной сетки в трехмерную с помощью одного слоя яче-
ек. Мы используем  вместо , чтобы устранить влияние измерения  на получение истинно
двумерного временного шага. Учитывая размер ячейки  в направлении ,  определяется как

(34)

С целью повышения эффективности вычислений для устойчивых задач число CFL динамически
определяется по формуле

(35a)

(35b)

где  – невязка уравнения для плотности,  – определяемое пользователем макси-
мальное число CFL,  – число итераций для неявного метода или многосеточных циклов (MG-
циклов) для схемы eMG,  – пространственный порядок точности. Такая переменная стратегия
эволюции CFL обеспечивает надежный запуск кода и хорошую общую вычислительную эффек-
тивность на практике. Во всех рассмотренных тестовых случаях верхнее граничное число 
принимается равным  для неявного метода Эйлера и  для метода eMG.

5. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Численные результаты представлены для расчетов как гладких, так и разрывных течений.

Производительность и сходимость системы eMG исследуются для двух случаев гладкого потока:
дозвукового обтекания кругового цилиндра и сферы. Метод eMG сравнивается с методом
GMRES c быстрым полностью неявным ILU-предобусловливателем относительно процессор-
ного времени и использования памяти. Оба метода используют одну и ту же размерность под-
пространства Крылова 30 и критерий останова  (подробнее см. [13], [19]). Для неявного ин-
тегрирования по времени используется неявный метод Эйлера первого порядка. Для сквозного
счета рассматриваются сверхзвуковое сопло Лаваля при числе Маха 3 и трансзвуковое крыло M6
при числе Маха 0.8395. Исследуются надежность и устойчивость сходимости метода eMG.

5.1. Гладкое обтекание кругового цилиндра

Представим результаты, полученные для обтекания кругового цилиндра при числе Маха .
Цилиндр имеет радиус  и окружен круговой расчетной областью радиуса , как показано на
фиг. 1. Квази-2D сетка с  квадратичными изогнутыми гексаэдральными элемен-
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тами создается путем экструзии 2D сетки на один слой сеток. Окончательная 3D сетка исполь-
зуется решателем потока HA3D разрывного метода Галеркина произвольного высокого порядка
(см. [6]–[10]). Общее число степеней свободы достигает 81 920 при .

На фиг. 2 -норма невязки по плотности  построена в зависимости от количества цик-
лов многосеточного метода (MG-циклов) с использованием схемы eMG. Показано, что ско-
рость сходимости не зависит от пространственного порядка точности , т.е. -независима. Ре-
зультаты вычислены с помощью быстрого неявного метода GMRES с предобусловливателем
ILU и приведены на фиг. 3, где показаны истории сходимости неявного метода с различной про-
странственной точностью. Видна быстрая квадратичная ньютоновская сходимость, однако ско-
рость сходимости зависит от пространственного порядка точности . Схема eMG сравнивается
с полностью неявным методом относительно процессорного времени на фиг. 4, где процессор-
ное время нормировано на время схемы eMG. Видно, что неявный метод (IMP) быстрее для слу-
чаев , но медленнее, чем схема eMG для случая . Метод eMG, по крайней мере, срав-
ним с неявным методом по общей производительности.

5.2. Гладкое обтекание сферы

Вычислительная эффективность схемы eMG исследуется для трехмерного потока, обтекаю-
щего сферу с числом Маха 0.3, радиусом сферы  и радиусом внешней границы . На поверхно-
сти сферы задано граничное условие стенки скольжения, а на внешней границе используется ха-
рактерное граничное условие дальнего поля с инвариантами Римана. Сетка соблюдает симмет-
рии потока в горизонтальной и вертикальной плоскостях, на которые накладывается граничное
условие симметрии. Созданная криволинейная сетка состоит из 9778 тетраэдров и 4248 призм,
всего 14 026 ячеек. На фиг. 5 показан крупный план сетки сферы и контура скорости, рассчитан-
ного по схеме eMG при .

На фиг. 6 приведены истории сходимости метода eMG для пространственного порядка точ-
ности  до . Вновь наблюдается -независимая сходимость, что аналогично двумерному слу-
чаю. На фиг. 7 показаны истории сходимости IMP с отсчетами многосеточных циклов, которые
зависят от . На фиг. 8 сравниваются оба метода, измеренные в процессорном времени. Видно,
что хотя IMP является быстрым по количеству итераций, вычислительные затраты на каждую
итерацию относительно высоки, поэтому общее время процессора ухудшается. При использова-
нии пространственных схем высокого порядка вместе с неявным методом глобальная матрица
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2L ρ( )nR

p p
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Фиг. 1. Обтекание кругового цилиндра в квази-2D: 128  32 = 4.096 квадратичных криволинейных элементов.×
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Якоби высокого порядка занимает большой объем памяти. Наиболее значительная часть ис-
пользования памяти методами eMG и IMP оценивается следующим образом:

 + + + +
  

emg
5M = NE ( 1)( 2)( 3) 150 ,
3

p p p

 + + +
  

2

imp
5M = 6NE ( 1)( 2)( 3) .
6

p p p

Фиг. 2. -Независимые сходимости в методе eMG.
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Фиг. 3. Истории сходимости неявного метода с различной пространственной точностью.
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Для задач размером до  элементов с пространственной точностью четвертого порядка
полностью неявный метод требует  Гб памяти только для хранения матрицы Якоби. Для срав-
нения eMG требует только  Гб памяти для хранения векторов решений плюс матрицу якоби-
ана первого порядка при том же размере задачи. Таким образом, метод eMG является более эко-
номичным, чем полностью неявный метод для моделирования высокого порядка с ограничен-
ными вычислительными ресурсами.

= 5NE 10
45

0.03

Фиг. 4. Сравнение производительности между методом eMG и неявным методом.
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5.3. Сверхзвуковое сопло Лаваля

Для того чтобы проверить надежность метода eMG для сквозного счета ударной волны, было
рассчитано сверхзвуковое сопло Лаваля при скорости 3 Маха. Геометрия сопла симметрична от-
носительно оси , как показано на фиг. 9. Верхний и нижний профили даны аналитически:

(36)

y

 ± − + − + ∈ 
 

3 2
= 1 , [0, 8].

405 18 3
x x xy x

Фиг. 6. -Независимая сходимость метода eMG.
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Фиг. 7. История сходимости неявного метода с различной пространственной точностью.
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Мы намеренно используем крупную неструктурированную сетку, чтобы исследовать возмож-
ности сквозного счета с подсеточным разрешением с помощью предложенного подхода. Квази-
2D сетка, содержащая 1982 ячейки одинакового размера, создается путем экструзии двумерных
квадратичных треугольников в трехмерные квадратичные призмы.

Для этого случая нас интересуют поведение сходимости в стационарном режиме и устойчи-
вость решателя. Мы обнаружили, что схема eMG может повысить устойчивость решателя при
расчете ударных волн средней силы, т.е. дозвуковых и сверхзвуковых полей потока. Для контро-
ля устойчивости вычислений в качестве переменной для отслеживания выбрано глобальное мак-
симальное значение числа Маха, исходя из того факта, что решатель HA3D обычно не развали-
вается, если максимальное число Маха не претерпевает значительных резких изменений. В част-
ности, история сходимости на фиг. 10а,в показывает, что eMG с разрывным методом Галеркина
с  столкнулся с низким риском неустойчивости (небольшое повышение числа Маха) только
на начальном этапе вычислений, где итерационное решение, стартовавшее из начального одно-
родного потока, подверглось сильному нелинейному перестроению за счет взаимодействия с
границами. После этого невязка устойчиво сходится к устойчивому состоянию, как показано на
фиг. 10б, г. Контуры давления для решений второго и третьего порядка показаны на фиг. 11, где
хорошо видны неограниченные ударные волны с резкими профилями. Однако на фиг. 10а, в по-
казано, что решение  страдает от сильной неустойчивости, так что максимальное число
Маха достигало совершенно нефизического значения . К счастью, eMG все еще поддерживает
стабильность решателя без развала счета.

Для решения  сходимость по невязке демонстрирует периодические осцилляции, следо-
вательно, поле течения переходит в нестационарное периодическое состояние. Нестационар-

= 1p

= 2p
12

= 2p

Фиг. 8. Сравнение производительности метода eMG и неявного метода.
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ность, вероятно, вызвана переносом возмущений, которые происходят от колебаний разрывов.
Затем колебания переносятся вниз по течению и проходят весь путь до выхода из сопла, как по-
казано на фиг. 11б. При ближайшем рассмотрении фиг. 12 видно, что основная ударная структу-
ра была хорошо разрешена, и ее ширина находится в пределах одного элемента. Решения до-
вольно резкие, без эффектов сглаживания разрывов. Более того, ударные волны решения 
почти в два раза уже, чем у решения .

= 2p
= 1p

Фиг. 10. История сходимости для сверхзвукового сопла Лаваля при числе Маха 3: глобальный максимум числа
Маха (а), (в), невязка по плотности (б), (г);  (а), (б),  (в), (г).
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Эти результаты показывают, что схема eMG действительно может стабилизировать сквозной
счет, в то время как использование традиционных методов без ограничения разрывов обычно
приводит к расходящимся решениям (см., например, [20]). Из результатов, показанных на
фиг. 13, следует, что профили ударной волны высокого порядка, выделенные вдоль оси , нахо-
дятся в пределах ширины одной ячейки, в то время как решение первого порядка ( ) не за-
хватывает никаких разрывов при таком разрешении сетки. Отметим, что такая аппроксимация
разрывов высокого порядка не противоречит теореме Годунова. Эта теорема лишь утверждает,
что линейные численные схемы решения дифференциальных уравнений, обладающие свойством
не порождать новых экстремумов, могут быть не более чем первого порядка точности. Поэтому
нелинейные схемы могут создавать профили скачков высокого порядка, как, например, схема
WENO. Хотя профили скачков высокого порядка являются резкими, решения демонстрируют
колебания вблизи разрывов, испытывая так называемый феномен Гиббса. Использование огра-
ничения или добавление искусственной диссипации для подавления осцилляций также заслу-
живает будущего исследования, несмотря на то что они все еще являются открытыми проблема-
ми для специалистов по сквозному счету высокого порядка.

5.4. Трансзвуковое крыло ONREA M6

Крыло ONERA M6 рассматривается для оценки надежности сквозного счета в 3D. Эта кон-
фигурация была использована в качестве эталонного случая (см. [21]). Решения по дозвуковому
обтеканию были рассчитаны при числе Маха  и угле атаки . Стационарные реше-

x
= 0p

0.8394 α °= 3.06

Фиг. 12. Крупный план контуров давления и разрешение сетки:  (а),  (б). Наблюдается подсеточное
разрешение для нескольких отражающихся скачков.

(a)

(б)

= 1p = 2p

Фиг. 13. Распределения числа Маха, полученные вдоль оси  сопла Лаваля: y = 0 (а), y = 1/5 (б).
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ния получены с использованием схемы по времени eMG и пространственной дискретизации
разрывным методом Галеркина с .

На фиг. 14 показано установившееся течение, полученное на неструктурированной криволи-
нейной сетке. В решении четко видна ударная волна , образованная двумя внутренними удар-
ными волнами, которые сливаются вместе, образуя одну сильную ударную волну в области за-
концовки крыла. Подсеточное разрешение ударной волны можно наблюдать в центральной об-

= 1p

λ

Фиг. 14. Контур давления и разрешение сетки: можно наблюдать подсеточное разрешение  ударной волны.
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Фиг. 15. Крыло ONREA M6: сравнение с экспериментальными данными в четырех точках пролета.
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ласти верхней поверхности, где ячейки на поверхности очень крупные. Коэффициенты
давления на поверхности крыла сравниваются с экспериментальными результатами в четырех
различных пролетных точках вдоль крыла, а именно, , , ,  (фиг. 15). Видно,
что при всех расположениях крыла по пролету согласие вычисленного решения с эксперимен-
тальными данными достаточно хорошее. История сходимости полученного решения, которая
монотонно сходится к устойчивому состоянию, показана на фиг. 16б. Максимальное число Маха
также не подвержено резким изменениям, как показано на фиг. 16а. Таким образом, 3D-расчет,
полученный с помощью схемы eMG, является эффективным и надежным.

6. ВЫВОДЫ
Схема экспоненциального интегрирования по времени первого порядка EXP1 была исполь-

зована для повышения реализуемости решателя на основе разрывных конечных элементов Га-
леркина высокого порядка HA3D для расчета стационарных сжимаемых потоков. Метод eMG
был разработан для сбалансированного рассмотрения эффективности, устойчивости и исполь-
зования памяти. Обсуждены алгоритмы и физическая природа методов. Представлены результа-
ты численных расчетов как гладких, так и разрывных течений. Для вычислений гладких течений
метод eMG показывает -независимую скорость сходимости для порядка аппроксимации

, и он в 20 раз быстрее, чем ILU-GMRES при расчете трехмерного течения около сферы.
По сравнению с полностью неявным методом, метод eMG использует меньше памяти и дости-
гает значительной вычислительной эффективности.

При сквозном расчете ударной волны метод eMG обладает высокой диссипативностью, что
может повысить устойчивость сходимости к устойчивому состоянию. Однако текущий метод ме-
нее устойчив для гиперзвуковых потоков, и иногда не работает для сверхзвуковых потоков. Та-
ким образом, метод eMG может использоваться для сквозного счета только для ударных волн
средней силы. Однако, как только он срабатывает, можно одновременно получить очень резкие
разрывы и полностью сходящиеся решения. Хотя полученные результаты весьма обнадеживают,
необходимы дальнейшие исследования для создания лучшего высокочастотного сглаживателя
для сглаживания высокочастотных колебаний как для гладких, так и для разрывных течений.
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