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Предложены граничные условия на давление для решения стационарных несжимаемых урав-
нений Навье–Стокса методом конечных объемов с совмещенным расположением степеней
свободы. Работа основана на inf-sup устойчивом методе аппроксимации совмещенного пото-
ка импульса и массы. На основе предположения о линейности неизвестных скорости и дав-
ления выводятся односторонние выражения совмещенного потока. Обеспечивая непрерыв-
ность этих выражений на внутренних гранях, получаем скорость и давление на грани и един-
ственное выражение для совмещенного потока. В результате сохранение импульса и массы
является дискретно точным. Однако для восстановления давления и расчета совмещенного
потока на границе области требуется дополнительное граничное условие на давление.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В работе [1] был представлен полностью неявный конечно-объемный метод с совмещенным

расположением степеней свободы и кусочно-линейной аппроксимацией скорости и давления.
В указанной работе применялось простое искусственное граничное условие для давления, пред-
ложенное Грешо (см. [2]): отсутствие изменения градиента давления в нормальном направлении
между текущим и следующим временными шагами. Из-за этого условия предложенный метод
ограничен нестационарными задачами. В [3] был представлен полностью неявный конечно-
объемный метод с совмещенным расположением степеней свободы и кусочно-постоянной ап-
проксимацией поля давления. Он не требовал никаких граничных условий на давление и позво-
лял моделировать стационарную постановку задачи, но требовал настраиваемого параметра для
компенсации ошибки давления в течениях с преобладанием адвекции. Основной мотивацией
для полностью неявного подхода является совмещение жесткого каскада реакций в единую си-
стему с уравнениями течения жидкости в модели свертываемости крови (см. [4], [5]). В данной
работе мы исследуем улучшение метода конечных объемов (см. [1], [3]) и рассматриваем гранич-
ные условия давления, которые позволяют линейно реконструировать поле давления в стацио-
нарной постановке.

Типичной проблемой методов с совмещенным расположением степеней свободы является
проблема неустойчивости inf-sup (см. [6]). Обычным подходом к решению этой проблемы явля-
ется использование разнесенного расположения скоростей (см. [7]–[9]). Однако при исполь-
зовании разнесенной схемы трудно удовлетворить свойствам консервативности (см. [10]).

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (грант 19-71-10094).
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Другим решением является использование метода интерполяции Ри–Чоу (см. [11]) с совме-
щенным расположением неизвестных. Он является стандартным в промышленных приложени-
ях (см. [12]–[16]).

В настоящей работе используется гипотеза о том, что inf-sup устойчивость удовлетворяется,
если все матричные коэффициенты в выражении векторного потока имеют положительные соб-
ственные значения. Ранее мы применяли эту гипотезу к смешанной постановке задачи Дарси с
седловой точкой (см. [17]), задаче Навье–Стокса (см. [3]) и к задаче гидроразрыва пласта, задан-
ной уравнениями Дарси и пороупругости в разных областях (см. [18]).

Схема, предложенная в [1], [3], получена с использованием метода осреднения в гармониче-
ской точке. Первоначально концепция гармонической точки была предложена для задачи ани-
зотропной диффузии (см. [19], [20]). Позже она была расширена для задач анизотропной упру-
гости и поромеханики (см. [21], [22]). Выражение осреднения в гармонической точке вытекает
из непрерывности совмещенного потока импульса и массы на границе раздела. Оно позволяет
получить единственное выражение для совмещенного потока.

Статья организована следующим образом. В разд. 2 определяется задача и описывается метод
конечных объемов. В разд. 3 подробно описаны отдельные нюансы дискретизации односторон-
него совмещенного потока. Единственное выражение аппроксимации потока выводится из не-
прерывности односторонних приближений в разд. 4. Граничные условия и аппроксимация по-
тока на границе объясняются в разд. 5. В разд. 6 подробно описывается метод восстановления
градиента, а в разд. 7 – шаги по сборке и решению нелинейной системы. Численные тесты про-
водятся в разд. 8.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И МЕТОД КОНЕЧНЫХ ОБЪЕМОВ
Мы ищем решение системы стационарных уравнений Навье–Стокса:

(1)

Система (1) замкнута с соответствующими граничными условиями, которые вводятся в разд. 5.
В (1)  – вектор скорости,  – давление,  с соответствующей поправ-
кой на пространство на границе,  – плотность жидкости, постоянная из-за несжимае-
мости,  – тензор напряжений:

(2)

где  – динамическая вязкость жидкости,  и  – единичная матрица со-
ответствующего размера. Условие бездивергентности поля скорости читается как

(3)
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таким образом, второй член исчезает для бездивергентного поля скорости. Однако это приводит
к другому приближению, которое влияет на устойчивость метода. В данной работе мы предпола-
гаем, что компоненты вектора скорости и давления являются кусочно-линейными.

В методе конечных объемов мы используем формулу Остроградского–Гаусса для оператора
дивергенции на каждой ячейке , что приводит к

(5)

Здесь  – средняя единичная нормаль грани , направленная наружу клетки .

3. АППРОКСИМАЦИЯ ПОТОКА НА ГРАНИ

Уравнения в (5) вводят потоки импульса  и непрерывности :

(6)

где  состоит из адвективной части , вязкостной части  и вклада давления
. Потоки  и  непрерывны на любой поверхности, т.е. на любом сеточном интерфейсе .

Заметим, что в силу уравнения непрерывности скорость  непрерывна во всей области.

Адвективная часть  потока импульса  линеаризуется для получения эффективного тензора
скорости. Пусть  – вектор скорости, расположенный в барицентре  ячейки .
Используя простую формулу разложения Тейлора, аппроксимация второго порядка адвектив-
ной части  потока импульса в барицентре  грани  имеет следующий вид:

(7)

который при предположении линейности скорости и использовании неизвестной скорости ин-
терфейса  может быть упрощен до

(8)

Аппроксимация вязкостной части  формулируется следующим образом:

(9)
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 размера  выражаются следующим образом:

(10)

При предположении линейности разложение для градиента является точным:
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Вклад давления в поток импульса  и поток непрерывности  образуют систему с седловой
точкой:

(13)

где неопределенная матрица  размера  имеет два собственных значения: . Аппрокси-
мация второго порядка для совмещенного потока (13) имеет вид

(14)

где  матрица  используется для стабилизации метода. Введем матрицу  вместе с дру-
гими матричными коэффициентами:

(15)
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 и , мы получаем полное выражение для совмещенного потока:
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Пусть , ,  и , тогда аппроксимация
потока со стороны ячейки  имеет вид

(19)

Подход к выбору параметров сохраняется для матричных коэффициентов в (19) с учетом об-
ратного направления нормали. Приравнивая приближения потоков (16) и (19), получим вектор
неизвестных на грани:

(20)

Единственное выражение для аппроксимации потока получается путем подстановки (20)
в (16) или (19):

(21)

5. ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ

Граничные условия на грани  заданы следующим образом:

(22)

Граничные условия (22) используются для вывода выражения для вектора неизвестных на
грани. Для этого граничные условия дополняются условием на давление:

(23)
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предыдущем временном шаге. Такой выбор невозможен в настоящей работе из-за отсутствия
времени. Прямой подход определения граничных условий состоит в том, чтобы вывести  из
уравнения импульса или непрерывности (см. [23]). Воспользуемся первым вариантом и из пер-
вого уравнения в (1) получим

(24)
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Учитывая вклад адвективного члена в (24) и используя условие бездивергентности (3), по-
лучаем

(25)

Наконец, отметим, что  является кусочно-постоянным из-за кусочно-линейности давления.
В результате мы оцениваем  в барицентре  ячейки, смежной с . Это упрощает вычисление
проекции объемной силы , которая обычно задана в центре ячейки, а адвективный член (25)
превращается в .

Окончательное приближение для  имеет вид

(26)

Выбор коэффициентов для граничных условий типа Дирихле , условия без проскальзыва-
ния , условия скольжения , условия без трения , условия предписанного давления  и
условия типа Максвелла–Навье  с длиной скольжения  представлены в табл. 1.

Объединим (22) и (23) в единую блочную систему, чтобы получить

(27)

где

(28)

Используя приближения (12),  и расширяя  с помощью (26), получаем

(29)
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Таблица 1. Коэффициенты для распространенных типов граничных условий

Коэффициенты 

1 1 1 0 0 1
1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 0
0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 1 0
1 1 1 1 0 1

0 0 0 0
0 0 0 0 0
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α� λ
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β�
α p
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где

(30)

Мы используем разложение для градиента, аналогичное (11), но для скорости и давления:

(31)

и введем

(32)

Используя (31) и (32) в (29), получаем выражение для скорости и давления на грани:

(33)

Для аппроксимации потока на границе подставим выражение (33) в формулу (16).

6. ВОССТАНОВЛЕНИЕ ГРАДИЕНТА

Для численного расчета потоков остается вычислить градиент скорости и давления в каждой
ячейке . Рассмотрим ячейку  с набором граней . Для внутренней грани 

 мы накладываем следующее условие на градиент:

(34)

а на границе   воспользуемся условием линейности

(35)

чтобы вывести из (33) следующее условие на градиент:

(36)

Дополняем систему условием бездивергентности:

(37)

Условия (34) и (36) по всем интерфейсам  и (37) образуют линейную систему с матрицей
 и правой частью . Прямоугольная система решается методом наи-

меньших квадратов:

(38)

что требует обращение положительно-определенной матрицы  размера .

Мы обнаружили, что на практике для точности полезно масштабировать на  строку, соответ-
ствующую давлению в (36).
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7. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

Для определения стационарного состояния нелинейной задачи используется метод Ньютона.
На каждой итерации  метода Ньютона соберем вектор правой части  размером  и
соответствующую матрицу  размером . В данной работе используется автома-
тическое дифференцирование для сборки разреженных матриц, в результате чего рассматрива-
ется только сборка невязки. Сборка происходит следующим образом:

1. Предварительно вычислим градиенты скорости и давления  вместе с производ-
ными по каждой ячейке , собирая и решая систему (38).

2. Соберем невязку в ячейке , вычисляя (5):

(39)

где потоки аппроксимируются, согласно (21) и (16)–(33), на внутренней и граничной  соответ-
ственно.

3. Для каждой ячейки  вычтем правую часть из невязки .

Скорость и давление на следующей итерации Ньютона  получаются из решения системы

(40)

и следующая итерация продолжается с  и  до тех пор, пока не будет достигнута относи-
тельная  или абсолютная  точность падения нормы невязки. Линейная система решается
итерационно методом стабилизированного градиента с многоуровневым предобуславливателем
второго порядка Crout-ILU (см. [5], [24]). Программная реализация метода основана на инстру-
ментарии INMOST для распределенного математического моделирования (см. [5], [25], [26]),
который обеспечивает обработку сетки, сборку линейной системы с помощью автоматического
дифференцирования, решение линейной системы и визуализацию.

8. ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

Сначала мы продемонстрируем влияние новых граничных условий для давления на аналити-
ческом решении для уравнений Навье–Стокса, предложенном Эшером и Штейнманом
(см. [27]). Аналитическое решение имеет вид

(41)
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Мы вводим множитель Лагранжа и накладываем ограничение на интеграл давления, следуя
[3] для единственного решения по давлению:

(43)

Задача решается в единичном кубе  до стационарного состояния для невязкой жид-
кости с  и . Заметим, что для невязкой жидкости аналитическое решение не зависит от
времени. Аналитическое решение удовлетворяет . По всей границе накладываются гранич-
ные условия типа Дирихле . Скорость на границе  определяется из аналитического ре-
шения в центрах граней. Для ускорения сходимости мы задаем аналитическое решение в каче-
стве начального решения как для давления, так и для скорости.

Введем декомпозицию  на регулярную  кубическую сетку и рассмотрим три варианта
задания граничных условий на давление. Первый вариант – , второй –  и в
третьем варианте  определяется по формуле (26).

Результаты для всех трех вариантов приведены в табл. 2 при различном сгущении сетки. В таб-
лице  обозначает скорость сходимости, где  – -норма ошибки на

 кубической сетке. Полученные результаты явно мотивируют использование форму-
лы (26) для . Хотя аналитически заданное  дает немного лучшие результаты, скорость сходи-
мости восстанавливается с , определенным по формуле (26).

Нелинейная задача на каждом временном шаге требует до трех итераций для падения нормы
невязки к точности  и . Для сравнения наименьшая начальная норма невязки
составляет , что соответствует аналитическому граничному условию на самой мелкой
сетке.

Далее мы рассмотрим двумерную версию задачи о каверне с подвижной крышкой (см. [28]).
Как и в [3] область единичного куба  аппроксимируется полигональной призматиче-
ской сеткой с одним слоем ячеек в -направлении. Узлы исходной регулярной сетки искажены
для улучшения разрешения вблизи границ. Формула преобразования для координат исходной
сетки  имеет вид

(44)

где  – новая координата сетки, во всех случаях мы выбираем . Регулярная и искаженная
сетка с  элементами показана на фиг. 1. Для теста мы используем искаженную полигональ-
ную призматическую сетку с  элементами, что приводит к системе из  неизвестных.

Граничное условие типа Дирихле  с  предписано на верхней стороне куба на
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Таблица 2. Нормы ошибок для задачи Эшера–Штейнмана

по (26)

Ошибка

0.04 0.25 0.025 0.14 0.026 0.21
0.023 0.083 0.01 0.027 0.011 0.037
0.012 0.034 0.0035 0.0054 0.0037 0.0077
0.006 0.016 0.001 0.0012 0.0011 0.0017
0.97 1.06 1.74 2.17 1.74 2.17
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вязкость  и плотность . Для единственного решения по давлению система дополне-
на множителем Лагранжа и ограничением (43).

Стационарная задача для  решается с , определяемым (26).
Начальным состоянием задачи при  являются нулевая скорость и давление, затем для
ускорения сходимости мы повторно используем стационарное решение предыдущей задачи с

 для определения начального состояния для каждой последующей задачи с более высоким
числом Рейнольдса . Решение стационарных задач требует до восьми итераций Ньютона с па-

раметром точности .

μ = 1/Re ρ = 1

∈Re {100,400,1000,3200,10 000}i ξ
=0Re 100

−1Rei

Rei
−τ 5

abs = 10

Фиг. 1. Полигональная призматическая сетка с  элементами в единичном кубе, оригинальная регулярная
сетка (а), после искажения (44) с  (б).

(а) (б)

280
γ = 1/4

Фиг. 2. Сравнение -компоненты скорости для  вдоль  с данными из [28].
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Таблица 3. Сравнение -компоненты скорости для  вдоль  с данными из [28] и с различ-
ным выбором граничного условия 

0.9766 0.9531 0.7344 0.4531 0.1719 0.0547

Данные [28] 0.84123 0.68717 0.00332 –0.21090 –0.10150 –0.03717
 из (26) 0.84443 0.69016 0.00357 –0.21367 –0.10155 –0.03707

0.84256 0.68682 0.00068 –0.20823 –0.10424 –0.03737

u Re = 100 = 0.5y
ξ

y

ξ
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Сравнение с эталонными данными [28] представлено на фиг. 2. Детальное сравнение в не-
скольких контрольных точках с различным выбором  для наиболее вязкого случая 
приведено в табл. 3. В результате при  метод немного сглаживает отрицательную вершину
при , а новый метод немного проскакивает ее. Метод Ньютона не сходится к стацио-
нарному состоянию при  и .

9. ВЫВОДЫ
В настоящей работе предложен и исследован подход к определению искусственных гранич-

ных условий на давление для стационарных уравнений Навье–Стокса. Новый подход достаточ-
но прост для интеграции в конечно-объемную схему. Он демонстрирует явное улучшение скоро-
сти сходимости на задаче с известным аналитическим решением и работает в нескольких слож-
ных эталонных задачах.

В дальнейших работах будет рассмотрен другой подход к аппроксимации диффузионного
члена, учитывающий условие бездивергентности и применимый к неньютоновским жидкостям.
Другим возможным направлением исследований является метод восстановления градиента с
меньшим шаблоном.
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