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Рассматривается метод сеточной адаптации, примененный к проблеме бифуркации в нерав-
новесном уравнении Ричардса, возникающем в задачах гидрологии. Расширение этой моде-
ли дифференциальных уравнений с частными производными для водонасыщенности с уче-
том дополнительных эффектов динамической памяти приводит к появлению дополнитель-
ного члена третьего порядка – смешанной производной по пространству-времени в
дифференциальном уравнении. В случае одномерного пространства предсказывается обра-
зование крутых немонотонных нелинейных волн, зависящих от параметра неравновесности.
В двумерном пространстве анализ по параметру неравновесности и частоте при малом возму-
щающем члене предсказывает, что волны могут стать неустойчивыми, тем самым инициируя
так называемые гравитационные пальцы. Для выявления крутых подвижных фронтов в ре-
шениях нестационарных уравнений используется достаточно изощренный метод построения
адаптивной подвижной сетки, основанный на масштабируемой следящей функции. Библ. 25.
Фиг. 10.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В статье обсуждается важность как анализа, так и вычислений в связи с проблемой бифурка-
ции в неравновесном уравнении Ричардса из гидрологии. Расширение этой модели дифферен-
циальных уравнений (ДУ) с частными производными для водонасыщенности с учетом дополни-
тельных эффектов динамической памяти было предложено Хасанизадом и Грэйем (см. [1]) в
конце прошлого века. Это приводит к появлению дополнительного члена третьего порядка –
смешанной производной по пространству-времени. В одномерном пространстве анализ бегу-
щей волны предсказывает образование крутых немонотонных волн, зависящих от параметра не-
равновесности. Показано, что в этом случае аналитические оценки, высокоточные численные
решения ДУ с частными производными, а также экспериментальные лабораторные наблюдения
(см. [2], [3]) могут быть хорошо согласованы. В двумерном пространстве параметр неравновес-
ности  и частота (появляющаяся в малом члене возмущения) предсказывают, что волны могут
стать неустойчивыми, тем самым инициируя так называемые гравитационные пальцы. Это явле-
ние может быть проанализировано с помощью линейного анализа устойчивости и подтверждено
численными экспериментами двумерной модели нестационарных ДУ с частными производны-
ми. Для этой цели мы использовали эффективную технику адаптивной подвижной сетки, осно-
ванную на масштабируемой следящей функции. Численные эксперименты в одно- и двумерных
пространствах подтверждают теоретические оценки и показывают эффективность адаптивного
сеточного решателя.
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2. НЕРАВНОВЕСНАЯ МОДЕЛЬ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

Двумерная модель ДУ с частными производными, описывающая неравновесные эффекты в
двухфазной пористой среде, описывается следующим образом (см. [1], [4]–[8]):

(1)

где  – водонасыщенность,  – параметр неравновесности,  – функция диффузии,  –
так называемая функция фракционного потока.

2.1. Одномерный случай

Сначала давайте кратко рассмотрим одномерный случай. Для этого, предполагая постоянную
диффузию и линеаризованный член неравновесности, модель ДУ (1) может быть упрощена до

(2)

с начальным условием .

Водонасыщение в одномерном пространстве представлено переменной ,  –
коэффициент диффузии и  – параметр неравновесности (см. также [1], [5], [6]). Функция 
удовлетворяет условиям

и связана с функцией фракционного потока в модели пористой среды (см. [5]). В частности, рас-
сматриваются два варианта функции . Первый – это выпуклая функция, представляющая од-
нофазную ситуацию (только вода), т.е.

а вторая – выпукло-вогнутая функция, указывающая на наличие двух фаз (присутствуют и вода,
и воздух):

На пространственных границах накладываются условия Дирихле

Начальная водонасыщенность , границы пространственной области, конечное время  и
значения ,  и  будут указаны в описании численных экспериментов.

2.2. Бифуркационная диаграмма и бегущие волны

Рассмотрим решения модели дифференциальных уравнений (2) в виде бегущих волн (БВ).
Для простоты предположим, что . Выпукло-вогнутый случай рассматривается в [5], [6],
что приводит к еще более богатой структуре динамики (фиг. 1). Подход к описанию БВ, предпо-
лагающий положительную постоянную скорость , может быть записан как

Подстановка этой функции в дифференциальное уравнение (2) дает обыкновенное дифферен-
циальное уравнение (ОДУ) третьего порядка

(3)
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где  означает взятие производных по отношению к переменной БВ . Интегрируя (3) между 
и  и используя тот факт, что , , получаем следующую систему
ОДУ первого порядка:

(4)

БВ для (2) в исходной системе координат  представляется траекторией в -плоскости,
соединяющей неустойчивую стационарную точку (при ) системы (4) с устойчивой точкой
(при ). В системе (4) есть только две стационарные точки:

Из этого можно сделать вывод, что немонотонные БВ существуют для

Эта ситуация проясняется на бифуркационной диаграмме (фиг. 2а) и на графике фазовой плос-
кости (фиг. 2б). Для  известно, что только монотонные волны удовлетворяют модели диф-
ференциальных уравнений с частными производными (см. [4]). Поскольку мы ищем немоно-
тонные волны, то для описания таких явлений нам нужен дополнительный -член в ДУ (2).

2.3. Одномерная адаптивная подвижная сетка
Для численного расчета модельных ДУ (2) в одномерном пространстве мы используем техни-

ку адаптивной подвижной сетки, основанную на общем преобразовании координат от  к
 (подробнее см. [7], [9]–[13]). Преобразованные ДУ в новых переменных  и  связаны с ДУ

адаптивной сетки:

где  – матрица Якоби преобразования,  – мониторная функция, отражаю-
щая зависимость неоднородной сетки от пространственной производной решения ДУ.

Оператор
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Фиг. 1. (а) – Решения в одномерном пространстве для выпуклой функции фракционного потока, (б) – для вы-
пукло-вогнутого случая при различных значениях параметра неравновесности .
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применяется для получения более плавного преобразования сетки в пространстве. Первая кон-

станта адаптивности,  ( ) является параметром пространственного сглаживания (или

фильтрации). Вторая константа адаптивности  ( ) заботится о сглаживании в направ-

лении времени. Для  и  после полудискретизации можно показать (см. [11]), что про-
странственная неоднородная сетка удовлетворяет условию

для всех точек сетки  и любого времени . Заметим, что для  (без сглаживания)
мы возвращаемся к основному принципу равномерного распределения:

Более подробную информацию об адаптивной сетке и операторах сглаживания можно найти в
[11]–[13]. Преобразованное ДУ и ДУ адаптивной сетки одновременно дискретизируются в про-
странстве с использованием метода линий. Используются центральные разности второго поряд-

ка для преобразованных производных в направлении . Интегрирование по времени получен-
ной связанной системы ОДУ производится методом BDF с переменным шагом по времени в
среде DASSL (см. [14]).

2.4. Численные результаты в одномерном пространстве
Опишем несколько численных экспериментов для иллюстрации точности и эффективности

адаптивной подвижной сетки в одномерном пространстве, а также для подтверждения оценок

для БВ из п. 2.2. Параметры адаптивной сетки выбраны следующим образом:  и ,

а допустимая погрешность интегрирования по времени в DASSL установлена . Начальным
условием является крутая волна, начинающаяся на правой границе области и имеющая вид

(5)

где , , , , , и параметры уравнения  и . На фиг. 3а

показаны численные решения для  с  адаптивными подвижными точками сетки.
В этом случае, как мы знаем, существуют только монотонные решения. Видно, что адаптивная
сетка прекрасно отслеживает монотонную волну. Кроме того, график с историей времени адап-
тивной сетки иллюстрирует плавное распределение и поведение сетки во времени при постоян-

κ > 0s = 2(1)

τs
−= 2

3
(10 )

κ > 0s τ > 0s

+κ Δ κ +≤ ≤
κ + Δ κ

1 1

1

s i s

s i s

z
z

iz > 0t κ τ= = 0s s

ξ ξ}[  ] = 0.z

ξ

κ = 2s τ = 0.001s
−4

10

− + −+ − + −0 0

1
( ,0) = ( ) = ( )(1 tanh( ( )),

2
S z S z S S S R z z

= 0Lz = 1.4Rz − = 0S + = 0.6S = 50R −τ 4
= 10

−
$

3
= 10

τ = 0 = 51N
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ной скорости волны. На фиг. 3б, в показана разница между выпуклым и выпукло-вогнутым слу-
чаями: немонотонные БВ и плоские волны. Эти волны предсказаны анализом в п. 2.2 и [5].

Из системы ОДУ (4) можно вывести, что для асимптотической скорости БВ  выполнено ра-
венство

(6)

Это дает соответственно для выпуклого случая  и для выпукло-вогнутого случая

. На фиг. 3 красными линиями обозначены постоянные скорости БВ. Мы видим, что
адаптивная подвижная сетка очень точно следует за всеми волнами.

c
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≈ 1.1538c

Фиг. 3. История по времени адаптивной сетки (справа), решения в несколько моментов времени (слева) для

трех характерных случаев в модели пористой среды:  (а), выпуклая  (б) и выпукло-вогнутая  (в). Крас-
ные прямые линии показывают точные (асимптотические) скорости волн для трех случаев, как предсказывает

формула (6).
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3. ДВУМЕРНЫЙ СЛУЧАЙ

Для двумерного случая модели (1) используем следующие упрощенные формулы для функ-

ции фракционного потока  и функции диффузии :

(7)

3.1. Немонотонные волны и неустойчивости

В отличие от одномерного случая, для которого как монотонные, так и немонотонные волны
устойчивы при малых возмущениях, двумерная модель может привести к неустойчивости

(структуры типа “палец”). Можно показать, что для определенных значений  немонотон-
ные волны могут стать неустойчивыми. Анализ основан на следующих наблюдениях, также упо-
мянутых в [15] и [16].

Во-первых, неравновесное ДУ (1) переписывается как система двух уравнений – одно для на-

сыщения  и одно для давления :

(8)

где  – равновесное давление. Далее ДУ записываются в координатах БВ, как это сделано в
п. 2.2. Волны насыщения и давления затем возмущаются следующим образом:

(9)

Эти возмущенные величины подставляются в систему двух уравнений БВ, членами высшего по-
рядка пренебрегают, и в итоге выводятся уравнения для анализа линейной устойчивости. Из них

следует, что для  фактор роста  всегда будет отрицательным, тогда как для  и для опре-
деленных частот  фактор роста может быть положительным, тем самым инициируя неустойчи-
вые волны. Это может быть связано с так называемыми структурами типа “палец”, как мы уви-
дим в п. 3.3.

3.2. Адаптивная подвижная сетка в двумерном пространстве

Метод адаптивной сетки в двумерном пространстве следует принципам, аналогичным с одно-
мерной ситуацией, но с некоторыми дополнительными особенностями. Более подробную ин-
формацию можно найти, например, в [10], [11], [17]–[19]. Обобщая процедуру, можно сказать,
что преобразование двумерной сетки выглядит следующим образом:

(10)

На фиг. 4а показана типичная двумерная ситуация преобразования крутого решения ДУ в исход-
ных координатах в более пологое в преобразованных координатах. В качестве примера, первый
член нелинейной диффузии с правой стороны в модели ДУ (1) преобразуется в

(11)
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где  обозначает якобиан двумерного преобразования (10). Базовый одномерный

принцип равномерного распределения, , распространяется на систему двух связанных

нелинейных эллиптических ДУ с частными производными:

Здесь следящая функция  теперь определяется следующим образом:

На фиг. 4б показана двумерная адаптивная сетка с точки зрения минимизации функционала
“энергии сетки” для системы пружин (соединенные ребрами точки сетки) и сил (контролируе-
мые значения). Очевидно, что можно было бы использовать более сложные следящие функции,
но для модели ДУ в данной работе эта относительно простая следящая функция оказалась доста-
точно эффективной. Отметим, что мы добавили функцию адаптивности, зависящую от времени

, которая вычисляется автоматически в процессе интегрирования по времени. Она обеспечи-
вает дополнительное сглаживание распределения сетки и добавляет масштабирование в про-
странстве и в направлении решения (см. [17] для дополнительной информации об этом выборе).
Можно показать, что адаптивное преобразование сетки, следуя этому принципу двумерного эк-

видистантного распределения с упомянутой следящей функцией , остается несингулярным.

Теорема (подробную информацию о доказательстве см. [20]). Пусть ,  и
 для . Тогда существует единственное решение , которое яв-

ляется биекцией из  в себя. Более того, якобиан  удовлетворяет неравенству

Некоторые важные компоненты доказательства включают теорему о кривой Жордана, теорему
Карлемана–Хартмана–Винтнера и принцип максимума для эллиптических ДУ.

В [21] дан глубокий анализ обратимости более общих, так называемых -гармонических
отображений. Преобразованная модель ДУ пространственно дискретизируется на равномерной
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Фиг. 4. Преобразование двумерной сетки: (а) – показано, как преобразование переводит крутое решение в бо-

лее пологое, (б) – адаптивную сетку можно представить как систему пружин с силой пружины , расположен-

ной в точке  по значениям следящей функции .
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декартовой сетке в координатах . Для численного интегрирования по времени преобразован-
ного двумерного неравновесного ДУ и уравнений адаптивной сетки мы использовали подход
IMplicitEXplicit (см. [22], [23]). В качестве примера диффузионный член (11) аппроксимируется
следующим образом:

(12)

где

соответственно. Вместо “умных” операторов сглаживания в пространстве и времени, использу-
емых в одномерном режиме, здесь, как в [18], [19], на каждом временном шаге следующим обра-
зом несколько раз применяется фильтр для следящей функции:
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Фиг. 5. (а) – Определенный численно фактор роста  как функция волнового числа  возмущения для различ-

ных значений , (б) – теоретическое предсказание, взятое из [10]. Обращаем внимание, что масштабы по обеим
осям на этих двух рисунках разные: для (а)  – это численная частота, добавленная к начальному условию, то-
гда как для (б)  получена из теоретического анализа. Глобальное поведение одинаково, но точные значения

различны. Аналогичное замечание справедливо и для фактора роста .
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Эта модификация позволяет получить более гладкое распределение сетки и улучшает процесс
интегрирования по времени.

3.3. Численные результаты
Для подтверждения и подкрепления теоретических предсказаний в анализе в п. 3.1 мы прово-

дим некоторые численные эксперименты для двумерной модели. Пространственная область

определяется прямоугольником , и начальным решением является функция типа
“тангенс”, как и в одномерной модели, определенная в уравнении (5), но теперь расположенная

около значения . Мы добавляем небольшое периодическое возмущение с частотой  для
проверки устойчивости двумерных волн. В численных экспериментах, если не указано иное, ис-

пользуется пространственная сетка с  узлами.

Фигура 5 действительно подтверждает и иллюстрирует анализ устойчивости, проведенный в
[15] и [16], также кратко описанный в п. 3.1. На фиг. 5а показан численно рассчитанный коэф-

фициент роста  возмущения как функции начальной частоты  для нескольких значений пара-
метра неравновесности , используя метод адаптивной сетки из п. 3.2. На фиг. 5б показана очень

похожая зависимость . Фигуру 6 можно извлечь из фиг. 5, если построить диаграмму зависи-

мости  от частоты . Семь черных точек обозначают семь значений  для  в численных

экспериментах. Для  и  можно найти монотонную и стабильную волну, как и пред-

сказывалось (см. фиг. 7). Для  (фиг. 8а) возникает немонотонная стабильная волна. На

фиг. 8б мы видим появление немонотонной и неустойчивой волн для . На фиг. 9а для 

и для  (фиг. 9б) мы видим больше немонотонных и неустойчивых волн. Можно также пред-

сказать, что для  и  (в данном случае ) немонотонные волны снова “становятся”
стабильными из-за дополнительного эффекта диффузии при больших значениях параметра не-
равновесности. Это видно на фиг. 10а. Наконец, на фиг. 10б мы уменьшили коэффициент диф-
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Фиг. 6. -Диаграмма, отображающая зависимость свойств устойчивости и монотонности решения ДУ в

двумерном пространстве. Семь черных точек соответствуют семи численным экспериментам на фиг. 7–10.
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Фиг. 7. (а) – Для  показаны численные результаты для случая  (монотонная устой-

чивая волна), (б) – для .
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Фиг. 8. (а) – Для  показаны численные результаты для случая  (немонотонная устой-

чивая волна), (б) – для  (немонотонная и неустойчивая волна).
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Фиг. 9. (а) – Для  показаны численные результаты для случая , (б) – для 

(обе волны немонотонные и неустойчивые).
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фузии  с 1 до 0.1, тем самым создав еще более неустойчивые структуры в виде “пальцев”. Все

расчеты проводились с параметрами , , c пространственной сеткой  узлами,

4000 шагов по времени и частотой  в возмущенном начальном состоянии.

$

α = 3 β = 0.5 ×41 121

ω = 5

Фиг. 10. (а) – Для  показаны численные результаты для случая  (снова немоно-

тонная устойчивая волна), (б) – для  вместо  ( неустойчивая структура типа “палец”).
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