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Рассматривается нестационарная ограниченная задача трех тел переменной массы с учетом
реактивных сил, возникающих при неизотропном изменении масс тел. Предполагается, что
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с законом всемирного тяготения Ньютона. На основе уравнений движения тел в относитель-
ный системе координат получены дифференциальные уравнения в оскулирующих элементах
апериодического движения по квазиконическим сечениям. В случае малых эксцентрисите-
тов и наклонений орбит получены уравнения, определяющие вековые возмущения орбиталь-
ных элементов. Все необходимые символьные вычисления выполнены с помощью системы
компьютерной алгебры Wolfram Mathematica. Библ. 21.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Наблюдения за движением небесных тел показывают, что реальные космические системы яв-
ляются нестационарными, их массы, размеры, форма и ряд других физических характеристик
изменяются с течением времени в процессе эволюции (см. [1]–[6]). Учет нестационарности не-
бесных тел приводит к существенному усложнению математических моделей их движения, что
требует разработки новых алгоритмов символьных вычислений для их исследования.

Целью настоящей работы является получение дифференциальных уравнений, определяющих
вековые возмущения орбитальных элементов двух тел ,  переменной массы ,

, движущихся вокруг нестационарного центрального тела  массой , в рам-
ках ограниченной задачи трех тел. Предполагается, что движение двух массивных тел ,  опре-
деляется их взаимным гравитационным притяжением, а также реактивными силами, которые
возникают при неизотропном изменении их масс. Третье тело  пренебрежимо малой массы

 не влияет на движение двух массивных тел и движется в их гравитационном поле.
Хотя масса третьего тела предполагается малой, ее изменение также приводит к возникновению
реактивных сил и возмущению его движения. Исследование этой проблемы связано с довольно
громоздкими символьными вычислениями, которые лучше всего выполнять с применением си-
стем компьютерной алгебры (см. [7]–[11]). В данной работе все необходимые вычисления вы-
полнены с помощью системы Wolfram Mathematica (см. [12], [13]).

1P 2P =1 1( )m m t
=2 2( )m m t 0P =0 0( )m m t

0P 1P

2P
( )�2 0 1,m m m

УДК 517.93

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
ФИЗИКА



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 63  № 1  2023

ИССЛЕДОВАНИЕ ВЕКОВЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ 155

2. ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ

Движение тел ,  удобно рассматривать в относительной системе координат , начало
которой связано с центром масс тела , а оси параллельны осям абсолютной инерциальной си-
стемы координат. Обозначая радиус-векторы тел через  , и используя вто-
рой закон Ньютона, уравнения движения можно записать в виде (см. [6], [9], [14])

(1)

(2)

Здесь  – гравитационная постоянная, дважды непрерывно дифференцируемые функции 
и  определяются соотношениями

где ,  – значения масс тел в начальный момент времени. Силы ,  в пра-
вых частях уравнений (1), (2) можно представить в виде

(3)

где

а реактивные силы ,  определяются выражениями (см. [15])

(4)

Точка над символом в выражениях (3), (4) означает полную производную соответствующей
функции по времени, а Vj,  – относительные скорости частиц, покидающих тело  или
осаждающихся на нем, которые являются заданными функциями времени. Следует отметить,

что слагаемые  в левой части уравнений (1), (2), а также в выражениях (3) для сил , , вво-

дятся для того, чтобы получаемые при ,  уравнения были интегрируемы и можно бы-
ло записать их общее решение при произвольных законах изменения масс тел. Такое решение
далее используется в качестве первого приближения при построении возмущенных решений
уравнений (1), (2). Законы изменения масс тел во времени  определяются на основе наблю-
дений и также считаются известными, причем в общем случае массы изменяются в различных
темпах, т.е. справедливо соотношение

Поэтому далее будем считать, что реактивные силы  являются заданными функциями
времени.

Поскольку получить общее решение уравнений (1), (2) не представляется возможным даже в
случае постоянных масс, воспользуемся теорией возмущений. Заметим, что при , 
уравнения (1), (2) являются независимыми, причем каждое из них имеет точное решение, кото-
рое описывает апериодическое движение по квазиконическому сечению и может быть представ-
лено в виде

(5)
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где  – истинная аномалия,

(6)

Постоянные  в (5), (6) являются аналогами известных кеплеровских орбитальных
элементов (см. [6]). Введение аналога эксцентрической аномалии  согласно соотношению

(7)

приводит к известному уравнению Кеплера

(8)

При этом зависимости эксцентрической  и средней  аномалий в (8) от времени

(9)

определяются законами изменения масс тел, поскольку функции  в (9) имеют вид

(10)

Через  в (9) обозначен аналог времени прохождения тела  через перицентр.
Отметим, что при заданных орбитальных параметрах  каждого из тел , ,

а также известных функциях , , которые определяются законами изменения масс всех
трех тел, уравнения (9), (10) позволяют найти средние аномалии  как функции времени. Ре-
шая затем уравнение Кеплера (8), находим эксцентрические аномалии  и, используя соотно-
шение (7), вычисляем истинные аномалии  и декартовы координаты тел (5). Таким образом,
соотношения (5)–(10) позволяют вычислить относительные декартовы координаты тел ,  в
любой момент времени и полностью описать их невозмущенное движение. Отметим также, что
при постоянных массах тел  решения (5), (6) сводятся к хорошо известным реше-
ниям задачи двух тел (см. [16], [17]).

3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВОЗМУЩЕННОГО ДВИЖЕНИЯ

Как и в случае постоянных масс, гравитационное взаимодействие тел  и  приводит к воз-
мущению траектории тела  пренебрежимо малой массы. В отличие от классической ограни-
ченной задачи трех тел (см. [18]), в рассматриваемом случае переменных масс учет реактивных
сил приводит не только к дополнительному возмущению траектории тела , но и к возмущению
траектории массивного тела . Это означает, что учет сил ,  в правых частях уравне-
ний (1), (2) приводит к зависимости орбитальных параметров  от времени. Ис-
пользуя метод вариации постоянных, решения уравнений движения (1), (2) можно представить
в общем виде

(11)

где функции в правых частях определяются выражениями (5), в которых вместо истинных ано-
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( ) каждого из тел ,  являются функциями времени, причем соотношения (8), (9) опре-
деляют неявную зависимость средних аномалий  от параметров .

Частные производные функций (11) по времени совпадают с производными по времени
функций (5) в отсутствие возмущений  и определяют скорости их изменения. Ис-
пользуя уравнения (5)–(10), получаем

(12)

где

При наличии возмущений орбитальные параметры  ( ) каждого из тел ,
 в выражениях для производных (12) также являются функциями времени, формально их мож-

но представить в виде

(13)

где функции в правых частях определяются выражениями (12).
Для получения дифференциальных уравнений, определяющих зависимость орбитальных па-

раметров от времени, следует подставить выражения (11), (13) в уравнения (1), (2), что приводит
к шести уравнениям второго порядка относительно 12 искомых функций 

 ( ). Поскольку такая система имеет бесконечное число решений, требуется вве-
сти дополнительные шесть уравнений для переменных  ( ). Для получе-
ния таких уравнений естественным с физической точки зрения является условие равенства част-
ных производных функций (11) по времени скоростям изменения возмущенных координат

 (см. [17], [19]). Это условие означает, что в каждый момент времени выражения для ко-
ординат (11) и скоростей (13) определяются точными решениями (5), (12) задачи двух тел с пере-
менными массами, в которых орбитальные параметры являются функциями времени. В резуль-
тате получаются шесть уравнений вида (ниже мы приводим только уравнения, записанные для
функций , заданных уравнениями (11); уравнения для функций ,  записываются аналогич-
ным образом)

(14)
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Решение системы (14), (15) позволяет найти выражения для производных орбитальных парамет-

ров , , , , ,  для каждого из тел , . Отметим, что реализация описанной про-

цедуры получения дифференциальных уравнений для орбитальных параметров требует выпол-
нения довольно громоздских символьных вычислений. Такие вычисления можно реализовать,
используя, например, систему компьютерной алгебры Wolfram Mathematica (см. [12]) и ее встро-
енные функции для дифференцирования выражений, преобразования тригонометрических
функций, решения алгебраических уравнений и упрощения символьных выражений. Выполняя
соответствующие вычисления и преобразования, в результате получаем систему дифференци-
альных уравнений для определения зависимости орбитальных параметров от времени (для даль-
нейших вычислений вместо параметра  более удобно использовать среднюю аномалию ):

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

Силы  в правых частях уравнений (16)–(21) представляют собой соответственно ра-
диальные, трансверсальные и нормальные составляющие сил , , определяемых выражения-
ми (3). Использование орбитальных систем координат тел ,  связано с тем, что реактивные
силы ,  обычно определяются именно в этих системах, а направляющие косинусы единич-
ных векторов , ,  вдоль радиального, трансверсаль-
ного и нормального направлений соответственно можно легко записать на основе решений (5):
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(24)

Используя (3), (22)–(24), получаем для первого тела

(25)

где , , , , ,  – составляющие относительных скоростей частиц, покидающих тела 
и  или осаждающихся на них, вдоль радиального, трансверсального и нормального направле-
ний в орбитальной системе координат, связанной с телом . Аналогично определяем составля-
ющие относительных скоростей частиц, покидающих тело  или осаждающихся на нем, вдоль
радиального, трансверсального и нормального направлений , ,  в орбитальной системе
координат, связанной с телом . В результате радиальная, трансверсальная и нормальная со-
ставляющие силы  принимают вид

(26)

Поскольку относительные скорости , ,  заданы в орбитальной системе координат, свя-
занной с телом , реактивные силы, действующие на тело , принимают вид

(27)

При заданных реактивных силах и законах изменения масс тел уравнения (16)–(27) полностью
определяют возмущенное движение тел , .

4. ЭВОЛЮЦИОННЫЕ УРАВНЕНИЯ ДЛЯ ОРБИТАЛЬНЫХ ПАРАМЕТРОВ

Уравнения возмущенного движения (16)–(21) показывают, что при условиях ,  ор-
битальные элементы  остаются постоянными, а средние аномалии  являются
возрастающими функциями времени. При наличии возмущений орбитальные параметры изме-
няются с течением времени, но получить точные решения дифференциальных уравнений (16)–
(21), определяющих эти изменения, не представляется возможным. Поскольку во многих
практически важных случаях эксцентриситеты ej  и наклонения ij орбит являются малыми вели-
чинами ( , ), уравнения (16)–(21) можно упростить, заменяя их правые части соот-
ветствующими разложениями в ряды по малым параметрам. Получаемые при этом уравнения
описывают динамику исследуемых систем на длительных временных интервалах и позволяют
моделировать движение тел с требуемой точностью (см. [16]–[19]). Далее рассмотрим случай
малых эксцентриситетов  и наклонений  и разложим правые части уравнений (16)–
(21) в ряды по этим параметрам с точностью до второго порядка. Хотя такие разложения требует
выполнения довольно громоздких символьных вычислений, использование систем компью-
терной алгебры позволяет весьма эффективно решать эту задачу.
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При  уравнение Кеплера (8) позволяет получить выражение для эксцентрической ано-
малии в виде сходящегося степенного ряда по  (см. [17])

Используя это разложение и встроенную функцию Series (см. [12]), получаем

(28)

Разлагая в ряды по малым параметрам решения (5) с учетом (28), получаем

(29)

где введенный для удобства вычислений параметр  является малым, так как наклонения

. Используя (29), находим

(30)

Далее вычисляем разложение выражения для , которое определяет силу :
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где для удобства дальнейших вычислений вместо средней аномалии  введена средняя долгота
 (см. [16–19]). Используя разложения (29), (30) и выражения для направляю-

щих косинусов (22)–(24), находим скалярные произведения единичных векторов, входящих в
выражения для составляющих силы  вдоль радиального, трансверсального и нормального на-
правлений (см. (26), (27)). Например,

(32)

(33)

(34)

Подобным образом вычисляются и остальные скалярные произведения , ,
, , , . В результате правые части дифференциальных уравнений

(16)–(21) можно представить в виде разложений по степеням малых параметров , , , .
Коэффициенты этих разложений являются периодическими функциями средних долгот λ1, λ2   и
представляют собой рациональные выражения, в числителях которых содержатся тригономе-
трические функции cos(kλj), sin(kλj), cos(kλ ± nλ2), sin(kλ1 ± nλ2) (k, n = 1, 2, ...). Поскольку по-
лучаемые выражения весьма громоздки, мы их не приводим. Отметим только, что при разложе-
нии выражения  с точностью до второго порядка по малым параметрам появляются рацио-
нальные выражения вида , , , где

(35)
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где , ,  – коэффициенты Лапласа, удовлетворяющие следующим рекуррентным соотно-
шениям (см. [20]):

Все коэффициенты Лапласа можно вычислить, используя приведенные рекуррентные соот-
ношения и следующие выражения для  и :

Здесь функции  и  обозначают полный эллиптический интеграл первого и

второго рода соответственно, а параметр  в случае, если тело  является внешней

планетой. Если тело  является внутренней планетой, то  и  в выражениях для  и 

нужно поменять местами и параметр  определить как .

Выполняя описанные выше вычисления, получаем для правых частей уравнений (16)–(21)
выражения в виде рядов по малым параметрам e1, e2, i1, i2, коэффициенты которых являются
периодическими функциями средних долгот λ1, λ2. Наличие таких функций приводит к колеба-
ниям орбитальных параметров и значительно усложняет получение численных решений урав-
нений (16)–(21) на больших временных интервалах. Поскольку нас интересует поведение
орбитальных параметров именно на больших промежутках времени, при отсутствии соизмери-
мостей средних движений тел правые части уравнений (16)–(21) можно заменить их осреднен-
ными выражениями относительно средних долгот λ1, λ2, что приводит к уравнениям, определя-
ющим вековые возмущения орбитальных параметров (см. [16], [19]–[21]).

Напомним, что осреднение функции  по переменным  и переход к вековым
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стей уравнений (16)–(21), в которых выполнены разложения по малым параметрам с учетом вы-
ражений для сил (25)–(27) и разложений (28)–(36), в случае тела  получаем уравнения

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)

Следует отметить, что интегрирование уравнений (16)–(21) по средним долготам приводит  к
утрате  информации о положении тел на орбитах и позволяет предсказать только медленные из-
менения во времени орбитальных параметров aj, ej, ij, Ωj, ωj. Поэтому усредненное уравнение (21)
мы не приводим.

Получение подобных уравнений для орбитальных элементов тела  требует выполнения су-
щественно более громоздких символьных вычислений. Однако использование системы ком-
пьютерной алгебры Wolfram Mathematica позволяет успешно выполнить все вычисления. В ре-
зультате получаем уравнения для вековых возмущений орбитальных элементов тела :
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ИБРАИМОВА и др.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе исследуется нестационарная ограниченная задача трех тел переменной
массы, взаимодействующих между собой в соответствии с законом всемирного тяготения Нью-
тона с учетом реактивных сил, возникающих при неизотропном изменении масс тел. Исходные
уравнения движения тел в относительный системе координат записаны на основе второго зако-
на Ньютона, что позволяет определить реактивные силы на основе уравнения Мещерского. Ис-
пользуя точные решения нестационарной задачи двух тел (см. [6]) и применяя метод вариации
постоянных, мы получили дифференциальные уравнения возмущенного движения в оскулиру-
ющих элементах апериодического движения по квазиконическим сечениям. В случае малых экс-
центриситетов и наклонений орбит получены уравнения, определяющие вековые возмущения
орбитальных элементов. Следует отметить, что полученные уравнения описывают общий слу-
чай, когда массы всех трех тел изменяются анизотропно и возникают реактивные силы. Из этих
уравнений можно легко получить уравнения в различных частных случаях, представляющих
практический интерес. Например, массы двух массивных тел остаются постоянными, а масса
третьего тела изменяется анизотропно и на него действуют реактивные силы. Этот частный слу-
чай представляет интерес в динамике искусственных небесных тел.  Далее планируется числен-
ными методами исследовать полученные эволюционные уравнения при различных законах из-
менения масс тел.
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