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Предложен новый алгоритм для распознавания существования двоичного решения у систе-
мы линейных уравнений над полем нулевой характеристики, который эффективен при
выполнении некоторого ограничения на систему уравнений. Это частный случай задачи це-
лочисленного программирования. В расширенной версии задачи о сумме подмножеств вес
может быть как положительным, так и отрицательным. Рассмотренная нами задача эквива-
лентна задаче о существовании решения для нескольких частных случаев этой задачи одно-
временно. Найдены новые достаточные условия, при которых вычислительная сложность
почти всех частных случаев такой задачи полиномиальная. По сути, алгоритм проверяет, су-
ществует ли кубическая гиперповерхность, проходящая через каждую вершину единичного
куба, но не пересекающая заданное аффинное подпространство. Ранее уже было известно не-
сколько эвристических алгоритмов для решения этой задачи. Однако новые методы расши-
ряют возможности для решения тех или иных задач. Хотя подробно рассмотрена лишь задача
распознавания, бинарный поиск позволяет найти решение, если это возможно. Библ. 40.

Ключевые слова: целочисленное программирование, система линейных уравнений, сумма
подмножеств, сложность в среднем.
DOI: 10.31857/S0044466923010118, EDN: LEEUWB

1. ВВЕДЕНИЕ
Задача о сумме подмножеств состоит в распознавании существования -решения у линей-

ного уравнения. Она служит одним из хорошо известных примеров NP-полных задач. Задача с 
переменными разрешима посредством  арифметических операций (см. [1]). Общеприня-
тая гипотеза утверждает, что для решения этой задачи в худшем случае требуется экспоненциаль-
ное время. Эта нижняя оценка была проверена для некоторых вычислительных моделей с огра-
ничениями, включая так называемые линейные машины (см. [2], [3]) и аддитивные машины (см.
[4]), а также для методов проверки разрешимости систем алгебраических уравнений, которые
основаны на теореме о многочленах над вещественно замкнутым полем (Positivstellensatz) (см.
[5]) или на теореме Гильберта о нулях (Nullstellenzatz) (см. [6]). С другой стороны, эта задача мо-
жет быть решена за псевдополиномиальное время методом динамического программирования
(см. [7], [8]). Также известны эвристические алгоритмы для случая низкой плотности (см. [9],
[10]). Эта задача также допускает обобщение над кольцами вычетов (модулярный случай) (см.
[11]) и над мультипликативными полугруппами матриц (см. [12]).

Мы рассмотрим задачу о существовании -решения у системы линейных уравнений. В
худшем случае вычислительная сложность этой задачи такая же, как и для задачи о сумме под-
множеств, когда рассматривается одно уравнение. Однако быстрые эвристические алгоритмы
известны для систем из достаточно большого числа уравнений с ограничением на знаки коэф-
фициентов (см. [13], [14]), с коэффициентами любого знака (см. [15]) или при выполнении не-
которых других ограничений (см. [16], [17]). Обзор некоторых алгоритмов дан в следующем раз-
деле.

Известны эвристические методы решения или аппроксимации близких задач оптимизации,
включая задачу о многомерном рюкзаке (см. [18], [19]), модулярный вариант этой задачи (см.
[20]) и смешанные задачи о рюкзаке и покрытии (см. [21]). Для их решения тоже применимы об-
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щие методы оптимизации (см. [22], [23]). Также известны эвристические алгоритмы, основан-
ные на локальном поиске, для проверки выполнимости пропозициональной конъюнктивной
нормальной формы (КНФ) (см. [24], [25]), в частности, -КНФ (см. [26]). Этот же метод позво-
ляет решать соответствующую задачу оптимизации (см. [27]). С другой стороны, известна лишь
экспоненциальная верхняя оценка  на сложность в худшем случае задачи о макси-
мальном числе одновременно выполнимых элементарных дизъюнкций в составе КНФ с  эле-
ментарными дизъюнкциями (см. [28]). Задача о выполнимости КНФ эквивалентна существова-
нию -решения у системы линейных неравенств от такого же числа переменных над упоря-
доченным кольцом целых чисел. Поэтому оценки сложности в худшем случае для этих задач
связаны друг с другом.

Говоря о вычислительной сложности в среднем, мы предполагаем, что на множестве входов
произвольно фиксированной длины задана вероятностная мера. Обычно каждое такое множе-
ство конечное, следовательно, все входы в нем могут быть равновероятными. Сложностью в
среднем называется математическое ожидание вычислительной сложности на входах данной
длины (см. [29]).

Основной результат настоящей статьи в том, что предложен эвристический алгоритм для за-
дачи распознавания систем линейных уравнений, не имеющих -решения. Он применим при
более слабых ограничениях, чем было ранее. Также он может использоваться параллельно с дру-
гими методами. Результаты справедливы над произвольным полем характеристики нуль, опера-
ции в котором эффективно вычислимые. Чтобы упростить изложение, обычно рассматриваются
вычисления над полем рациональных чисел или над чисто трансцендентным расширением этого
поля. Однако можно эффективно проводить вычисления с алгебраическими числами (см. [30]),
используя алгоритмы для работы с многочленами (см. [31]).

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Рассмотрим систему из  линейных уравнений от  переменных. Исключая переменные,
легко получить новое уравнение от  переменных. Если , задача поиска

-решения для исходной системы уравнений разрешима за полиномиальное время. Она сво-
дится к поиску каждого -решения для уравнения от  переменных и проверке, про-
должается ли оно до -решения исходной системы. Далее рассмотрены менее тривиальные
случаи, когда эта задача легко разрешима.

Обозначим через  столбец и через  прямоугольную  матрицу с неотрицательными эле-
ментами. Все -решения системы неравенств  можно найти методом динамического
программирования, время работы которого мало, если общее число таких решений мало.
Н.Н. Кузюрин в [13], [14] показал, что при  и некоторых предположениях о распреде-
лении элементов матрицы  и столбца  среднее число таких решений ограничено сверху мно-
гочленом от . Следовательно, среднее время работы алгоритма также полиномиальное. Доказа-
тельство основано на оценке хвоста биномиального распределения. Зная все решения системы
неравенств, среди них легко выбрать решение для системы уравнений, если оно существует.
Важным ограничением применимости этого метода служит требование неотрицательности эле-
ментов матрицы . Заменами переменных типа  систему уравнений с произвольными
коэффициентами легко свести к системе уравнений с неотрицательными коэффициентами у ли-
нейных членов, где новая и исходная системы имеют равное число -решений. Но при этом
искажается исходное распределение коэффициентов.

Для системы из  линейных уравнений от  переменных с положительными целыми коэф-
фициентами  определим плотность по формуле

При  и при условии малой плотности  почти все частные случаи задачи о сумме
подмножеств разрешимы за полиномиальное время, используя поиск кратчайшего ненулевого
вектора в некоторой решетке (см. [9], [10]). Этот метод обобщается на случай систем многих
уравнений с тем же ограничением на плотность (см. [16]).
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Следуя работам [15] и [32], для оценки доли входов данного размера, на которых алгоритм
быстро принимает правильное решение, мы используем лемму Шварца–Зиппеля (см. [33]).

Лемма 1. Дан отличный от константы многочлен  степени  над полем . Если слу-
чайные величины , …,  независимы и равномерно распределены на конечном множестве 
мощности , то выполнено неравенство

где через  обозначена вероятность выполнения условия в квадратных скобках.

Недавно этот результат был усилен для многочленов от одной переменной над полем ком-
плексных чисел. Существует такое множество из  чисел, что любые два многочлена  и 
степени  равны друг другу, когда множество значений многочлена  вложено во множество
значений многочлена  на этом множестве (см. [34]).

Ранг матрицы над полем можно вычислить, используя полиномиальное число процессоров и
выполнив на каждом из них лишь  операций над этим полем (см. [35], [36]). С другой
стороны, верхние оценки сложности вычисления ранга матрицы близки к сложности матрично-
го умножения (см. [37], [38]). В настоящей работе примеры вычислены в системе компьютерной
алгебры MathPartner (см. [39]). Определитель матрицы вычисляется командой , а ранг –
командой . В системе Maple определитель, ранг и перманент матрицы вычислимы, на-
пример, в пакете LinearAlgebra.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ

Геометрический смысл задачи состоит в проверке, проходит ли аффинное подпространство,
заданное системой линейных уравнений, через некоторую вершину единичного -мерного куба.
Каждая такая вершина соответствует -решению. Метод состоит в попытке построить алгеб-
раическую гиперповерхность малой степени, проходящую через каждую вершину единичного
куба, но не пересекающую данное аффинное подпространство. Здесь гиперповерхность может
быть приводимой. Существование такой гиперповерхности влечет отсутствие -решения у
исходной системы уравнений. Вычислительная сложность этого метода зависит от степени ги-
перповерхности. Ранее было исследовано применение квадрик для случая подпространств ма-
лой размерности (см. [15]). С другой стороны, для общей гиперплоскости объединение из  па-
раллельных гиперплоскостей, содержащих все вершины единичного -мерного куба, служит ис-
комой гиперповерхностью степени не выше . Но степень может быть ниже. В частности, если
гиперплоскость задана уравнением с ограниченными сверху положительными целыми коэффи-
циентами, которое не имеет -решений, то достаточно малого числа параллельных гипер-
плоскостей. На этом основан метод динамического программирования для решения задачи о
сумме подмножеств. Однако мы рассматриваем произвольные гиперповерхности, которые не
обязательно служат объединением гиперплоскостей.

3.1. Прямые на проективной плоскости

Сначала мы рассмотрим прямую на плоскости, что соответствует поиску -решения неод-
нородного линейного уравнения от двух переменных  и . Его гомогенизацией служит урав-
нение от трех переменных ,  и . Каждое -решение соответствует вершине единичного
квадрата. На проективной плоскости эти вершины имеют однородные координаты ,

,  и  соответственно. В этих координатах бесконечно удаленная прямая
задана уравнением . Проективная кривая определяется тернарной формой (однородным
многочленом), которая обращается в нуль в точках кривой.

Теорема 1. Дан квадрат на проективной плоскости. Прямая  не проходит через какую-либо вер-
шину квадрата тогда и только тогда, когда существует кубическая кривая, проходящая через каж-
дую вершину квадрата, но пересекающая прямую  лишь в точке на бесконечно удаленной прямой.
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Доказательство. Пусть однородные координаты вершин квадрата , , 
и . Проективная кубическая кривая определяется тернарной кубической формой. Такая
форма, обращающаяся в нуль в каждой вершине квадрата, равна линейной комбинации шести
форм , где  и . Эти формы линейно независимые. Поэтому раз-
мерность линейного пространства кубических форм, обращающихся в нуль в каждой вершине
квадрата, равна шести (см. [40]). Размерность пространства всех бинарных кубических форм
равна четырем. Ограничение формы на прямую  определяет линейное отображение  из про-
странства тернарных форм, которые обращаются в нуль в каждой вершине квадрата, в простран-
ство всех бинарных форм. Ядро отображения  состоит из форм, тождественно равных нулю на
прямой . Каждая форма из ядра приводимая и делится на линейную форму , определяющую
прямую . Поскольку по предположению прямая  не проходит через какую-либо вершину
квадрата, то размерность ядра равна размерности квадратичных тернарных форм, обращающих-
ся в нуль в каждой вершине квадрата. Согласно [40], это формы типа .
Поэтому размерность ядра отображения  равна двум. Следовательно, размерность образа отоб-
ражения  совпадает с размерностью всех бинарных форм. Отображение  сюръективное. В
частности, образом некоторой кубической формы  из области определения  служит
форма . Уравнение  определяет кривую, которая пересекает прямую  лишь в
бесконечно удаленной точке. Более того, поскольку размерность ядра равна двум, то существует
однопараметрическое семейство таких кривых.

Это рассуждение существенно использует предположение, что прямая  не проходит через
какую-либо вершину квадрата. Иначе ядру отображения  принадлежали бы произведения ли-
нейной формы  и некоторой квадратичной формы, которая обращается в нуль лишь в трех вер-
шинах квадрата. Тогда размерность ядра больше двух, а отображение  несюръективное. Оче-
видно, в этом случае прямая  пересекает каждую кривую из области определения  в некоторой
вершине квадрата. Теорема доказана.

В теореме 1 кубическую кривую нельзя заменить на конику. Действительно, тернарные квад-
ратичные формы, обращающиеся в нуль в каждой вершине квадрата, порождают линейное про-
странство размерности два, но бинарные квадратичные формы порождают пространство раз-
мерности три. Поэтому аналог отображения  из доказательства теоремы 1 уже не будет сюръек-
тивным.

3.2. Линейные пространства форм

Размерность линейного пространства форм степени  от переменных , …,  равна биноми-

альному коэффициенту . Рассмотрим линейные комбинации кубических форм типа

. Каждая такая форма обращается в нуль в каждой точке с координатами  и
, где . Ограничение этих форм на линейное подпространство, определяемое

системой уравнений , где , равно линейной комбинации форм двух ти-
пов: либо , либо , где  и .

Лемма 2. Дан набор линейных форм , где  и все коэффици-
енты  – алгебраически независимые элементы чисто трансцендентного расширения поля рацио-
нальных чисел степени трансцендентности . Если выполнено неравенство

, то каждая кубическая форма от переменных , …,  равна некоторой ли-

нейной комбинации форм типа , где  и .

Доказательство. Обозначим через  матрицу, составленную из коэффициентов форм типа
, где столбцы соответствуют мономам, а строки – формам. Общее число форм типа 

должно быть не меньше, чем число мономов третьей степени. То есть должно выполняться нера-
венство

(1 : 0 : 0) (1 : 0 : 1) (1 : 1 : 0)
(1 : 1 : 1)
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где слева – общее число мономов третьей степени, а справа – число форм типа . Оно эквива-
лентно неравенству  из условия леммы. При выполнении этого неравен-
ства достаточно показать, что матрица  имеет полный ранг, равный числу столбцов.

Выделим в матрице  квадратную подматрицу  с тем же числом столбцов, которая содер-
жит набор ненулевых элементов по одному из каждой строки и каждого столбца. Определитель
равен альтернированной сумме произведений элементов из наборов по одному элементу из каж-
дой строки и каждого столбца. Чисто трансцендентное расширение поля изоморфно полю раци-
ональных функций. Элементы матрицы  можно рассматривать как многочлены от перемен-
ных , которые упорядочены в соответствии с порядком на индексах:

Это определяет мономиальное упорядочение. Мы выбираем в матрице  набор ненулевых эле-
ментов по одному из каждой строки и каждого столбца, для которого произведение максимально
при этом мономиальном упорядочении. Этот максимум достигается на единственном наборе
элементов из . Действительно, если два разных таких набора имеют равные произведения эле-
ментов, то можно найти третий набор, произведение элементов которого больше.

Поскольку  алгебраически независимые, никакое их произведение не равно линейной
комбинации других произведений. Следовательно, определитель матрицы  отличен от нуля.
Поэтому матрица  имеет полный ранг. Лемма доказана.

Элементы чисто трансцендентного расширения поля можно отождествить с функциями от
независимых переменных . Лемма 2 справедлива для некоторых разреженных матриц, получа-
емых подстановкой целых значений переменных .

Пусть  и . Выберем  и . Матрица коэффициентов кубических форм ти-
па  невырожденная, поскольку она равна единичной  матрице. Поскольку размерность

линейного пространства бинарных кубических форм равна четырем, формы типа  порожда-
ют это пространство.

Пусть  и . Выберем , ,  и . Матрица  коэффициен-
тов кубических форм типа  содержит двенадцать строк и десять столбцов. Ранг матрицы 
равен десяти и совпадет с размерностью линейного пространства тернарных кубических форм.

Пусть  и . Выберем , , ,  и . Матри-
ца M коэффициентов кубических форм типа  квадратная. Ранг равен двадцати и совпадет с
размерностью линейного пространства кубических форм от четырех переменных.

Лемма 3. Дан набор линейных форм , где  и все коэффици-
енты  – алгебраически независимые элементы чисто трансцендентного расширения поля рацио-
нальных чисел степени трансцендентности . Если выполнено неравенство

, то каждая кубическая форма от переменных , …,  равна некоторой ли-
нейной комбинации форм типа , где  и .

Доказательство. По аналогии с доказательством леммы 2, покажем, что матрица , состоя-
щая из коэффициентов форм типа , имеет полный ранг. Матрица  равна сумме

матрицы , состоящей из коэффициентов форм типа , и матрицы , состоящей из коэффи-
циентов форм типа . Однако элементы матрицы , рассматриваемые как многочлены от
переменных , имеют меньшую степень, чем элементы матрицы . Поэтому ранг матрицы

 не ниже ранга матрицы . По лемме 2 матрица  имеет полный ранг. Следователь-
но, матрица  тоже имеет полный ранг. Лемма доказана.
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Алгоритм, обсуждаемый при доказательстве Теорем 2 и 3

Вход: целые числа  и линейные формы , где .
1: Элементами матрицы  служат коэффициенты формы

где строки матрицы  соответствуют мономам третьей степени от переменных , …, , а
столбцы – переменным  и ;
2: Расширенная матрица  получается из матрицы  добавлением столбца, в котором едини-

ца стоит в строке, соответствующей моному , а остальные элементы этого столбца равны нулю;
3: if  then вход отвергается;
4: else выдается уведомление о неопределенности выбора.

3.3. Алгоритм и оценки вычислительной сложности
Говоря о задачах распознавания, мы предлагаем три варианта ответа: вход может быть не

только принят или отвергнут, но также возможно явное уведомление о неопределенности выбо-
ра. При этом ответ должен быть получен за конечное время и без ошибок, а уведомление о не-
определенности может быть выдано лишь на малой доле входов (см. [12], [15]).

Под вычислительной сложностью подразумевается алгебраическая сложность, которая равна
числу арифметических операций с числами и сравнений чисел (см. [29]). Сложность выполне-
ния отдельной операции не учитывается.

Теорема 2. Существует алгоритм распознавания с тремя вариантами ответа, получающий на
вход положительные целые числа  и , а также систему из  линейных форм , где

, который при выполнении неравенства  удовлетворяет
следующим условиям:

• алгебраическая сложность алгоритма ограничена сверху многочленом от ;
• если вход отвергается, то система уравнений  для индексов 

не имеет никакого -решения;
• если вход принимается, то система уравнений  для индексов 

имеет -решение;
• для любого допустимого набора значений  и  существует такой отличный от тождественно

нулевого многочлен степени не выше  от коэффициентов всех линейных форм , что ес-
ли алгоритм на некотором входе выдает уведомление о неопределенности выбора, то этот многочлен
обращается в нуль для соответствующего набора значений коэффициентов.

Доказательство. По сути, алгоритм, приведенный в настоящей работе, проверяет существова-
ние наборов чисел  и , для которых выполнено равенство двух кубических форм

Здесь . Эта проверка сводится к решению системы линейных уравнений относи-
тельно  и . Общее число переменных в этой системе не превышает . Каждое урав-
нение в этой системе соответствует очередному моному третьей степени от переменных , …,

. Поэтому число этих уравнений равно . При выполнении
неравенства из условия теоремы, число уравнений этой системы не превосходит числа перемен-
ных  и . По теореме Кронекера–Капелли решение существует при совпадении рангов двух
матриц. При этом расширенная матрица получается добавлением столбца, в котором равны ну-
лю все элементы, кроме одного. Ранг матрицы легко вычисляется. Элементами этих матриц слу-
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жат многочлены степени не выше второй от коэффициентов линейных форм . Достаточным
условием существования решения служит отличие от нуля минора, равного многочлену степени
не выше  от коэффициентов линейных форм . По лемме 3 этот многочлен не об-
ращается в нуль тождественно. Теорема доказана.

Если алгоритм из теоремы 2 отвергает систему уравнений , то он отвергает и любую систему
уравнений , которая получена добавлением к  новых уравнений.

При сравнении теорем 1 и 2 видно, что условие в теореме 2 неоптимальное при . В част-
ности, это связано с грубой оценкой ранга матрицы в доказательстве леммы 3.

Теорема 3. Существует алгоритм распознавания с тремя вариантами ответа, получающий на
вход положительные целые числа  и , а также систему из  линейных форм , где

, который при выполнении неравенства  удовлетворяет
следующим условиям:

• алгебраическая сложность алгоритма ограничена сверху многочленом от ;
• если вход отвергается, то система уравнений  для индексов 

не имеет никакого -решения;
• если вход принимается, то система уравнений  для индексов 

имеет -решение;
• для любого рационального числа  из интервала  и для любых допустимых значений  и

, если все коэффициенты форм  независимо и равномерно распределены на множестве мощности

не меньше , то вероятность выдачи уведомления о неопределенности выбора не
превышает числа .

Доказательство. Применяем, как и при доказательстве теоремы 2, алгоритм, представленный
в настоящей работе. Существует отличный от тождественно нулевого многочлен степени не вы-
ше  от коэффициентов всех линейных форм , который обращается в нуль на тех
наборах, на которых выдается уведомление о неопределенности выбора. По лемме Шварца–
Зиппеля (лемма 1) вероятность обращения этого многочлена в нуль не превышает числа . Тео-
рема доказана.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Неравенство из теорем 2 и 3 имеет вид . Аналогичное условие в ранее опуб-
ликованном алгоритме [15], использующем не кубические, а квадратичные формы, имело вид

. Поэтому новый алгоритм применим при меньших ограничениях. С другой
стороны, поскольку в основе работы алгоритма лежит вычисление ранга матрицы, вычисления
могут быть эффективно реализованы на многопроцессорных вычислительных устройствах.

Предлагаемый алгоритм не обеспечивает полиномиальную вычислительную сложность в худ-
шем случае. Но для многих случаев он гораздо эффективнее полного перебора. Если коэффици-
енты при линейных членах уравнений положительные, то в среднем более эффективен алго-
ритм, который предложил Н.Н. Кузюрин (см. [13], [14]). Однако новый алгоритм может быть эф-
фективнее в случае коэффициентов разных знаков.

Существуют различные пути сведения данной системы линейных уравнений к другой такой
системе, имеющей столько же -решений. Это открывает дополнительные возможности пре-
одолеть неопределенность ответа. С другой стороны, хотя рассмотрена лишь задача распознава-
ния, бинарный поиск позволяет искать само -решение, если оно существует. В частности,
доказательство отсутствия -решения, соответствующего вершине какой-либо фасете еди-
ничного куба, позволяет уменьшить число переменных в исходной задаче. То же справедливо,
если вместо фасеты рассматривать пару симметрично расположенных граней коразмерности
два, лежащих в одной гиперплоскости. На этом пути возможно комбинированное применение
разных методов на разных шагах.

Рассмотренный в настоящей статье алгоритм никогда не принимает вход. Но используя дру-
гие известные методы, включая алгоритм Кузюрина, можно уменьшить число уведомлений об
отказе. После этого новый алгоритм может принимать некоторые входы.
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Хорошо известна близкая NP-полная задача о выполнимости -КНФ, для решения которой
известны эвристические алгоритмы и их программные реализации. Хотя последняя задача также
сводится за полиномиальное время к задаче о сумме подмножества, для решения задачи о вы-
полнимости -КНФ новый предлагаемый алгоритм, вероятно, не даст выигрыша для практиче-
ски применимых размеров входа. Однако новый алгоритм применим к более широкому набору
частных задач. Это увеличивает интерес к обобщениям задачи о сумме подмножества, а не толь-
ко к задаче о выполнимости -КНФ.

Автор благодарен М.Д. Малых и анонимному рецензенту за полезные замечания.
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