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Выводится улучшенная квадратурная формула для потенциала простого слоя с гладкой плот-
ностью, заданной на замкнутой либо разомкнутой поверхности. Формула дает равномерную
аппроксимацию потенциала вблизи поверхности и сохраняет свойство непрерывности потен-
циала при стремлении точки наблюдения из области к поверхности, что подтверждается чис-
ленными тестами. Предложенная в работе квадратурная формула дает более высокую точность
при вычислении потенциала вблизи поверхности, чем известные квадратурные формулы, что
также подтверждается численными тестами. Кроме того, выводится квадратурная формула
для прямого значения потенциала простого слоя на поверхности. Для этой формулы проведе-
ны численные тесты, подтверждающие ее эффективность и точность. Библ. 20. Табл. 5.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Метод потенциалов позволяет решать краевые задачи для уравнений Лапласа и Гельмгольца

путем сведения их к граничным интегральным уравнениям относительно плотности потенциа-
ла. Находя плотность потенциала из интегрального уравнения, можно получить решение крае-
вой задачи. Метод потенциалов описан в классических монографиях [1–3]. При численной реа-
лизации метода потенциалов необходимо иметь квадратурные формулы для потенциалов, поз-
воляющие вычислять потенциалы с хорошей точностью во всей области, где решается краевая
задача.

Стандартные квадратурные формулы для потенциала простого слоя для уравнений Лапласа и
Гельмгольца, используемые в инженерных расчетах, не дают равномерной аппроксимации по-
тенциала вблизи поверхности , на которой задана плотность потенциала, и даже стремятся к
бесконечности, когда точка, в которой вычисляется квадратурная формула, стремится к опреде-
ленным точкам на поверхности  (см. [4], гл. 2), тогда как сам потенциал непрерывен во всем
пространстве, в том числе во всех точках на поверхности . Следовательно, стандартные квадра-
турные формулы не сохраняют важнейшее свойство потенциала, а именно, его ограниченность
и непрерывность на поверхности . В [5], [6] предложена квадратурная формула, которая сохра-
няет указанное свойство потенциала простого слоя. В настоящей работе проведено дальнейшее
улучшение квадратурной формулы из [5], [6] с учетом гладкости коэффициента, появляющегося
при параметризации в потенциале. Благодаря сделанным преобразованиям, канонический ин-
теграл, возникающий в квадратурной формуле, вычисляется с более высокой точностью, чем в
[5], [6]. Это позволяет усовершенствовать квадратурную формулу из [5], [6] и предложить улуч-
шенную формулу, обеспечивающую повышенную точность вычислений.

В двумерном случае улучшенная квадратурная формула для гармонического потенциала про-
стого слоя с плотностью, заданной на разомкнутых кривых, предложена в [7], [8]. Эта формула

1)Работа выполнена при финансовой поддержке И.О. Резниченко Московским центром фундаментальной и при-
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может применяться при нахождении численных решений краевых задач для уравнений Лапласа и
Гельмгольца вне разрезов и разомкнутых кривых на плоскости. Такие задачи изучались в [9–16].

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Введем в пространстве декартову систему координат . Пусть  – простая
гладкая замкнутая либо ограниченная разомкнутая поверхность класса , содержащая свои
предельные точки (см. [17], гл. 14, § 1). Если поверхность  замкнутая, то она должна ограничи-
вать объемно-односвязную внутреннюю область (см. [18], c. 201). Предположим, что поверх-
ность  параметризована так, что на нее отображается прямоугольник:

(1)

Потребуем также, чтобы различным внутренним точкам прямоугольника при указанном отоб-
ражении соответствовали различные точки поверхности. Сфера, поверхность эллипсоида, глад-
кие поверхности фигур вращения, поверхность тора и многие другие более сложные поверхно-
сти можно параметризовать таким образом. Кроме того, сложные поверхности можно разбить на
несколько кусков и для каждого куска ввести свою параметризацию, тогда дальнейшие рассуж-
дения справедливы для каждого такого куска.

Введем  точек  с шагом  на отрезке  и  точек  на отрезке  и рассмотрим раз-
биение прямоугольника , который отображается на поверхность :

Тем самым прямоугольник  разбивается на  маленьких прямоугольничков, и
через  обозначены серединки этих прямоугольничков.

Известно (см. [17], гл. 14, § 1), что компоненты вектора нормали (не единичного)
 в точке поверхности  определяются через определите-

ли второго порядка формулами

(2)

Положим . Известно (см. [17], гл. 14, § 1, 2), что

Заметим, что если  в некоторой точке, то функция  может быть недиф-
ференцируемой в этой точке. Поэтому дополнительно потребуем, чтобы

(3)
Кроме того, потребуем, чтобы

(4)

Из условия (4) следует, что , но условие (3) не следует.
Потенциал простого слоя используется при решении краевых задач методом интегральных

уравнений (см. [19]). Рассмотрим потенциал простого слоя для уравнения Гельмгольца с задан-
ной на поверхности  плотностью :
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где для простоты  и . Если ,
то потенциал  переходит в потенциал простого слоя для уравнения Лапласа.

Пусть , тогда

(6)

для  и .
В [5], [6] показано, что при  и 

для любого . Константы в оценках функций, обозначенных как , не зависят от 
и от расположения .

Следовательно, используя (5), имеем

(7)

Как видно из соотношения (7), для получения квадратурной формулы необходимо вычислить
интеграл

(8)

который будем называть каноническим интегралом.

3. КАНОНИЧЕСКИЙ ИНТЕГРАЛ
Пусть точка  не принадлежит кусочку поверхности, вдоль которого изменяется точка

 в интеграле (8). Центром этого кусочка является точка . В интеграле (8)
, . Разложим  по формуле Тейлора с центром в

точке , тогда для  получим
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Производные по  и  берутся в точке  . Можно показать (см. [17], гл. 14, § 1), что

(9)

Согласно условию (4),  для всех возможных , поэтому

(10)

Отсюда следует, что  и .
В силу (3) для всех возможных  при  и  функ-

ция  может быть разложена в точке  по формуле Тейлора с остаточным членом в
форме Пеано (см. [17], гл. 10, § 5.3):

(11)

Производные по  и  берутся в точке .
Выражения для  и  можно найти с помощью формулы (9), эти выражения имеют вид

где

Выражения для  и  можно также записать в виде

где  – скалярное произведение векторов, и

Целью этого раздела является вычисление интеграла (8), который можно записать в виде
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(12)

Здесь введены обозначения , ,  и . Функция  найдена в явном виде
в [5], [6]. Интеграл  возникает после интегрирования по  с учетом неравенства (10), а так-
же в соответствии с [20], п. 1.2.43.13, и имеет вид

(13)

где введены обозначения

Интеграл  возникает после интегрирования по  с учетом неравенства (10) и с использова-
нием [20], п. 1.2.43.14. Интеграл  дается выражением

(14)

В [5], [6] показано, что квадратный трехчлен в интегралах ,  неотрицателен. Следова-
тельно, дискриминант этого квадратного трехчлена неположителен, т.е. . Поэтому
положим  и преобразуем подкоренное выражение в интеграле к виду

Тем самым интегралы  и  принимают вид

Теперь надо рассмотреть два случая:  и . Интегралы ,  вычисляются по
тем же формулам, что и интегралы , , но в параметрах  ,  надо заменить  на .

3.1. Вычисление интеграла  при 

Рассмотрим случай . Сделаем гиперболическую замену переменной в интеграле 
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и обозначим , . Тогда, используя тождество ,
находим

где интеграл

вычислен явно в [5], [6]. Обозначив ,  и интегрируя по частям, полу-
чим

где

В интеграле  сделаем замену переменной , тогда находим

(15)
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Необходимо пояснить, что если , то в формуле (15) отсутствует слагаемое , а если
, то в формуле (15) отсутствует слагаемое . Заметим также, что  и  не могут об-

ращаться в нуль одновременно. Действительно, если , то , а в данном разделе
рассматривается случай . Вычислим интегралы  при разных значениях пара-
метров. Рассмотрим также вспомогательный интеграл

I. Пусть .

Используя [20], п. 1.2.8.13, вычислим интеграл . Если , то

Если , то

Если , то

Интеграл  вычисляется, согласно [20], п. 1.2.8.21, и имеет вид

Интеграл  вычисляется, согласно [20], пп. 1.2.8.19 и 1.2.4.17, и имеет вид

Для интеграла  надо рассмотреть несколько случаев. Если  и , то в соот-
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Если  и , то

Интеграл  находится в соответствии с [20], п. 1.2.8.27 и дается выражением

Как отмечено выше, если , то слагаемое  в формуле (15) отсутствует, поэтому ин-
теграл  в этом случае вычислять не нужно.

Замечание. Если  и , то при вычислении интеграла  линейная комбина-
ция интегралов  равна нулю.

II. Пусть .
Как указано выше, в этом случае в формуле (15) отсутствует слагаемое с интегралом , по-

этому интеграл  вычислять не нужно. Кроме того,  если , поэтому надо рассмот-
реть два случая:  и .
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где введено обозначение

2. Если , то

3. Если , то

Вычислим интеграл , согласно [20], п. 1.6.5.5:
1. При 

2. При 

3.3. Вычисление интеграла 
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со свойствами  (3), (4), и . Тогда для потенциала простого слоя  при  имеет ме-
сто квадратурная формула

(17)

где интеграл , определенный в , вычислен в разд.  в явном виде.
Как следует из приведенных ниже численных тестов, остаточный член в (17) можно оценить

как  равномерно по , т.е. формула (17) дает равномерную аппроксимацию и обеспе-
чивает равномерную сходимость к потенциалу простого слоя для точек, расположенных вне .

Если , то потенциал простого слоя для уравнения Гельмгольца переходит в потенциал
простого слоя для уравнения Лапласа, соответственно, квадратурная формула (17) при 
принимает вид квадратурной формулы для гармонического потенциала простого слоя.

5. ЧИСЛЕННЫЕ ТЕСТЫ
Тестирование квадратурных формул для потенциалов простого слоя для уравнений Лапласа и

Гельмгольца проведено в случае, когда поверхность  явлется сферой единичного радиуса, кото-
рая задана параметрически уравнениями

(18)

причем . Отметим, что в данном случае  и
 для всех . Иначе говоря,  на полюсах сферы при та-

кой параметризации, но условия теоремы выполняются.
В рассматриваемых тестовых примерах для потенциала простого слоя с заданной на единич-

ной сфере плотностью известно явное выражение во всем пространстве, поэтому точные значе-
ния потенциала можно сравнить с приближенными, вычисленными по квадратурным форму-
лам. Во всех тестах приближенное значение потенциала простого слоя вычислялось по квадра-
турной формуле (17) в некоторых точках на вспомогательных сферах, имеющих центры в начале
координат и радиусы, равные . Тем самым вспомогательные сферы находятся либо внут-
ри, либо снаружи сферы единичного радиуса, на которой задана плотность потенциала, на рас-
стоянии  от нее. Затем были рассчитаны значения абсолютных погрешностей в этих точках
либо относительных погрешностей (когда абсолютная погрешность делится на модуль точного
значения потенциала в данной точке), и для каждой вспомогательной сферы определялись мак-
симумы значений этих погрешностей. Найденные погрешности сравниваются с погрешностя-
ми, полученными для стандартной и улучшенной квадратурных формул из [5], [6].

Координаты точек, которые использовались для оценки максимальной абсолютной либо от-
носительной погрешности

(19)

где  определяется формулами (18),  – радиус вспомогательной сферы. Таким образом,
эти точки расположены над и под центрами участков разбиения единичной сферы, серединами
границ между такими участками и пересечениями этих границ. Отметим, что эти точки распре-
делены не по всей сфере, а находятся вблизи нулевого меридиана.

Вычисления проводились для различных значений  и . Значения шагов определяются
формулами  . Если , то , ; если , то

, ; если , то , .
В таблицах приведены рассчитанные максимальные значения погрешностей. В левом столб-

це указано отличие радиуса вспомогательной сферы от единицы: для внутренних сфер радиус ра-
вен , для внешних сфер он равен . В верхней строке указаны значения . Первое
число в ячейках таблиц – максимальная погрешность для стандартной квадратурной формулы
из [5], [6] на данной вспомогательной сфере, второе число после точки с запятой – максималь-
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ная погрешность на данной сфере для улучшенной квадратурной формулы из [5], [6], а третье
число – максимальная погрешность для квадратурной формулы (17).

Тест 1 для квадратурной формулы в случае уравнения Лапласа. В данном тесте использовалась
плотность потенциала  тогда гармонический потенциал простого слоя имеет вид

В табл. 1 приведены рассчитанные максимальные значения относительных погрешностей.
Тест 2 для квадратурной формулы в случае уравнения Лапласа. В данном тесте использовалась

плотность потенциала , при этом гармонический потенциал простого слоя
имеет вид

где  и  – зенитный и азимутальный углы в сферических координатах с центром в начале коор-
динат. Методика вычислений в этом тесте аналогична таковой в тесте 1. Отличие состоит лишь в
том, что в формулах (19) теперь , т.е. точки распределены по всей сфере. В табл. 2
приведены рассчитанные максимальные значения абсолютных погрешностей.

μ π( ( , )) = 4 ,y u v

π
μ π


9 0
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| |
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Таблица 1. Максимальная относительная погрешность квадратурных формул в тесте 1

Внутренние сферы
0.1 4.0E–3; 4.0E–3; 0.0019 9.0E–4; 9.7E–4; 0.00044 2.2E–4; 2.4E–4; 0.00011
0.01 0.21; 0.040; 0.0035 0.042; 0.014; 0.00076 7.1E–3; 4.2E–3; 0.00015
0.001 2.5; 0.065; 0.0042 0.60; 0.038; 0.0011 0.14; 0.017; 0.00026
0.0001 25; 0.069; 0.0043 6.3; 0.045; 0.0012 1.56; 0.027; 0.0003

Внешние сферы
0.1 4.9E–3; 5.8E–3; 0.0015 9.9E–4; 1.4E–3; 0.00035 2.4E–4; 3.4E–4; 8.6E–5
0.01 0.21; 0.048; 0.003 0.043; 0.016; 0.00073 7.2E–3; 4.3E–3; 0.00014
0.001 2.5; 0.075; 0.0035 0.60; 0.046; 0.00045 0.15; 0.019; 0.00026
0.0001 25; 0.070; 0.0043 6.3; 0.047; 0.0011 1.6; 0.031; 0.00021

ΔR == 25M N == 50M N == 100M N

Таблица 2. Максимальная абсолютная погрешность квадратурных формул в тесте 2

Внутренние сферы
0.1 3.4E–3; 2.7E–3; 0.0024 1.1E–4; 6.4E–4; 5.7E–4 2.8E–7; 1.6E–4; 1.4E–4
0.01 0.21; 4.7E–3; 0.0044 0.042; 1.0E–3; 9.7E–4 7.1E–3; 2.2E–4; 2.0E–4
0.001 2.5; 5.5E–3; 0.0051 0.60; 1.4E–3; 0.0013 0.14; 3.4E–4; 3.1E–4
0.0001 25; 5.6E–3; 0.0052 6.2; 1.5E–3; 0.0014 1.6; 3.7E–4; 3.5E–4

Внешние сферы
0.1 4.1E–3; 3.9E–4; 0.00066 1.6E–4; 8.5E–5; 1.4E–4 6.9E–7; 2.1E–5; 3.4E–5
0.01 0.21; 1.7E–3; 0.002 0.042; 4.2E–4; 5.1E–4 7.1E–3; 6.8E–5; 8.9E–5
0.001 2.5; 4.7E–3; 0.0044 0.60; 5.5E–4; 4.7E–4 0.14; 1.8E–4; 2.1E–4
0.0001 25; 5.5E–3; 0.0052 6.2; 1.4E–3; 0.0013 1.6; 2.8E–4; 2.6E–4

ΔR == 25M N == 50M N == 100M N
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Тест 3 для квадратурной формулы в случае уравнения Гельмгольца. В данном тесте использо-
валась плотность потенциала  Тогда потенциал простого слоя для уравнения Гельм-
гольца имеет вид

где . Методика вычислений в тесте 3 аналогична таковой в тесте 1. В табл. 3 приведены рас-
считанные максимальные значения относительных погрешностей.

Тест 4 для квадратурной формулы в случае уравнения Гельмгольца. В данном тесте использо-
валась плотность потенциала  При этом потенциал простого слоя имеет вид

где  – зенитный угол в сферических координатах с центром в начале координат, . Методи-
ка вычислений в этом тесте такая же, как и в тесте 2. В табл. 4 приведены рассчитанные макси-
мальные значения абсолютных погрешностей.
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Таблица 3. Максимальная относительная погрешность квадратурных формул в тесте 3

Внутренние сферы
0.1 4.3E–3; 4.8E–3; 0.0029 9.7E–4; 1.2E–3; 6.7E–4 2.4E–4; 2.9E–4; 1.7E–4
0.01 0.24; 0.047; 0.0069 0.050; 0.017; 0.0017 8.4E–3; 4.9E–3; 3.8E–4
0.001 2.9; 0.077; 0.008 0.72; 0.045; 0.0022 0.17; 0.021; 5.7E–4
0.0001 30; 0.082; 0.0081 7.4; 0.053; 0.0023 1.9; 0.032; 6.1E–4

Внешние сферы
0.1 5.4E–3; 6.9E–3; 0.0027 1.1E–3; 1.7E–3; 5.6E–4 2.7E–4; 4.1E–4; 1.4E–4
0.01 0.25; 0.057; 0.0063 0.051; 0.018; 0.0015 8.6E–3; 5.1E–3; 3.4E–4
0.001 2.9; 0.089; 0.0075 0.72; 0.054; 0.0017 0.17; 0.023; 5.2E–4
0.0001 30; 0.083; 0.0081 7.4; 0.056; 0.0022 1.9; 0.037; 5.4E–4

ΔR == 25M N == 50M N == 100M N

Таблица 4. Максимальная абсолютная погрешность квадратурных формул в тесте 4

Внутренние сферы
0.1 3.9E–3; 4.4E–3; 0.0013 8.6E–4; 1.1E–3; 3.1E–4 2.1E–4; 2.7E–4; 7.8E–5
0.01 0.097; 0.040; 0.0023 0.019; 0.014; 5.2E–4 2.8E–3; 4.2E–3; 1.1E–4
0.001 1.2; 0.065; 0.0032 0.30; 0.038; 8.0E–4 0.071; 0.017; 1.9E–4
0.0001 13; 0.069; 0.0033 3.1; 0.045; 8.9E–4 0.78; 0.027; 2.3E–4

Внешние сферы
0.1 3.9E–3; 5.4E–3; 7.0E–4 8.8E–4; 1.3E–3; 1.5E–4 2.1E–4; 3.2E–4; 3.8E–5
0.01 0.098; 0.048; 0.0018 0.019; 0.015; 4.8E–4 2.9E–3; 4.3E–3; 1.0E–4
0.001 1.2; 0.074; 0.0028 0.30; 0.046; 5.6E–4 0.071; 0.019; 1.7E–4
0.0001 13; 0.070; 0.0033 3.1; 0.047; 8.5E–4 0.78; 0.031; 1.9E–4

ΔR == 25M N == 50M N == 100M N
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Выводы. Как указано выше, первое число в ячейках таблиц – погрешность стандартной квад-
ратурной формулы, второе число – погрешность улучшенной квадратурной формулы из [5], [6],
третье число – погрешность квадратурной формулы (17). Из таблиц видно, что квадратурная
формула (17) дает второй порядок (по ) равномерной сходимости к потенциалу простого слоя
и обеспечивает равномерную аппроксимацию потенциала c погрешностью . Погрешность

 не зависит от расстояния до  и справедлива даже на очень малых расстояниях. Улучшен-
ная квадратурная формула из [5], [6] дает первый порядок (по ) равномерной сходимости к по-
тенциалу простого слоя и обеспечивает равномерную аппроксимацию потенциала c погрешно-
стью . Тем самым формула (17) превосходит результат, полученный в [5], [6]. Обе эти фор-
мулы сохраняют свойство непрерывности потенциала простого слоя при переходе через
поверхность , что также следует из приведенных численных результатов. Из таблиц вытекает,
что стандартная квадратурная формула (см. [5], [6]) не дает равномерой сходимости к потенциа-
лу простого слоя и не обеспечивает равномерную аппроксимацию потенциала простого слоя,
поскольку расходится вблизи .

Отметим, что в тесте 2 формула (17) не дает существенного повышения точности по сравне-
нию с улучшенной формулой из [5], [6]. Это объясняется тем, что максимальная погрешность
формулы из [5], [6] достигается вблизи полюсов сферы, а в тесте 2 плотность потенциала обра-
щается в нуль на полюсах, за счет чего погрешность формулы из [5], [6] уменьшается. Высокая
погрешность формулы из [5], [6] вблизи полюсов сферы вызвана тем, что длина нормали обну-
ляется на полюсах, но меняется вблизи полюсов наиболее быстро, а формула из [5], [6] не учи-
тывает производные длины нормали. В формуле (17) длина нормали учитывается более точно,
чем в формуле из [5], [6], в частности, в (17) учтены производные длины нормали, поэтому в
остальных тестах, кроме теста 2, формула (17) показывает более высокую точность.

6. ПРЯМОЕ ЗНАЧЕНИЕ ПОТЕНЦИАЛА ПРОСТОГО СЛОЯ НА ПОВЕРХНОСТИ
Используя полученные результаты, можно построить квадратурную формулу для прямого

значения потенциала простого слоя, когда точка  лежит на поверхности  в одном из узлов.
Пусть , и  – один из узлов на поверхности . Если  (т.е.

), то интеграл (8) можно считать приближенно равным функции ,
которая найдена в разд. 3 в явном виде. Остается приближенно вычислить интеграл (8), когда

 (т.е.  принадлежит маленькому кусочку поверхности с центром в точке
). В этом случае, применяя формулу Тейлора с центром в точке , находим

где    формулы для , ,  даны в
разд. 3, и в них все производные  и  берутся в точке  . Рассмотрим канони-
ческий интеграл

Здесь введено обозначение . Интеграл  вычислен в [5], [6] и дается выражением
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Из приведенных рассуждений вытекает, что если точка  лежит на поверхности  в узле
, то квадратурная формула для прямого значения потенциала простого слоя имеет вид

(20)

При выводе формулы (20) используются соотношение (11) и предположение, что во всех узловых
точках вектор нормали  имеет положительную длину, т.е.  для всех возможных 

. Данные условия выполняются, если выполнены условия (3), (4). Квадратурная формула (20)
может использоваться для численного решения граничных интегральных уравнений, возникаю-
щих при решении краевых задач для уравнений Лапласа и Гельмгольца методом потенциалов.

Сходимость формулы (20) проверена на тестах 1–4 из разд. 5, полученные результаты приве-
дены в табл. 5, где указана максимальная погрешность вычислений в узловых точках единичной
сферы для каждого теста. В таблице по тестам 1 и 3 приводится максимальная относительная по-
грешность, а по тестам 2 и 4 – максимальная абсолютная погрешность. Для сравнения в табл. 5
приводятся результаты по квадратурной формуле, построенной в [5], [6]. Первое число в табл. 5 –
максимальная погрешность квадратурной формулы из [5], [6], а второе число – максимальная
погрешность квадратурной формулы (20). Из табл. 5 следует, что квадратурная формула (20) схо-
дится и аппроксимирует прямое значение потенциала простого слоя с погрешностью .
Кроме того, квадратурная формула (20) имеет второй порядок сходимости по , тогда как квад-
ратурная формула из [5], [6] дает сходимость первого порядка.
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Таблица 5. Максимальная погрешность квадратурной формулы (20) по тестам 1–4

Номер теста

1 0.0087; 0.0014 0.0049; 0.00035 0.0026; 8.8E–5
2 0.0011; 0.00099 0.0003; 0.00026 7.8E–5; 6.7E–5
3 0.010; 0.0019 0.0058; 4.9E–4 0.0031; 1.2E–4
4 0.0089; 0.0012 0.0049; 3.1E–4 0.0026; 8.0E–5

== 25M N == 50M N == 100M N
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