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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

Теоретический анализ моделей радиационно-кондуктивного (сложного) теплообмена пред-
ставляет интерес для различных приложений, включая, например, процессы лазерной абляции
[1]. При изучении процессов сложного теплообмена в средах, компоненты которых имеют боль-
шую разницу в коэффициентах преломления, необходимо учитывать эффекты отражения и пре-
ломления на поверхностях разрыва коэффициента преломления, вносящие, как показано в [2],
значительный вклад в распределение температурных полей. При этом будем предполагать, что
область, в которой изучается процесс, окружена непрозрачным для излучения материалом, име-
ющим заданную температуру на границе области.

В [2], [3] представлен вывод стационарной модели сложного теплообмена в рамках  прибли-
жения для многокомпонентной трехмерной области и доказана однозначная разрешимость од-
нородной и неоднородной краевых задач. В работе [4] рассмотрена квазистационарная модель
сложного теплообмена с френелевскими условиями сопряжения, не содержащая внутренних ис-
точников.

В данной статье рассматривается начально-краевая задача для уравнений радиационного теп-
лообмена в многокомпонентной среде с внутренними источниками (объемными или поверх-
ностными). Отметим, что анализ неоднородных начально-краевых задач важен для изучения об-
ратных задач и задач оптимального управления сложным теплообменом.

Нелинейные уравнения, моделирующие сложный теплообмен в рамках  приближения и без
учета эффектов отражения и преломления на границах подобластей с различными коэффициен-
тами преломления, изучены достаточно полно. Анализ краевых и обратных задач, задач опти-
мального управления представлен в [5–14]. Отметим также интересные работы [15–23], посвя-
щенные анализу полной модели радиационного теплообмена.

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 20-01-00113) и Минобрнауки РФ (проект
№ 122082400001-8) и соглашение № 075-02-2022-880.
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Рассмотрим ограниченную липшицеву область  , содержащую конечное число липши-
цевых подобластей , , замыкания которых не пересекаются и принадлежат . Через

 обозначаем внешнюю подобласть, , ,

.
Нестационарный сложный теплообмен в многокомпонентной среде моделируется в каждой

из областей , , при  уравнениями

(1)

Здесь  – нормализованная температура и  – нормализованная интенсивность теплового излу-
чения, усредненная по всем направлениям. Положительные кусочно-постоянные параметры ,

, ,  и , описывающие свойства среды, определены в [2–4]. Функции  описывают тепло-
вые и радиационные источники.

На внешней границе  заданы краевые условия (через  обозначаем производную в на-
правлении внешней нормали  к границе)

(2)

где  – заданная граничная температура,  – коэффициент теплопередачи,  – пара-
метр, зависящий от коэффициента излучения поверхности.

На внутренних границах , , ставятся следующие условия сопряжения для
температуры  и интенсивности излучения , полученные в [2] (через  также

обозначаем производную по внешней нормали к ):

(3)

(4)

Здесь ,  – параметры, зависящие от коэффициентов отражения на внут-
ренних границах. Отметим, что вывод условий (4) основан на френелевских условиях сопряже-
ния на  для интенсивности излучения , не усредненной по направлениям, использовании 
приближения для  и интегрировании указанных условий по направлениям входящих лучей для
каждой подобласти.

Кроме этого задаются начальные условия для температуры,

(5)

Начально-краевая задача (1)–(5), где   и граничная температура  является огра-
ниченной, рассмотрена в [4]. Изучение уравнений сложного теплообмена с источниками, кото-
рые моделируются функционалами или интегрируемыми функциями, представляет не только
теоретический интерес. Представленные в настоящей статье оценки решений неоднородной на-
чально-краевой задачи предназначены для анализа задач оптимального управления и обратных
задач сложного теплообмена. Отметим, что для неоднородной задачи потребовалась техника по-
лучения оценок решения, отличная от использованной в [4].

Основной результат работы состоит в получении новых априорных оценок решения началь-
но-краевой задачи (1)–(5) и доказательстве нелокальной по времени разрешимости задачи.

2. ФОРМАЛИЗАЦИЯ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

Через , , обозначаем пространства Лебега  – интегрируемых функций и, соответ-
ственно, через  – пространства Соболева. Пусть ,  и

Ω ⊂ R
3

Ω j = 1, ,j p Ω

( )Ω Ω Ω0 =1
= \

p
jj
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Пространство  будем отождествлять с сопряженным пространством . Тогда
. Далее будем использовать следующие обозначения:  – значе-

ние функционала  на элементе  и скалярное произведение в , если 

Через  (соотв. ) обозначаем пространство строго измеримых функций клас-
са  (соотв. непрерывных), определенных на , со значениями в банаховом пространстве .

Пусть исходные данные удовлетворяют следующим условиям.

(i) , , , ;

(ii)   ;

(iii)   , 

Определим операторы ,  и функции , ,
используя следующие равенства, справедливые для , :

Здесь .

Скалярное произведение и норму в пространстве  определим, используя оператор ,
, . Такая норма эквивалентна стандартной норме пространства .

Будем также использовать неравенства непрерывности вложений , :

Для возрастающей степенной функции используем обозначение , , . От-

метим, что .
Пусть

Здесь .
Отметим, что справедливо следующее утверждение.
Лемма 1. Пусть . Тогда функция  равна почти всюду некоторой непрерывной функции из

 в  и в смысле скалярных распределений на  имеет место равенство

(6)

Данная лемма является слегка модифицированной версией классического утверждения [24,
лемма 1.2, с. 209] и доказана в конце статьи.

Для вывода слабой формулировки краевой задачи (1)–(4) умножим уравнения (1) на тестовые
функции  и  соответственно, проинтегрируем по частям по областям , сложим
полученные равенства и применим краевые условия (2) и условия сопряжения (3), (4). В резуль-
тате получаем следующую формулировку.
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Определение. Пара  называется слабым решением задачи (1)–(5), если

(7)

и при этом 

Заметим, что билинейная форма  является непрерывной, симметричной
и положительно-определенной в пространстве  Поэтому из леммы Лакса-Мильграма следует,
что для каждого  существует единственное решение  уравнения  и опе-

ратор  непрерывен. Таким образом, пара  является ре-
шением задачи (7), если и только если функция  является решением следующей задачи Коши
для уравнения с операторными коэффициентами

(8)

3. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ

Определим галёркинские приближения  решения задачи (8) и выведем необходимые для
доказательства разрешимости априорные оценки. В пространстве  рассмотрим ортонормиро-
ванный в  базис  Пусть

(9)

Здесь   – ортогональная проекция в  функции  на под-
пространство 

Задача Коши для системы нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений (9) раз-
решима на малом временном интервале . Оценки, полученные ниже, позволяют продол-
жить решение на 

3.1. Априорные оценки галёркинских приближений

Функция  удовлетворяет равенству

(10)

Пусть , если  и , если ; . Тогда  при-
надлежит пространству  Умножая скалярно (10) на , также как в [3], выводим после пре-
дельного перехода при , что  и справедливо равенство

(11)

Здесь

Отметим сразу, что для квадратичной формы  справедлива следующая оценка.
Лемма 2 (см. [3]). Существует  такое, что
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Полагая  в (9) и складывая это равенство с (11), получаем

(12)

Воспользуемся следующими неравенствами для оценки правой части (12):

Тогда при достаточно малом  из (12), с учетом леммы 1, следует оценка

(13)

Здесь и далее через  обозначаем постоянные, не зависящие от 
Проинтегрировав по времени неравенство (13), получаем оценки

(14)

Из последней оценки в (14) следует, что

Поскольку

то, выбрав  достаточно малым, получаем

(15)

Далее, используя неравенства вложения , , оценим нелинейность:

Тогда

(16)

и, аналогично,
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Учтем, что  и оператор  непрерывен. Сле-
довательно, из полученной оценки вытекает, что

(17)

Получим оценку равностепенной непрерывности последовательности  в  Рас-
смотрим (9) в момент времени , положим  и проинтегрируем по  от  до ,
затем по  от  до . Тогда

(18)

Здесь

Воспользуемся неравенствами

Эти неравенства позволяют оценить правую часть (18), причем для оценки интегралов от функ-
ций, зависящих от , достаточно поменять порядок интегрирования. В результате получаем
оценку

(19)

где  не зависит от .
Полученные оценки (14)–(19) позволяют утверждать, переходя при необходимости к подпо-

следовательностям, что существуют функции ,  такие, что

(20)

Результатов о сходимости (20) достаточно для предельного перехода при  в системе (9) и
доказательства того, что предельные функции  и выполняются равенства
(8). При этом предельный переход в нелинейных членах гарантируется неравенством

Таким образом, получаем следующий результат.
Теорема 1. Пусть выполняются условия (i)–(iii). Тогда существует слабое решение задачи (1)–(5).

Замечание 1. Из определений пространств  и  и вложений ,  сле-
дует, что если  – слабое решение задачи (1)–(5), то 

.
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4. ТЕОРЕМА ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ

Пусть  – слабые решения задачи (1)–(5),
, . Тогда справедливы равенства

Умножая скалярно первое уравнение на , второе на  и учитывая неравенства

получаем оценки

(21)

(22)

Левую часть (22) оценим снизу, используя непрерывность вложения , а правую сверху,
используя неравенство Гёльдера. Тогда

Здесь  Заметим, что

Поэтому

Подставляя полученное неравенство для  в правую часть (21), получаем

(23)

Здесь . Правую часть (23) оценим, используя неравенство Юнга с пара-
метром ,

Учитывая непрерывность вложения , выводим из (23) при достаточно малом  оценку

где  зависит только от  Функция  интегрируема на  и
поэтому из неравенства Гронуолла следует , что означает единственность решения.

Теорема 2. Пусть выполняются условия (i)–(iii). Тогда существует единственное слабое решение
задачи (1)–(5).

5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММЫ 1
Определим регуляризацию функции ,

θ ϕ ∈ ∩ × ∩5 5/4 5/4
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где , , , ; , 

Тогда

По условию , , . Определим регуляризации

Заметим, что для ,  справедливо равенство

Поэтому  Следовательно,

Кроме того,  в . Поэтому мы можем перейти к пределу в равенстве

в смысле теории распределений; в пределе получим (6).
Так как функция  интегрируема на , равенство (6) показывает, что

. Поэтому [24, Лемма 1.4, с. 211]

(24)

Далее, для  используем равенство

Если , . Действительно,

а в силу (24),  Поэтому . Лемма доказана.
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