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Дана краткая характеристика физически содержательных точных решений нелинейных уравнений
в частных производных, описывающих конкретные физические объекты, процессы и т.п. Пред-
ставлены новые точные и имеющие физический смысл решения уравнения Хохлова–Заболотской
(в т.ч. стационарного относительно направления распространения волновой структуры варианта
уравнения), соответствующие описанию локализованных волновых структур либо только с про-
странственной локализацией (пучки в режиме самолокализованного распространения), либо с про-
странственно-временной локализацией (структуры импульсного типа, иногда именуемые волно-
выми (акустическими) пулями). Найденные решения и описываемые ими локализованные струк-
туры не являются для нелинейной акустики очевидными или предсказуемыми из “физических
соображений” (как, например, для самолокализованного распространения пучков в нелинейной
оптике), поскольку при ее бездисперсионности отсутствуют явные условия баланса “нужных” эф-
фектов.
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Заметное для акустического сообщества юби-
лейное событие, приходящееся на начало этого
года, – 50-летие уравнения Хохлова–Заболот-
ской (работа [1], опубликованная ровно 50 лет
тому назад в Акустическом журнале, содержала
вывод уравнения; подробная фактологически
обоснованная научная история уравнения из-
ложена в [2]) послужило стимулом для пред-
ставления данного научного материала, имею-
щего прямое отношение к уравнению-юбиляру.
Далее будем использовать уравнение Хохлова–
Заболотской (ХЗ уравнение) в следующем безраз-
мерном виде:

(1)

где N – параметр – число Хохлова, характеризую-
щее соотношение нелинейных и дифракционных
эффектов, τ – временная координата (“запазды-
вающее” время), z – направление распростране-
ния пучка; поперечными для самого пучка и опе-
ратора Лапласа в (1) являются либо координаты x
и у для трехмерного в пространстве пучка при ис-

пользовании декартовых координат, либо только
у для “щелевого” пучка, либо единственная ради-
альная координата r для аксиально-симметрич-
ного пучка в цилиндрических координатах.

Не пытаясь иллюстрировать “бесчисленны-
ми” данными, ссылками и т.п. значение указан-
ного уравнения для акустики и других областей
науки, а также его использование не только как
“математического инструмента” при решении за-
дач, но и как самостоятельного математического
объекта изучения, отметим лишь одно, несколько
парадоксальное с нашей точки зрения, явление,
связанное с этим уравнением. Речь идет о том,
что, несмотря на заметное число работ по поиску
и методам поиска аналитических решений ХЗ
уравнения и уже накопленных результатов этого
поиска, причем не только “чисто математиче-
ских”, но и имеющих “физическое содержание” с
их интерпретацией эффектов нелинейной пучко-
вой акустики, нередко приходится видеть в рабо-
тах по акустике утверждение о “нерешаемости”
аналитически и, соответственно, об отсутствии
точных аналитических решений ХЗ уравнения.
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Наличие подобного утверждения в той или иной
работе является для ее автора как бы дополни-
тельным обоснованием проводимой им далее
процедуры либо численного, либо с помощью
приближенных методов решения ХЗ уравнения.

Для конкретизации данных об имеющихся ре-
шениях обсуждаемого уравнения сошлемся, во-
первых, на присутствие коллекции точных реше-
ний в известном справочном источнике [3]; со-
бранные здесь решения условно можно отнести к
“1-му поколению”, поскольку получены они
сравнительно давно (в прошедшем столетии) и с
помощью ставших уже стандартными приемов
(методов) для применения в качестве “пробных”
процедур решения нелинейных уравнений в част-
ных производных (характеристику этих методов
см. в [4]). Дальнейшие поиски и прибавления в
коллекции точных решений ХЗ уравнения были
связаны, в основном, с успехами развития теории
групп применительно к анализу трансформаци-
онных свойств дифференциальных уравнений, а
через это и к нахождению (построению) новых
решений уравнений, в т.ч. ХЗ уравнения (см. для
примера одну из последних работу [5] и приве-
денную там литературу).

Необходимо еще раз подчеркнуть, что боль-
шинство имеющихся решений ХЗ уравнения –
это чисто математические результаты (см. [3]),
“не привязанные” к соответствующему объекту
акустики – пучкам, их параметрам, к описанию
реальной динамики пучка. Это не удивительно,
поскольку обычно в процедуре нахождения таких
решений “не заложена” связь с физическим объ-
ектом, с его структурными особенностями и ха-
рактеристиками. В противоположность этому,
“физически обоснованные” решения (которых
среди прочих решений ХЗ уравнения меньшин-
ство) ищутся с явной ориентацией на описание
“нужного” физического объекта (в данном случае –
акустического пучка). При этом основные матема-
тические детали такого решения соответствуют фи-
зическому объекту (например, математические
переменные соответствуют физическим с их ха-
рактерным поведением, начальный вид решения
относительно каждой переменной отвечает на-
чально-граничным условия для пучка, решение

“разумно” отражает пространственную структуру
и пространственно-временную динамику пучка и
так далее).

В части предыдущих работ автора данной ста-
тьи не безуспешно решались подобные задачи с
учетом отмеченной их специфики. В нашей рабо-
те [6], по-видимому, впервые было найдено фи-
зически содержательное точное аналитическое
решение ХЗ уравнения, причем основное дости-
жение состояло даже не столько в получении ре-
шения, сколько в его содержании: полученное
аналитическое решение показало существование
(при различных соотношениях параметра Хохло-
ва N и параметра фокусировки – фокусного рас-
стояния) двух типов асимптотически универсаль-
ных для фокальной области волновых профилей:
“привычного” на тот момент (1997 г.) кусочно-
непрерывного профиля (рис. 1а) из участков ги-
пербол, соединенных через период разрывом
(ударным фронтом), и профиля второго типа (на
тот момент обойденного вниманием акустиков),
являющегося безразрывным и состоящим из со-
единенных между собой “нижних” частей верти-
кальных эллипсов (рис. 1б). Второй тип профиля
был нами назван “дугообразным” (определение,
созвучное классическому для нелинейной аку-
стики “пилообразному профилю”). Полученное
аналитическое решение показывало динамику
этих двух типов профилей.

В более поздней нашей работе [7] поиск точ-
ных аналитических решений уравнений нели-
нейной акустики (в т.ч. ХЗ уравнения) с требуе-
мым физическим содержанием производился на
основе т.н. анзаца относительно неискажающихся
волн, введенного и теоретически обоснованного
классиками математической физики (см. [8, 9]) и
в то же время хорошо обусловленного основными
структурными особенностями волн и пучков не-
линейной акустики.

Для нахождения в [7] физически мотивиро-
ванного аналитического решения ХЗ уравнения
для описания “щелевого” пучка (только в этом
случае на всех этапах решения получались явные
аналитические выражения) использовался анзац
следующего конкретного вида

(2)

который содержал в себе все элементы, соответ-
ствующие основным структурным особенностям
пучка с их эволюцией по мере распространения
пучка, причем волновой характер распростране-
ния также был “проявлен” в (2). Действительно,
соответствие состоит в следующем: W – форма
волны (волновой профиль),  – фазо-
вая функция, обобщающая простейший вид “бе-
гущей” переменной (“запаздывающего” време-
ни), g(.) – амплитудная функция, описывающая
масштабные изменения формы волны при сохра-
нении характерного вида этой формы, q(.) –

( , , ) ( , , ) ( ( , )) ( , , ),V z y g z y W z y q z yτ = τ τ + ψ + τ

( , )S z y= τ + ψ

Рис. 1. Графическое представление решения (3) с
волновым профилем из части гиперболы и ударными
фронтами (а) и с безразрывным дугообразным из по-
вторяющихся частей эллипса профилем (б).

(a)
u u

τ τ

(б)
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функция, корректирующая сдвиг волнового про-
филя относительно нулевого уровня для обеспе-
чения нулевого среднего по площади профиля в
пределах одного периода (один из интегралов ХЗ
уравнения). Таким образом, уже на этапе выбора
вида решения закладывалось “нужное” физиче-
ское содержание самого решения. В этом прин-
ципиальное отличие от деятельности математиков
по нахождению решений того же ХЗ уравнения, для
которых важно найти любой подходящий метод на-
хождения решения и найти само решение, проведя
соответствующие математические действия;
интерпретация решения при этом остается в
стороне.

Процедура нахождения физически содержа-
тельного решения на основе, например, приве-
денного анзаца (2), подразумевает получение (по-
сле подстановки (2) в (1)) и решение в общем слу-
чае связанных уравнений для искомых функций,
входящих в (2), причем вся эта процедура носит
“нестандартный” характер. Для иллюстрации
приведем полученный в [7] аналитический вид
решения с физическим содержанием, соответ-
ствующим “щелевому” пучку:

(3)

Здесь   – произ-
вольная функция, которая может быть определе-
на из условия на временное среднее профиля по
периоду волны;  – произволь-
ные постоянные.

Выбор определенных значений для входящих
в (3) произвольных постоянных отражает воз-
можные вариации вида профиля волны, что, в
свою очередь, определяется условиями формиро-
вания пучка (граничными условиями), характе-
ристикой нелинейности среды и т.п.

Наиболее существенные изменения вида про-
филя происходят при определенном изменении
значения произвольной постоянной B. При B > 0
решение (3) дает ветвь гиперболы (действитель-
но, при положительных значениях B возведение
обеих частей (3) в квадрат дает явное уравнение
гиперболы в координатах (V, τ)). Далее, вырезая
периодом волны “нужный” кусок гиперболы (из
ее верхней ветви), так чтобы при вертикальном
сдвиге за счет внекоренных слагаемых в (3) полу-
чалось бы нулевое временное среднее (интеграл
ХЗ уравнения), и повторяя этот результат с дан-
ным периодом по оси τ, получаем типичный для
нелинейного акустического пучка профиль с раз-
витыми ударными фронтами (см. рис. 1а). При
В < 0 получаются эллипсообразные профили (на-
званные нами дугообразными), характерной осо-

( )
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21 2 1
1 0 0

2 1/2 1/2
0
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бенностью которых является отсутствие ударных
фронтов при их нелинейной трансформации
(рис. 1б). Такие профили характерны для фокуси-
рованных пучков при умеренной нелинейности,
что показано в нашей работе [10], где на основе
сопоставления числовых значений параметров N
и фокусного расстояния и с учетом изменения
значений этих параметров вдоль оси сфокусиро-
ванного пучка, найдены “пороговые значения”
этих параметров, разделяющие условия форми-
рования в фокальной области пучка того или
иного типа волнового профиля из тех, что полу-
чены аналитически в [6, 7] и показаны на рис. 1.

Следует констатировать, что основанный на
использовании “правильного” анзаца, отражаю-
щего нужную структуру искомого объекта (на-
пример, акустического пучка), подход для поиска
физически содержательных решений нелиней-
ных уравнений в частных производных является
плодотворным и результативным. Этот метод ис-
пользовался нами для поиска новых с точки зре-
ния нелинейной акустики волновых структур (см.
далее). Кроме того, с определенными вариация-
ми этот метод применялся и другими авторами
для получения некоторых разновидностей реше-
ний ХЗ уравнения относительно пучков более вы-
сокой размерности (см. относительно недавнюю
работу [11]).

Продолжая характеризовать особенности и
возможности поиска точных аналитических ре-
шений нелинейных уравнений в частных произ-
водных применительно к ХЗ уравнению, следует
остановиться на том важном случае, когда ищутся
точные решения с целью подтвердить (или опро-
вергнуть) возможность существование новых для
нелинейной акустики в рамках этого уравнения
волновых структур, причем эти новые структуры
могут быть “нетипичными” для нелинейной аку-
стики, а поэтому, неожидаемыми в сопоставле-
нии с практикой предшествующей работы с дан-
ным уравнением. В подобном случае поиск но-
вого “неожиданного” решения эквивалентен
доказательству существования нового класса вол-
новых структур “в рамках” анализируемого уравне-
ния. Говоря об этом применительно к ХЗ уравне-
нию, имеем в виду интерес к возможности суще-
ствования локализованных решений уравнения и
существования реальных локализованных волно-
вых структур, описываемых этими решениями,
при том, что в данном уравнении отсутствуют
слагаемые (см. уравнение (1)), ответственные за
“явную” дисперсию; следовательно, нет основа-
ний принимать в расчет явный механизм взаим-
ной компенсации нелинейности и дисперсии,
что обычно обуславливает существование реше-
ний (и, соответственно, волновых структур) типа
солитонов или, при нелинейных законах диспер-
сии, решений в виде [12, 13] компактонов (соли-
тонов конечной протяженности) или пиконов
(солитонов с заострением в максимуме). По ука-
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занной причине явной “бездисперсионности”
уравнения (1) также не очевидна ситуация со вто-
рым классическим типом пространственной ло-
кализации – возможностью реализации самоло-
кализованного (волноводного) распространения
звуковых пучков. В 60-е годы прошлого века было
дано теоретическое обоснование возможности
самолокализованного (self-trapped) относительно
поперечных координат распространения волновых
пучков в нелинейных оптических или плазменных
средах [14, 15]. Однако, только в 2000 г. в работе [16]
на основе нахождения точного аналитического ре-
шения ХЗ уравнения нами была показана теоре-
тическая возможность такого же волноводного
характера распространения акустических пучков,
обусловленного компенсацией дифракционной
расходимости нелинейной неинерциальной ре-
фракцией в акустических средах с квадратичной
нелинейностью. В отличие от самолокализован-
ного (волноводного) распространения пучка в
оптике, где достаточно энергетической компен-
сации двух указанных основных эффектов, в не-
линейной акустике при квадратичной нелиней-
ности эта компенсация гораздо более “тонкая” и
сложная, в которой участвуют “специального ви-
да” поперечный профиль пучка (форма пучка) и
его волновой (временной) профиль. Но указанная
сложность обусловлена именно квадратичной не-
линейностью; для кубичной нелинейности ситуа-
ция несколько упрощается. Для того чтобы понять
эти особенности, проведем краткое “качествен-
но-количественное” сравнение всех упомянутых
выше моделей.

Напомним, что математическое обоснование
существования эффекта волноводного распро-
странения в кубично-нелинейных оптических и
плазменных средах с выделенной из-за диспер-
сии одной гармонической составляющей дает
определяющее нелинейное уравнение Шредин-
гера для комплексной амплитуды  полученное
для пучков с узким угловым спектром, вытяну-
тым вдоль оси распространения 

(4)

где для диэлектрической проницаемости ε учтена
нелинейная поправка, т.е.

 – волновое число,  – лапласиан по попереч-
ным (относительно направления распростране-
ния) координатам.

Из уравнения (4) легко увидеть, что для само-
фокусирующих сред с  знаки первого (опи-
сывающего дифракционную расходимость) и
второго (определяющего результат нелинейной
рефракции) слагаемых в правой части (4) различ-
ны, что дает возможность их взаимной компенса-

,A

:z
2 2

0

( )2 ,nlk AAik А A
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ции. Таким образом, задача о волноводном (ста-
ционарном по ) распространении оптических
(электромагнитных) пучков с аксиальной сим-
метрией, а также “щелевых” пучков сводится, как
это видно из (4), к решению дифференциального
уравнения в обыкновенных производных. Резю-
мируя, можно сказать, что, во-первых, характер
нелинейности для оптических и других электро-
магнитных волновых пучков позволяет наперед
прогнозировать наличие или отсутствие эффекта
волноводного распространения в зависимости от
типа среды (от знака ) и, во-вторых, в случае воз-
можной реализации этого эффекта ( ) стаци-
онарный по  вариант уравнения (1) для щелевого
или аксиально-симметричного пучка является
дифференциальным уравнением в обыкновенных
производных, решение которого находится без осо-
бых математических трудностей.

При постановке и анализе аналогичной про-
блемы для звуковых пучков в нелинейной акусти-
ке оба вышеуказанных вывода недействительны.
Это значительное усложнение анализа по срав-
нению с ситуацией в оптике отчасти явилось
причиной долгого отсутствия положительных или
отрицательных результатов по прогнозированию
возможности волноводного распространения зву-
ковых пучков. Специфика (в сопоставлении с (4))
математической модели распространения звуковых
пучков в нелинейной акустике определяется двумя
отличительными особенностями. Во-первых, от-
сутствие дисперсии и, как следствие, лавинооб-
разное уширение спектра исходного волнового
профиля за счет нелинейности заставляет в этом
случае находить формирующийся волновой (вре-
менной) профиль, что усложняет по сравнению с
(4) определяющее акустическое уравнение из-за
введения дифференциального оператора еще по
одной независимой переменной – времени. Во-
вторых, характерной для акустики нелинейно-
стью является квадратичная (в отличие от кубич-
ной нелинейности в (4)). С учетом указанных раз-
личий, соответствующее уравнение пучковой
акустики (ХЗ уравнение (1)) является более слож-
ным, как для предварительного качественного
анализа (что сделано выше в отношении (4)), так
и для его решения (прежде всего, имеется в виду
нахождение точных аналитических решений, фи-
зически содержательных в отношении нужного
режима распространения пучка). Структура не-
линейного члена уравнения (1) не позволяет
(в отличие от (4)) предварительно прогнозиро-
вать возможность компенсации дифракционной
расходимости, описываемой первым членом в
правой части (1), нелинейной рефракцией. По-
этому возможность волноводного режима рас-
пространения звуковых пучков будет определять-
ся наличием физически обоснованного решения
уравнения (1) в стационарном по  случае, кото-
рый как раз и обусловлен указанной компенсаци-
ей. При этом, однако, возникает кажущийся па-
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радокс относительно существования такого ре-
шения. Действительно, хорошо известно, что
упоминавшееся ранее лавинообразное уширение
спектра начального профиля волны за счет нели-
нейности и отсутствия дисперсии приводит к
формированию пилообразных волн с ударными
(разрывными) фронтами, пиковые значения ко-
торых из-за нелинейного высокочастотного зату-
хания уменьшаются при распространении вдоль
оси z, что впервые наглядно было продемонстри-
ровано в эксперименте Владимиром Александро-
вичем Красильниковым и Валентином Андрееви-
чем Буровым в 1958 году [17]. Это, казалось бы,
исключает стационарные по  решения. Однако
пилообразная волна – это единственный асимп-
тотически универсальный тип нелинейной волны
в плоском (одномерном) случае. Для неодномер-
ной (пучковой) нелинейной акустики, как уже
обсуждалось выше (см. [6, 7]), возможно наличие
второго асимптотически универсального типа
волновых профилей (см. рис. 1б) с сильными не-
линейными искажениями относительно синусо-
идального профиля, но не имеющих разрывов.
Такие профили можно отнести к нелинейно-без-
разрывному типу, что отражает их специфику.
Для них отсутствует нелинейное высокочастот-
ное затухание и поэтому профиль такого типа мо-
жет являться стационарным по  решением урав-
нения (1), что возможно при компенсационном

условии  Это условие также удобно пред-

ставить в виде  где  значе-

ние “критической” силы,  – усреднен-
ная сила акустического воздействия пучка на
площадь поперечного сечения   – безразмер-
ный коэффициент, определяемый распределени-
ем давления по поперечному сечению пучка и его
изменением во времени. Для взаимной компен-
сации дифракции и нелинейной рефракции от-
ношение двух указанных сил должно быть поряд-
ка единицы (аналогия с соотношением между
критической мощностью и мощностью пучка в
оптическом случае).

В [16] нами была рассмотрена задача по поиску
решения, соответствующего волноводному рас-
пространению акустического пучка. В указанной
работе был дан положительный ответ на вопрос о
возможности такого распространения. При этом,
как обсуждалось выше, большую (и даже опреде-
ляющую) роль сыграл правильный выбор исход-
ного для поиска решения анзаца

(5)

в котором имеется первичная информация о нуж-
ной структуре и физическом содержании реше-
ния. В этом выражении  и  – искомые

z
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функции, для которых при подстановке (5) в (1)
получается система нелинейных уравнений:

(6а)

(6б)

с граничным значением  для нормировки
формы пучка.

Важным замечанием является то, что предло-
женный анзац (5) без дополнительного решения
указывает на волновой (временной) профиль в
виде соприкасающихся через период парабол; в
таком профиле нет разрывов (а значит отсутству-
ет высокочастотная диссипация) и его можно от-
нести к введенному нами классу дугообразных
профилей.

В целом, полученная теоретически (на основе
аналитического решения системы уравнений (6))
волновая структура самолокализованного (self-
trapped) в квадратично нелинейной среде пучка
показана на рис. 2 и 3.

В дополнение к результату работы [16] проана-
лизируем возможность волноводного распро-
странения акустического пучка в средах с кубич-
ной нелинейностью на основе уравнения

(7)

Выбранный знак “–” перед последним слагае-
мым соответствует самофокусирующим средам, в
которых и может происходить компенсация ди-
фракционной расходимости. При этом кубичная
нелинейность является более простой для анализа и
поиска “подходящего” решения уравнения (7).
Действительно, требование нулевой суммарной
площади положительной и отрицательной полу-
волн волнового профиля решения (7) на периоде

2
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Рис. 2. Волновое поле (на рис. представлены три пе-
риода волнового профиля) при самолокализованном
распространении звукового пучка в среде с квадра-
тичной нелинейностью. Для наглядности показано
амплитудное распределение только вдоль полуоси y
(т.е. половина симметричной формы пучка).

τ
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(интеграл ХЗ уравнения), а также независимость
результата проявления нелинейности от знака 
указывает на симметричность искомого решения
относительно оси  при его очевидной симмет-
ричности вдоль оси  относительно центра. Это-
му условию удовлетворяет простое по структуре и
допускающее разделение переменных частное
решение

(8)
которое при подстановке в (7) приводит к следу-
ющим зависимостям, удовлетворяющим выше-
указанным требованиям:

(9)

(10)

где  и  – нормирующие “пиковые” значения
соответствующих величин,  – постоянная раз-
деления.

Соответствующая решениям (9), (10) структу-
ра самолокализованного в кубичной среде аку-
стического пучка представлена на рис. 4. Рис. 2 и 4
показывают сложную структуру (сочетание спе-
цифических формы пучка и волнового профиля)
для реализации самолокализованного распро-
странения акустических пучков, причем структу-
ра такого пучка резко меняется при изменении
характера нелинейности среды.

В качестве развития рассматриваемой в дан-
ной работе проблемы естественно интересовать-
ся возможностью существования полностью лока-
лизованных в пространстве и времени решений,
которые были бы определенным эквивалентом со-
литонам или компактонам для нелинейных дис-
персионных уравнений. Такие полностью про-
странственно-временные локализованные вол-
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новые структуры (пространственно-временные
“порции” акустического поля) образно называют
“акустическими пулями” [18]. Рассмотрим ста-
ционарный по продольной координате z вариант
уравнения (1) в цилиндрической осесимметрич-
ной геометрии:

(11)

и будем анализировать его автомодельное реше-
ние вида:

(12)

( ) ( )
2

2
1 0

4
N V V VV y r
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2/3 2/3( ),V y f y− −= τ

Рис. 3. Полная структура поля самолокализованного
пучка в квадратично-нелинейной среде (вид сверху).

τ

y

Рис. 4. Волновое поле (на рис. представлены три пе-
риода волнового профиля) при самолокализованном
распространении звукового пучка в среде с кубичной
нелинейностью. Для наглядности показано ампли-
тудное распределение только вдоль полуоси y.
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y

Рис. 5. Пространственно-временное локализованное
решение уравнения (11).
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которое позволяет полностью проинтегрировать
уравнение (11) и получить

(13)

где  D – постоянная интегрирования
(вторая постоянная интегрирования положена
равной нулю).

Интересным математическим фактом являет-
ся то, что, несмотря на нахождение из (13) функ-

ции f в зависимости от автомодельной перемен-

ной  в записи энергетической ха-

рактеристики  (при этом  выражаем из (13),
используем для оказавшейся в знаменателе функ-
ции f явное решение кубического уравнения (13)
по общеизвестному алгоритму и окончательно
формируем выражение для  с помощью (12))
исходные переменные, объединенные в автомо-
дельной переменной  “разъединяются”:

Анализ полученного решения для  показы-
вает, что при  (соответствует замене V на –V
в (4), т.е. так называемому “темному” импульсу
или импульсу разрежения) и при  оно лока-
лизовано по пространственно-поперечной 
и временной τ координатам (см. рис. 5). Отметим,
что за счет “бегущей” переменной τ эта локализо-
ванная структура движется со скоростью звука
вдоль продольной оси z.

Если ранее полученный эффект волноводного
(стационарного) распространения звукового пуч-
ка объяснялся “уравновешиванием” действия ди-
фракции и нелинейной рефракции, то показанная
возможность существования пространственно-вре-
менных локализованных решений обеспечивается
более “тонким” балансом между нелинейностью и
дисперсионным проявлением дифракции (зависи-
мостью от частоты (т.е. номера гармоники) фазо-
вого смещения гармоник за счет дифракции).
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