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Суспензии часто встречаются в природе и в технологических процессах. Частицы суспензии могут
отличаться по плотности и сжимаемости от материнской среды и влияют на скорость и затухание
звука. Считается, что суспензии частиц нейтральной плавучести, т.е. средняя плотность и сжимае-
мость которых не отличается от параметров окружающей жидкости, не оказывают влияние на рас-
пространение звука. Однако, в случае, если центр масс частицы смещен, т.е. не совпадает с точкой
приложения силы Архимеда, такая частица в акустическом поле совершает вращательные колеба-
ния. Вращательные колебания сопровождаются вязким трением и приводят к потере энергии аку-
стической волны. Смещение центра масс частицы может быть вызвано неравномерным распреде-
лением плотности тела или точечным довеском массы на его поверхности, который в общем случае
может быть как положительным, так и отрицательным (полость). В работе анализируется распро-
странение звука в суспензиях частиц стержнеподобной и дискообразной форм, характерных для
многих сред. Получены формулы, описывающие потери энергии акустической волны в суспензии
взвешенных частиц, и произведены оценки величины дополнительного затухания звуковой волны,
которые показывают, что данный механизм может приводить к заметному затуханию.
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ВВЕДЕНИЕ

Задача о колебаниях маленькой (по сравнению
с длиной волны) частицы в жидкости под дей-
ствием акустического поля известна еще со вре-
мен Рэлея [1]. Она возникает, в частности, при
рассмотрении распространения акустических
волн в суспензиях. Частицы суспензии оказыва-
ют влияние на распространение звука, изменяя
величину скорости и приводя к затуханию аку-
стической волны [2, 3]. Суспензии часто встреча-
ются в природе и в технологических процессах,
поэтому их диагностика с помощью акустических
волн является актуальной задачей. Кроме того,
подобные среды с микроструктурой, как жидкие,
так и твердые, представляют значительный инте-
рес с точки зрения создания метаматериалов,
обеспечивающих оптимальное поглощение звука
[4]. Обычно в задачах распространения волн в
суспензиях учитываются лишь монопольные и
дипольные колебания [5, 6]. Рассеяние на части-
це зависит от ее формы и размеров, а также от
сжимаемости и плотности вещества частицы. Ес-

ли частица имеет сжимаемость, отличную от сжи-
маемости среды, то возникает рассеяние монополь-
ного типа. Если частица имеет другую плотность,
чем окружающая среда, то частица совершает по-
ступательные колебания относительно частиц
среды, что приводит к дипольному рассеянию.
Встречаются частицы с нейтральной плавуче-
стью, у которых средние плотность и сжимае-
мость не отличаются от окружающей жидкости.
Такие частицы не оказывают влияния на распро-
странение звука. Однако, в случае, если центр
масс частицы смещен, т.е. не совпадает с точкой
приложения силы Архимеда, в акустическом поле
на частицу действует переменный во времени с
частотой звуковой волны вращающий момент
сил, в результате чего частица совершает враща-
тельные колебания. Угловые колебания частицы
сопровождаются вязким трением и приводят к
потере энергии акустической волны. Смещение
центра масс частицы может быть вызвано нерав-
номерным распределением плотности внутри ча-
стицы. В ряде природных, технических и биоло-
гических суспензий неравномерность плотности,
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в частности, может быть обусловлена наличием
дополнительной структуры, которую можно мо-
делировать точечным довеском массы на поверх-
ности частицы. Довесок массы в общем случае
может быть как положительным, так и отрица-
тельным (полость). Ранее угловые колебания рас-
сматривались для частиц сферической формы [7].
Целью данной работы является анализ влияния
вращательных колебаний частиц на затухание
звука в суспензиях, содержащих стержнеподоб-
ные и дископодобные частицы, которые встреча-
ются в различных средах.

МОДЕЛЬ СТЕРЖНЕПОДОБНОЙ ЧАСТИЦЫ
Рассмотрим колебания стержнеподобной ча-

стицы со смещенным центром масс. Схема зада-
чи показана на рис. 1. Частица, представляющая
собой круглый стержень длины l и радиусом R,
имеет на одном ее краю точечный довесок массы.
При этом полагаем, что средняя плотность части-
цы равна плотности ρ окружающей жидкости, а
величина довеска массы ∆m много меньше пол-
ной массы частицы m: |∆m|  m, m = πR2lρ. Дове-
сок массы в общем случае может быть как поло-
жительным, так и отрицательным (полость). Счи-
таем, что размеры частицы удовлетворяют
соотношению R  l  λ, где λ – длина звуковой
волны. Ось цилиндра образует угол α0 с фронтом
плоской звуковой волны – плоскостью, перпен-
дикулярной волновому вектору.

В акустическом поле частицы жидкости совер-
шают продольные колебания. Если средняя плот-
ность рассматриваемой частицы равна плотности
жидкости, она будет совершать такие же колеба-
ния. Удобнее анализировать воздействие акусти-
ческого поля в неинерциальной системе отсчета,
связанной с частицей. В этой системе отсчета на
частицу действует переменная во времени инер-

!

! !

циальная сила, которая из-за наличия неравно-
мерного распределения плотности стержня (на-
личия довеска массы) приводит к возникнове-
нию вращающего момента силы Min. Помимо
момента Min, вызывающего вращательные движе-
ния, на частицу действует также момент сил вяз-
кого трения в жидкости Mfr.

Уравнение вращательных колебаний частицы
запишется в виде:

(1)

где  – угловое ускорение, J – момент инерции
частицы [8]:

Момент Min можно выразить через продольное
ускорение частиц среды в звуковой волне a, угол
α0, величину довеска массы ∆m и плечо силы,
равное половине длины стержня l/2:

(2)

Поскольку ускорение a и скорость u продоль-
ных движений частиц среды связаны с давлением
p в бегущей акустической волне уравнением:

то для гармонической плоской волны p = pa×
× exp(iωt – ikx) имеем:

(3)

где k = ω/c – волновое число, ω = 2πf, f – частота,
с – скорость звука, ρ – плотность жидкости.

Момент силы вязкого трения Mfr можно найти в
предположении, что обтекание каждого малого
участка цилиндра длиной dz происходит аналогич-
но обтеканию бесконечного цилиндра потоком
жидкости со скоростью v(z) = z , где  = dα/dt –
угловая скорость вращательных колебаний. При
этом характер обтекания стержня вблизи оси вра-
щения и вдали от нее может быть существенно
разным, так как он зависит от отношения δ/R, где
δ(ω) =  – толщина осциллирующего погра-
ничного слоя, ϑ = η/ρ – кинематическая вяз-
кость, η – динамическая вязкость.

Поскольку скорость обтекания при враща-
тельных колебательных движениях стержня ли-
нейно зависит от расстояния от оси вращения,
основной вклад в силу сопротивления из-за вяз-
кого трения будут давать части стержня, удален-
ные от оси [9]. Основываясь на этом, мы будем
пренебрегать различиями в характере обтекания
стержня при разных z и используем выражение
для силы Ffr, действующей на единицу длины ци-
линдра при δ  R [3, 9]:

α = +�� in fr, J M M

α��

2 12.J ml=

in 0–( ) ( 2)cos .M m a l= Δ α

= ∂ ∂ = − ρ ∇(1 ) ,a u t p

( )in 0– (1 ) 2 cos ,M ikp m l= ρ Δ α

α� α�

2ϑ ω

!

fr 2 .–2 ( )F R z= π ρηωv

Рис. 1. Схема задачи для стержневой частицы.
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Теперь можно найти момент силы вязкого
трения:

(4)

Тогда уравнение колебаний стержня (1) можно
переписать в виде:

(5)
Второй член слева уравнения (5) записан с учетом
того, что масса частицы m = πR2lρ. Решая уравне-
ние (5), найдем угловые колебания α и угловую
скорость  стержня:

(6)

Среднюю за период колебаний мощность по-
терь энергии W (мощность силы трения со зна-
ком минус) можно найти по формуле:

(7)
где звездочка обозначает комплексное сопряже-
ние. Подставляя (4) и (6) в (7) и используя условие
(δ/R)  1, получим

(8)

Поглощающую способность неоднородностей
характеризуют сечением поглощения σ, равным
отношению мощности потерь энергии W к ин-
тенсивности падающей волны I:

где I = |pa|2/(2ρc) – интенсивность поля плоской
волны,

(9)

Значение σ существенно зависит от частоты и
угла падения звуковой волны, а также от размеров
и характеристик частицы.

МОДЕЛЬ ДИСКООБРАЗНОЙ ЧАСТИЦЫ
Можно построить аналогичную модель для

дискообразной частицы со смещенным центром
масс. Схема задачи показана на рис. 2. Частица
представляет собой круглый диск толщины h и
радиусом Rd, который имеет на одном краю то-
чечный довесок массы. При этом полагаем, что
средняя плотность частицы равна плотности
окружающей жидкости, а величина довеска мас-
сы ∆m много меньше полной массы частицы m:
|∆m|  m, m =  Довесок массы в общем слу-
чае может быть как положительным, так и отри-
цательным (полость). Как и прежде, считаем, что

ωϑ= = − ρ απ �

2

r
3

fr f
0

–2 6( ) ( ) 2 .
l

M z RlF z dz

ω+ ω δ = ω Δ α ρα α�� � 0( ) ( )(2 –6 co)( )s .i t
aR i c m m l p e

α�

06 cos ( )( )
.

[1 2 ( )]
i tam m p cl

e
i R

ωα Δ ρ
α = −

− δ
�

fr–1/2 ( )*,W M= α�

!

( ) 22
2

023 cos .apmRl
m c

W Δπωδ α
ρ

=

,W Iσ =

( )2
2

0
6

cos .
Rl m

с m
πωδ Δ ασ =

!
2 .dR hπ ρ

размеры частицы удовлетворяют соотношению
h  Rd  λ, где λ – длина звуковой волны. Ось
диска образует угол ϕ0 с волновым вектором аку-
стической волны, а положение довеска массы на
диске по отношению к волновому вектору харак-
теризуется углом α0, как показано на рис. 2.

Мы будем рассматривать угловые колебания
этой частицы в плоскости диска, предполагая,
что в перпендикулярной плоскости ее колебания
незначительны. Уравнение вращательных коле-
баний частицы имеет вид (1), в котором Min – мо-
мент сил инерции, действующий в акустическом
поле на диск с массой m и моментом инерции J
из-за присутствия довеска массы ∆m на его по-
верхности, Mfr – момент сил вязкого трения при
вращательных колебаниях диска,  – угловое
ускорение.

Момент инерции J диска имеет вид [8]:

Момент Min можно выразить через продольное
ускорение частиц среды в звуковой волне a, угол
α0, величину довеска массы ∆m и плечо силы,
равное радиусу частицы Rd:

(10)
Момент Min в поле гармонической плоской

волны p = paexp(iωt – ikx) имеет вид:

(11)
где k = ω/c – волновое число, ω = 2πf, f – частота,
с – скорость звука, ρ – плотность жидкости.

Полный момент сил трения, действующий на
диск, равен [3]:

(12)
Решая уравнение (1) для гармонических коле-

баний с частотой ω в приближении (δ/Rd)  1, по-
лучим выражение для мощности вязких потерь
при вращательных колебаниях дискообразной
частицы в звуковом поле:

(13)

Действуя аналогично случаю стержнеподоб-
ной частицы, запишем выражение для сечения
поглощения дискообразной частицы:

! !

α��

2 2.dJ mR=

in 0– sin .dM maR= Δ α

in 0 0– (1 ) sin sin ,dM ikpа mR= ρ Δ α ϕ

4
0cos .fr dM R= −πα ρωη α�

!

( )2 22
2 2

0 02 sin sin .
2

d aW
R pm

m c

πωδ Δ α ϕ
ρ

=

Рис. 2. Схема задачи для дискообразной частицы.
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(14)

ЗАТУХАНИЕ АКУСТИЧЕСКОЙ ВОЛНЫ 
В СУСПЕНЗИИ

Рассмотрим дополнительное затухание звука в
среде, содержащей множество частиц. Если кон-
центрация частиц в среде n, то полная мощность
потерь связана с интенсивностью поля плоской
волны I и коэффициентом затухания звука ε соот-
ношением:

где I = |pa|2/(2ρc) – интенсивность поля плоской
волны, откуда следует известное выражение

(15)

Подставляя в (15) соответствующие выраже-
ния (9) и (14) и проводя усреднение по углам, по-
лагая, что ориентации частиц в суспензии равно-
мерно распределены по всем направлениям, по-
лучим формулы для коэффициента затухания
звука εr в суспензии стержнеподобных частиц:

(16)

Аналогичная формула для суспензии дискообраз-
ных частиц имеет вид:

(17)

где δ(ω) =  – толщина осциллирующего по-
граничного слоя.

Затухание интенсивности звука подчиняется
закону:

Используя формулы (16) и (17), сделаем оцен-
ку возможной величины эффекта. Прежде всего,
отметим, что коэффициент затухания одинаково за-
висит от частоты для обеих частиц как ω1/2. Кроме
того, нетрудно видеть, что отношение коэффициен-
тов затухания  =  и при l ≈ Rd, R/l ≈ 0.1,
εr/εd ≈ 1.

Для суспензии на основе воды (ϑ = 10–6 м2/с,
с = 1480 м/с) и при следующих параметрах l =
= 0.1 мм, R = 0.01 мм, ∆m/m = 0.2, n = 1012 1/м3,
коэффициент затухания звука, обусловленного
данным механизмом, составляет 4 дБ/м на часто-
те f = 1 МГц и 7 дБ/м на частоте f = 3 МГц. Эти
оценки показывают, что данный механизм затуха-
ния может быть существенным даже для водных
суспензий, и особенно для более вязких жидкостей.

( )2 2
2 2

0 0sin sin .dR m
c m

πωδ Δσ = α ϕ

,Wn I= ε

. nε = σ

( )23
.r

Rl m n
c m

πωδ Δε =

( )2 2

,
4d

dR m n
c m

ω Δε
π δ

=

2ϑ ω

( )0exp – .I I x= ε

 r dε ε 212 dRl R

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрен эффект затухания звука в
суспензии взвешенных частиц со смещенным
центром масс, которые способны совершать вра-
щательные колебания в поле акустической вол-
ны. Предложена модель вращательно-колеба-
тельных движений стержне- и дискообразных ча-
стиц, на основе которой вычислены потери
энергии за счет вязкого трения. Произведены
оценки величины дополнительного затухания
звуковой волны в суспензии со стержне- и диско-
образными частицами, которое может быть суще-
ственным, особенно на высоких частотах.

Рассмотренный механизм угловых колебаний
частиц, имеющих вращательную степень свобо-
ды, приводящий к вязким потерям энергии аку-
стической волны, может оказаться полезным при
интерпретации экспериментальных данных о рас-
пространении звука в различных суспензиях и при
разработке методов их диагностики, а также при со-
здании метаматериалов с заданными поглощающи-
ми свойствами. Кроме того, вблизи частиц, совер-
шающих вращательные колебания, возникает соот-
ветствующее движение жидкости в пограничном
слое, которое может оказывать воздействие на дру-
гие частицы или стенки сосуда, способствуя, на-
пример, очистке поверхностей.

Работа выполнена при поддержке РФФИ
(грант 2019-02-00317) и в рамках госзадания 0035-
2019-0009 ИПФ РАН.
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