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ВВЕДЕНИЕ
Матричные методы традиционно используются

при решении линейных задач акустики слоистых
сред и многослойных систем [1–4]. При рассмот-
рении систем с упругими пористыми слоями, в
частности, широко применяются [5–7] переда-
точные матрицы, определенным образом связы-
вающие векторы динамических параметров на
входной и выходной границах слоя. Ввиду воз-
можности существования трех типов волн [6, 8] в
упругой пористой среде, динамическое состояние
на границах упругого пористого слоя принято в об-
щем случае определять 6-мерным вектором, а пе-
редаточные свойства слоя – передаточной матри-
цей размера 6 × 6.

Существенно, что в дискретно-слоистой струк-
туре границы слоя в терминах механики сплошной
среды [9] представляют собой поверхности силь-
ного разрыва, на которых скачкообразно разнятся
физические свойства контактирующих сред.
Форма динамических условий на внешних сторо-
нах границ упругого пористого слоя, включая
размерность вектора динамических параметров,
зависит при этом от характеристик сред в примы-
кающих слоях либо полупространствах. В частно-
сти, внешние условия на обеих границах могут
определяться стандартной парой динамических
параметров – давлением p и нормальной компо-

нентой скорости v, присущих однородным средам.
В таком случае объединенная система “упругий
пористый слой плюс границы” определяет ли-
нейную связь входного и выходного векторов с
компонентами p, v, что позволяет рассматривать
ее как линейный четырехполюсник вне зависи-
мости от специфики волновых процессов, проис-
ходящих внутри слоя. Собственно передаточные
свойства такого четырехполюсника при этом без-
условно зависят как от особенностей волновых
взаимодействий в слое, так и от вида условий,
связывающих параметры на внешних и внутрен-
них сторонах его границ.

В настоящей работе решается задача нахожде-
ния прямых выражений для передаточных мат-
риц четырехполюсников, формируемых упругим
пористым слоем со свободными и/или непрони-
цаемыми границами. Предлагаемые зависимости
получены для случаев, когда можно пренебречь
влиянием сдвиговых напряжений (поперечных
волн) на передачу волновых возмущений поперек
слоя. Данное условие очевидно выполняется для
волн, направленных по нормали к слою. Кроме
того, как показано в [10], влияние поперечных
волн незначительно в широком диапазоне углов
падения для большинства волокнистых материа-
лов ввиду относительно низкой скорости распро-
странения структурных волн. Количественные
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соотношения для оценки роли  поперечных волн
рассматриваются в заключительной части статьи.

Статья ориентирована на акустические прило-
жения, связанные с работой упругих пористых
материалов в составе находящих все более широ-
кое применение [4, 5, 11] многослойных структур.
Задание передаточных свойств пористого слоя в
такой структуре матрицей четырехполюсника
способно существенно упростить прикладные
акустические расчеты [10].

Используемая далее форма соотношений для
передаточных матриц предполагает трактовку
продольных волн первого и второго типа соответ-
ственно как воздушных (airborne) и структурных
(frame-borne) волн. При этом никаких дополни-
тельных ограничительных условий на характер
волновых процессов в слое такая трактовка не
требует.

Представляемые результаты – развитие и
обобщение работы [10], в которой применен ана-
логичный подход при дополнительном условии
частичного разделения (partial decoupling) воз-
душных и структурных волн.

ОСНОВНЫЕ ПАРАМЕТРЫ
И СООТНОШЕНИЯ

Волновые свойства изотропной упругой пори-
стой среды определяются зависящими от частоты
комплексными значениями динамической плот-
ности и динамического модуля объемного сжатия
насыщающей жидкости, а также объемной плот-
ности и модулей упругости пористого каркаса в
вакууме и модуля объемного сжатия материала
каркаса. Задание этих значений совместно с по-
ристостью , равной относительному объему пор,
известным образом [6, 10] определяет три упругих
( ) и три массовых ( ) параметра,
посредством которых представляются основные
соотношения для волновых характеристик среды.
К таковым, в частности, относятся волновые чис-
ла  продольных волн (волн сжатия-расшире-
ния) первого и второго типа, а также соответству-

ющие им отношения  скорости движения на-
сыщающей среды к скорости каркаса.

Волновые числа  волн определяются по
значениям корней квадратного уравнения

(1)

Параметры  и , как отмечено в [10], могут
быть найдены из системы равенств

(2)

(3)

В рамках безвихревой волновой модели, пред-
полагающей отсутствие поперечных волн и сдви-
говых напряжений, связанные перемещения кар-
каса и насыщающей среды характеризуются со-
ответственно потенциалами  и , при этом
давления  каркаса и  насыщающей среды, а так-
же нормальные к плоскости слоя компоненты их
скоростей   определяются соотношениями [10]

(4)

(5)

(6)

(7)

в которых ω – угловая частота, ξ – направление
волны, x – направление нормали к слою.

Представление звукового поля в слое суперпо-
зицией встречно направленных гармонических
волн, потенциалы которых имеют амплитуды ,

 для волн первого типа и ,  для волн второ-
го типа приводит, ввиду (4)–(7), к зависимостям
для амплитуд динамических параметров, которые
представляются в матричной форме:
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В последнем соотношении  – проекции со-
ответствующих волновых векторов на нормаль к
плоскости слоя; параметры E1, D1, E2, D2 выража-
ются равенствами

(9)

(10)
Формула (8) отличается от соответствующей

зависимости в [10], использующей гипотезу ча-
стичного разделения структурных и воздушных
волн, наличием четырех ненулевых членов в пра-

вом нижнем углу  квадратной матрицы. По сути,
эта формула может рассматриваться как частный
случай общих соотношений [6], относящийся к
принятому условию несущественности попереч-
ных волн и сдвиговых напряжений.

УНИВЕРСАЛЬНЫЕ ПЕРЕДАТОЧНЫЕ 
МАТРИЦЫ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Соотношение (8) преобразуется к двум неза-
висимым системам, которые могут быть пред-
ставлены в виде

(11)

(12)

Представление (11), (12) использует равенства

следующие из формул (2), (9), (10).
Очевидно, что в силу равноправия волн первого

и второго типа в исходных соотношениях индексы
“1” и “2” в системах (11), (12) взаимозаменяемы,
т.е. возможно тождественное представление этих
равенств, в котором индексы “1” и “2” меняются
местами. Представленный здесь выбор вносит
определенность в трактовку физического смысла
волн первого и второго типа в конкретных прило-
жениях. Так, применительно к задачам распро-
странения звука в слое заполненного воздухом
пористого материала волны с индексом “1” в вы-
бранном представлении трактуются как воздуш-
ные, а волны с индексом “2” – как структурные.

Используя формулы (11), (12) применительно
ко входному (индекс “i”) и выходному (индекс
“e”) сечениям слоя толщиной h и вводя смешан-
ные динамические параметры

(13)

(14)

получаем из (11), (12) передаточные соотношения
слоя в виде
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(16)

Каждая из передаточных матриц второго порядка
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определяется исключительно характеристиками
соответствующего типа волн. При этом в пре-
дельном случае  равенства (15)–
(18) сводятся к представлению передаточных харак-
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цах слоя, и в этом смысле являются универсаль-
ными. Линейные комбинации универсальных пе-
редаточных матриц позволяют по аналогии с [10]
формировать в типовых схемах со свободными
и/или непроницаемыми границами единую пере-
даточную матрицу слоя, определяя тем самым па-
раметры четырехполюсника, связывающего дав-
ления и нормальные компоненты скорости во
входном и выходном сечениях.

ПОСТРОЕНИЕ ПЕРЕДАТОЧНЫХ МАТРИЦ 
ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКОВ УПРУГОГО 

ПОРИСТОГО СЛОЯ

В дальнейшем будем полагать, что динамиче-
ские условия на внешних сторонах границ упру-
гого пористого слоя определяются давлением и
нормальной компонентой скорости, обозначае-
мыми соответственно   применительно ко
входному сечению и   применительно к вы-
ходному сечению.

Для определения свойств четырехполюсника,
связывающего указанные пары параметров на
входе и выходе, необходимо дополнить четыре
универсальных передаточных соотношения (15),
(16) внутри слоя шестью условиями, согласовы-
вающими параметры по обе стороны его границ.
Тогда получаемая система десяти равенств отно-
сительно двенадцати переменных (   

  ) формально определяет при задании

величин   значения остальных параметров, в
том числе входных параметров ,  четырехпо-
люсника.

Далее, основываясь на универсальных пред-
ставлениях (15), (16) и учитывая граничные усло-
вия, установим выражения для передаточных
матриц четырехполюсников плоских упругих по-
ристых слоев с непроницаемыми и свободными
границами. Рассмотрим все четыре варианта со-
четания таких границ. При анализе помимо пере-
даточных матриц , определяемых общим ра-
венством

будем использовать также матрицы импедансов
 и проводимостей [Y], а также перекрестные

матрицы  и , вводимые зависимостями
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Задание любой из матриц (19) эквивалентно
заданию передаточной матрицы [T], их компо-
ненты связаны простыми соотношениями.

В качестве первого варианта рассмотрим слу-
чай двух непроницаемых границ слоя. Условия на
границах слоя в таком сочетании имеют вид:

(20)
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В терминах матриц импедансов соотношения
(15), (16) представляются в форме:
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для матрицы импедансов  упругого пористо-
го слоя, заключенного между двумя непроницае-
мыми плоскими поверхностями. Равенство (24)
однозначно определяет передаточные свойства
слоя, которые в рассмотренной конфигурации
зависят лишь от свойств универсальных переда-
точных матриц и параметров и 

В качестве второго варианта рассмотрим пори-
стый слой с двумя свободными границами. Гра-
ничные условия в данном случае представляются
в виде [6]:

(25)

(26)

Здесь для построения передаточной матрицы
пористого слоя используем матрицу проводимо-
стей [Y]. При этом, в силу (15), (16),

Ввиду условий  данные соотношения пред-
ставляются в виде

Из последних зависимостей следует, что

После суммирования последних равенств полу-
чаем, с учетом (26), выражение для матрицы про-
водимостей  упругого пористого слоя со сво-
бодными границами:

(27)

В данном случае, в отличие от формулы (24), в со-
отношение для передаточных характеристик слоя
дополнительно входит пористость  каркаса.

Третий вариант пористого слоя со свободной
границей во входном сечении и с непроницаемой
границей на выходе рассматривается похожим
образом. Граничные условия в этом случае запи-
сываются в форме:

(28)

(29)

Соотношения (15), (16) в терминах перекрестной
матрицы  из (19) с учетом равенств (28) прини-
мают вид:

Элементарные преобразования приводят по-
следние зависимости к равенствам

(30)

(31)
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содержащим вспомогательные матрицы

(32)

(33)

Из (30), (31) очевидно следуют соотношения

Суммируя их, получаем с учетом (29) выражение

(34)

задающее перекрестную матрицу  рассмат-
риваемого пористого слоя c входной свободной и
выходной непроницаемой границей.

В четвертом варианте с непроницаемой грани-
цей во входном сечении и со свободной границей
на выходе определение передаточной матрицы
пористого слоя производится практически по тем
же соотношениям, что и в предыдущем случае.
Разница состоит лишь в перемене местами ин-
дексов “i” и “e” во всех соотношениях, где они
присутствуют, и замене перекрестных матриц

 на обратные матрицы  (19).
На основании последних аналогично (32), (33)
рассчитываются вспомогательные матрицы 
и  и, в соответствии с (34), перекрестная мат-
рица слоя  представляется равенством:

(35)

Полученные соотношения (24), (27), (34), (35)
определяют форму зависимостей для передаточных
матриц четырехполюсников упругого пористого
слоя с непроницаемыми и свободными граница-
ми в условиях безвихревой волновой модели.

ОЦЕНКИ ВЛИЯНИЯ ПОПЕРЕЧНЫХ ВОЛН
Как было показано в [10], допущение о слабом

влиянии поперечных волн и связанных с ними
сдвиговых напряжений на передаточные характе-
ристики пористого упругого слоя оправдано при
прохождении звука через слой волокнистого по-
ристого материала, поскольку в этом случае ско-
рость распространения структурных волн в слое
как правило значительно ниже скорости звука во
внешней воздушной среде. По той же причине
используемое представление о несущественности
поперечных волн применимо в широком диапа-
зоне углов падения и для других относительно
мягких пористых материалов достаточно высо-
кой объемной плотности.

Практические оценки степени влияния вихре-
вой компоненты на передаточные свойства слоя
пористого материала при различных углах паде-
ния звуковых волн могут быть выполнены исходя
из рассмотрения модели упругого пористого по-
лупространства, на границе которого внешний
звук формирует волновое возмущение.

Для получения конкретных соотношений рас-
смотрим схему заполняющей полупространство

 пористой изотропной упругой среды, на
границу которой извне падает наклонная плоская
звуковая волна. От границы вглубь среды распро-
страняются две продольные и одна поперечная
волна. Потенциалы соответствующих волновых
перемещений каркаса  этих волн пред-
ставляются в форме:

(36)

(37)

Здесь  – проекция волнового вектора падаю-

щей волны на плоскость раздела;  – проекция
векторного потенциала  поперечных волн кар-

( )

( )

( )

( )

      − φφ + − − − φ + φ − −      
      +
   − φ   φ + − − φ + φ −              =  −

1 1 2 2
11 2 12 2 11 12

1 1 1 1

1 1 2 2
21 2 22 2 2 21 2 22

1 1

2 1

1 1 1 11 μ 1 μ 1
μ μ μ μ

1 11 μ μ 1 μ μ 1
μ μ ,

1 μ μ

u u u u

u u u u

fp

X X X X

X X X X
X

( )

( )

( )

( )

− φ     − φ + − −− φ + φ −       +  
 − φ    φ + −− φ + φ −      μ        =  −

1 12 2
2 11 2 2 122 11 12

11

1 12 2
21 2 222 21 22

1 1 11

2 1

11 μ ( ) μ 1 μ1 μ 1
μμ

11 11 1 μ1 μ 1
μ μμ .

1 μ μ

u uu u

u uu u

sp

X XX X

X XX X
X

     
=     

φ φ φ          

11 12

21 22

,
f fp fp p

e i
f fp fp p

i e

p pX X

X Xv v

( ) ( ) ( )
     

=     
− φ − φ − φ          v v

11 12

21 22

.
1 1 1

s sp sp p
e i

s sp sp p
i e

p pX X

X X

( ) ( )
   

  = +     φ φ − φ − φ      

11 12 11 12

21 22 21 22

  ,
1 1

fp fp sp sp
p

fp fp sp sp

X X X X
X

X X X X

 
 

pX

[ ] [ ]1 2,    u uX X [ ] [ ]1 2,   u uX X

[ ] fpX
[ ]spX

[ ]pX

[ ]
( ) ( )

   
= +   

φ φ − φ − φ      

11 12 11 12

21 22 21 22

  .
1 1

fp fp sp sp
p

fp fp sp sp

X X X X
X

X X X X

> 0x

�

� �1 2  φ , φ , ψs s s
z

( ) ( ) ( )= − − =�

0
 φ   exp δ exp     1, 2 ,s s x

n n n yA i x ik y n

( ) ( )= − −�

0
  3 3ψ exp δ exp .s s x

z yA i x ik y

yk
�

 ψs
z

sψ



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 66  № 1  2020

ПЕРЕДАТОЧНЫЕ МАТРИЦЫ ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКОВ 101

каса на ось z, перпендикулярную плоскости, об-
разуемой осями x, y.

Компоненты ,  перемещения каркаса
определяются суперпозицией указанных трех
волн, при этом

(38)

(39)

Далее основное внимание будет уделено вари-
анту непроницаемой границы, на которой нор-
мальная компонента  перемещения насыщаю-
щей жидкости

равна  , так что справедливо равенство

(40)

Последнее, в силу (36), (37), может быть пред-
ставлено в виде

(41)

В случае отсутствия касательных напряжений,
имеющем место как в случае свободной границы,
так и при нефиксированном примыкании пори-
стого материала к ограничивающему непроница-
емому элементу (пластине, мембране, защитной
пленке), сдвиговые деформации каркаса на гра-
ничной плоскости равны нулю. При этом, в силу
(38), (39),

Отсюда, ввиду равенств (36), (37), следует соотно-
шение между амплитудами продольных и попе-
речных волн, распространяющихся по каркасу:

(42)

Другому случаю фиксированного контакта по-
ристого материала с относительно жестким гра-
ничным элементом соответствует модель нерас-
тяжимой границы, в рамках которой выполняется
условие
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(44)

Пары соотношений (41), (42) и (41), (44) одно-
значно определяют относительные значения ам-
плитуды  поперечной структурной волны на
граничной плоскости применительно к рассмат-
риваемым случаям граничных условий. Одновре-
менно, в силу равенств (36)–(38), устанавливаются
и соотношения между амплитудами нормальных
компонент волновых перемещений 
элементов каркаса, связанных с тремя рассматри-
ваемыми волнами. При этом безразмерная вели-
чина

характеризует относительную роль поперечных
волн в передаче звука по каркасу. Применительно
к границе без касательных напряжений этот па-
раметр определяется лишь соотношением (42) и
имеет вид

(45)

справедливый как для свободной поверхности,
так и для нефиксированного примыкания к не-
проницаемому граничному элементу. В данном
случае значение  зависит лишь от соотноше-
ния параметров  и .

Для фиксированного контакта, в силу (40),
(43) выполняется равенство

(46)

Аналогичным образом находятся значения
модулей относительных амплитуд  нормаль-
ных перемещений насыщающей жидкости

для случая непроницаемой границы. Соответ-
ствующие выражения могут быть представлены в
виде

(47)
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(48)

для фиксированного контакта.
В качестве примера на рис. 1 представлены ре-

зультаты расчета относительных амплитуд  и

 для эластичного пеноматериала, плотность
которого равна 11.2 кг/м3, динамический модуль
Юнга 2.93 × 105 × (1 + 0.06i) Па; коэффициент
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Пуассона 0.2; пористость φ = 0.98; сопротивление
продуванию 6.6 × 104 Па с/м2; насыщающая среда –
воздух в нормальных условиях. Для оценок по
формулам (45)–(48) при расчете динамической
плотности и динамического модуля объемного
сжатия насыщающей жидкости (воздуха) анало-
гично [10] использовалась модифицированная
модель Делани–Базли [12].

Априори допустимость пренебрежения вкла-
дом поперечных волн в процессы прохождения
звука в рассматриваемом примере не вполне оче-
видна, т.к. скорость распространения продольных
волн по каркасу пеноматериала в вакууме (со-
ставляющая около 170 м/с) здесь, в отличие от
рассмотренного в [10] случая волокнистых мате-
риалов, всего лишь вдвое ниже скорости звука в
воздушной среде. Тем не менее, как свидетель-
ствуют данные рис. 1, даже при больших углах па-
дения звуковой волны относительные амплитуды,
обусловленные поперечными волнами, довольно
малы. Это позволяет, в частности, полагать, что
передаточные характеристики слоев достаточно
широкого класса нежестких пористых материа-
лов могут быть с приемлемой точностью описаны
матрицами четырехполюсников в пределах рас-
смотренной выше безвихревой модели.

Последний вывод подтверждается представ-
ленными на рис. 2 результатами использования
матрицы четырехполюсника при расчете звуко-
изоляции двуслойной системы, состоящей из
алюминиевой пластины и слоя рассматриваемого
пеноматериала, в диффузном поле падающих зву-
ковых волн. Показатель звукоизоляции  дБ
определяется здесь интегрированием по углам θ
падения звуковой волны. Используется соотно-
шение

в котором значения звукоизоляции  при каж-
дом угле падения определяются в соответствии с
[10] по компонентам передаточной матрицы, яв-
ляющейся произведением передаточной матри-
цы пластины толщиной 1.6 мм и матрицы  по-
ристого слоя толщиной 25.4 мм.

На рисунке приведены также заимствованные
из [6] (рис. 11.19) экспериментальные данные и
результаты полного расчета той же системы, ос-
нованного на общей процедуре построения ее пе-
редаточной матрицы и использовании моделей
[13, 14] с дополнительным заданием трех пара-
метров пеноматериала – извилистости и двух ха-
рактеристических длин.

Сопоставление данных рис. 2 показывает, что
применение матрицы четырехполюсника приво-
дит в данном случае к результатам, соответствие

�
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� ( ) ( )
−

−  = −  
  
�

π 2 0
dif 0.1 (θ)

0

10lg 2 10 sin θ cos θ θ ,DD d

�θ( )D

[ ]p
T

Рис. 1. Относительные амплитуды нормальной ком-
поненты перемещений каркаса и насыщающей среды
в поперечной волне, формирующейся на непроница-
емой границе эластичного пеноматериала. Углы па-
дения звуковой волны: 1 – 30°; 2 – 45°; 3 – 75°. ⎯ –
граница без трения; ---- – нерастяжимая граница.
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которых экспериментальным данным находится
примерно на том же уровне, что и при использо-
вании схемы полного расчета [6].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Особенность упругого пористого слоя, огра-
ниченного свободными и/или непроницаемыми
границами, состоит в возможности определения
его передаточных свойств линейным четырехпо-
люсником, задающим связь граничных давлений
и нормальных компонент скорости. В статье по-
лучены соотношения для передаточных матриц
таких четырехполюсников в безвихревом при-
ближении. Безвихревая модель основана на пре-
небрежении влиянием сдвиговых напряжений на
передачу волновых возмущений поперек слоя,
допустимом в общем случае при малых углах про-
хождения волны. Представленные в статье оценки
показывают, что применительно к слоям нежестких
пористых материалов полученные соотношения
для передаточных матриц четырехполюсников мо-

гут использоваться в широком диапазоне углов па-
дения звуковых волн.
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Рис. 2. Звукоизоляция двуслойной системы “пласти-
на–пеноматериал” в диффузном поле. 1 – расчет по
матрице четырехполюсника и модели [12]; 2 – пол-
ный расчет [6]; 3 – данные измерений [6].
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