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Проведено систематическое исследование проблем точности извлечения импеданса звукопоглоща-
ющих конструкций на установках типа “Интерферометр с потоком” в случае отсутствия скользяще-
го потока. Предложен метод определения доверительного интервала измерений звуковых давлений
на этой установке. Экспериментально подтверждена аналитическая модель распространения звука
в прямоугольном канале при наличии скачков импеданса, предложенная ранее авторами и описан-
ная с помощью метода Винера–Хопфа. Разработан и реализован метод извлечения импеданса зву-
копоглощающих конструкций при отсутствии потока, основанный на аналитическом методе учета
прохождения звуковых мод через стык импеданса.
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ВВЕДЕНИЕ

Наиболее эффективным способом снижения
шума вентилятора авиадвигателя является обли-
цовка его каналов звукопоглощающими кон-
струкциями (ЗПК), параметры которых подбира-
ются таким образом, чтобы обеспечить максимальное
снижение шума на местности на различных режи-
мах работы двигателя в течение взлетно-посадочного
цикла полета самолета. Успех настройки парамет-
ров ЗПК зависит от качества их исследований в
стендовых условиях, в частности, на установках
типа “Интерферометр с потоком”, предназна-
ченных для определения импеданса ЗПК в зави-
симости от их геометрических параметров, ско-
рости потока и уровня звукового поля. Исследо-
вания по созданию установок этого типа были
начаты в конце прошлого века. В настоящее время
такие установки существуют в основных крупных
научных центрах США и Европы, занимающихся
вопросами снижения авиационного шума [1–16].
В России созданы две такие установки – одна в
Пермском национальном исследовательском по-
литехническом университете, другая в ЦАГИ (эта
установка была введена в строй в 2012 году) [17].

Структура и принцип работы всех таких уста-
новок одинаков: рабочая часть установки пред-
ставляет собой длинный узкий канал прямоуголь-
ного сечения, плоский испытательный образец
помещается заподлицо боковой поверхности ка-
нала, а извлечение импеданса основано на харак-
теристиках звукового поля в канале, полученных
с помощью микрофонов, установленных на стен-
ках канала. При этом звук в канале создается с по-
мощью динамиков, расположенных на конце(ах)
канала, а создание потока в канале может осно-
вываться на различных принципах. В частности,
на установке ЦАГИ с помощью вентиляторов со-
здается поток, всасывающийся в канал. Попереч-
ные размеры канала обычно выбираются из усло-
вия обеспечения одномодового распространения
звука в интересующей области частот.

Задача определения импеданса из результатов
измерения акустического давления на микрофо-
нах относится к классу обратных задач, и для ее
решения необходимо использовать ту или иную
математическую модель распространения звука в
канале при наличии импедансных граничных
условий и потока. В целом, решения прямых за-
дач о распространении звука в каналах с прямо-
угольным сечением хорошо изучены при нали-

УДК 534.2.532

КЛАССИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМЫ ЛИНЕЙНОЙ АКУСТИКИ
И ТЕОРИИ ВОЛН



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 66  № 2  2020

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ПОДТВЕРЖДЕНИЕ АНАЛИТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 129

чии на стенка различных объемных резонаторов
[18–20]. Поскольку в канале установки реализу-
ется одномодовое распространение звука, а обра-
зец устанавливается только на одной боковой по-
верхности канала, то обычно используют двумер-
ные модели распространения звука в канале. При
этом на начальной стадии исследований в основном
использовалась модель распространения звука в
однородном потоке, основанная на решении кон-
вективного волнового уравнения с граничным
условием Ингарда–Майерса на образце [1], а по
мере накопления опыта стала применяться дву-
мерная модель распространения звука в неодно-
родном плоскопараллельном потоке, основанная
на решении уравнения Придмора–Брауна [2, 14, 21].

Существуют различные подходы к решению
обратной задачи по определению импеданса, ко-
торые могут быть классифицированы по место-
положению используемых микрофонов и их числу.

К первому типу можно отнести подходы, в ко-
торых используются данные, полученные только
на микрофонах, равномерно расположенных на-
против испытуемого образца. Методы извлече-
ния импеданса в этих подходах основываются на
методе Прони [22, 23]. Наиболее простым мето-
дом этого класса является метод 3-х микрофонов
[12]. Этот метод прост в использовании, но не
обеспечивает единственного решения относи-
тельно искомого импеданса и требует выбора
наиболее подходящего результата.

Ко второму типу можно отнести подходы, ос-
нованные на методе двух портов [24–27]. В этом
методе для извлечения импеданса используют
минимум четыре микрофона, установленных по
два с различных сторон от образца. Реализация
этого метода требует согласования звуковых мод
для описания эффектов отражения и преобразо-
вания волноводных мод в канале при наличии
разрывов импеданса, имеющих место на стыке
образца и жесткой стенки. Недостатком приме-
няемых ранее реализаций этого метода было ис-
пользование приближенных методов согласова-
ния мод на стыках образца.

И наконец, третий подход основан на исполь-
зовании микрофонов, расположенных как на-
против образца, так и в жесткостенной части ка-
нала с обеих сторон от образца. До настоящего
времени реализация данного подхода требовала
использования численных методов для описания
звукового поля в канале даже в случае решения
конвективного волнового уравнения, что обу-
словлено необходимостью корректного описания
прохождения волн через разрыв импеданса на
стыке образца. Этот подход предполагает исполь-
зование большого числа микрофонов, а поиск ис-
комого импеданса осуществляется с помощью
минимизации целевой функции, которая выра-
жает отклонение расчетного и измеренного аку-

стического давления в точках расположения мик-
рофонов. Основная трудность реализации этого
метода на практике состоит в том, что целевая
функция может обладать сразу несколькими ло-
кальными минимумами, и поэтому итерационная
процедура поиска минимума целевой функции
хорошо сходится только тогда, когда стартовое
значение импеданса находится достаточно близко
к искомому значению. В противном случае суще-
ствует вероятность сходимости к нефизическому
минимуму. Для того чтобы избежать этого в слу-
чаях, когда отсутствует априорная оценка значения
искомого импеданса, приходится вручную зада-
вать различные стартовые значения, чтобы опре-
делить абсолютный минимум целевой функции,
что не делает общую процедуру извлечения импе-
данса робастной.

Накопление опыта эксплуатации установок
типа “Интерферометр с потоком” привело в по-
следние годы к актуализации проблемы точности
извлечения импеданса ЗПК на этих установках
[28–46], что в значительной степени обусловлено
результатами работ по сравнению импеданса, из-
меренного на различных установках для одних и
тех же образцов ЗПК с помощью различных мето-
дов [17, 28–31]. В этих работах показано, что на
большинстве частот результаты извлечения им-
педанса одинаковых образцов ЗПК оказываются
близкими, хотя при этом имеется достаточно
большой разброс значений при применениях раз-
личных методов. В том числе, в этих эксперимен-
тах были обнаружены режимы работы ЗПК, при
которых возникают существенные расхождения
извлеченного импеданса даже при использова-
нии одинаковых методов как при наличии, так и
отсутствии потока в канале. В этих случаях в ка-
налах различных установок реализуется различ-
ная структура звукового поля, обусловленная раз-
личными отражениями от концов канала, что
определяется конструктивными особенностями
каждой установки, различными профилями ско-
рости потока в канале, различным действием не-
линейного режима работы ЗПК, при котором им-
педанс зависит от уровня звукового давления, а
применяемые методы извлечения не способны
учесть данные различия. В частности, к настоя-
щему времени для этих установок не разработаны
методы извлечения импеданса с учетом нелиней-
ного режима их работы.

Целью настоящей работы является экспери-
ментальная проверка аналитической модели рас-
пространения звука в прямоугольном канале при
наличии скачков импеданса, развитой в работе
[47] с помощью метода Винера–Хопфа, и разработ-
ка на ее основе метода извлечения импеданса, реа-
лизация которого на установке “Интерферометр с
потоком” не требует использования большого чис-
ла микрофонов. В настоящей работе рассматрива-
ется случай отсутствия в канале потока.
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ОСТРИКОВ и др.

Развитая аналитическая модель позволила ве-
рифицировать численный метод конечных эле-
ментов, применяемый для извлечения импеданса
ЗПК на рассматриваемых установках, показать,
что приближенные способы сшивки звуковых
мод, применяемые в методе двух портов, приво-
дят к существенным отклонениям в структуре
восстановленного звукового поля в канале, и об-
наружить случаи, при которых происходит потеря
чувствительности большинства методов извлече-
ния импеданса [48].

В настоящей работе верификация указанной
аналитической модели и разработка метода из-
влечения импеданса выполняется на основе экс-
периментальных данных, полученных на одно-
слойном сотовом образце ЗПК со следующими
параметрами: диаметр отверстий – 1.4 мм, сте-
пень перфорации – 12%, толщина перфориро-
ванного листа – 1 мм, высота сот – 48 мм.

В первой части работы приводится описание
установки ЦАГИ “Интерферометр с потоком” и
проводится анализ факторов, влияющих на точ-
ность извлечения импеданса. Далее проводится
анализ 3-х микрофонного метода извлечения им-
педанса ЗПК, показывается, что данный метод
очень чувствителен к значениям звукового давле-
ния внутри доверительного интервала, достигну-
того при измерениях, и предлагается его модифи-
кация с помощью метода наименьших квадратов.
Затем предлагается метод определения импеданса
из результатов измерений коэффициентов про-
хождения и отражения звуковых мод от разрывов
импеданса на стыках образца. Применение этого
метода к звуковым полям, восстановленным на-
против образца с помощью метода наименьших
квадратов, а с различных сторон от образца в
жесткостенной части канала – с помощью стан-
дартного 2-х микрофонного метода, позволяет
показать, что предсказания аналитической моде-
ли и данные, получаемые из экспериментов, о
значениях коэффициентов прохождения и отра-
жения имеют очень близкие значения. Этот ре-
зультат позволяет развить новый метод извлече-
ния импеданса на основе аналитического метода
учета прохождения звуковых мод через стык им-
педанса, который позволяет восстанавливать са-
мосогласованное звуковое поле в рабочей части
установки и использует относительно небольшое
число микрофонов, установленных как напротив
образца, так и за его пределами.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ УСТАНОВКА 
“ИНТЕРФЕРОМЕТР С ПОТОКОМ”

И АНАЛИЗ ФАКТОРОВ, ВЛИЯЮЩИХ
НА ТОЧНОСТЬ ИЗМЕРЕНИЙ

Установка “Интерферометр с потоком” была
создана в ЦАГИ в 2012 году и предназначена для
измерения импеданса образцов локально-реаги-

рующего типа при наличии скользящего вдоль
лицевой поверхности образцов потока с учетом
высоких уровней звукового давления источника
звука. Фотография и схема установки представлены
на рис. 1а, 1б.

Рабочая часть установки представляет собой
достаточно длинную трубу с внутренними попе-
речными размерами 40 × 40 мм. При таких разме-
рах трубы рабочий диапазон частот установки со-
ставляет 0.5 < f < 4 кГц, причем нижняя граница
частотного диапазона обуславливается мини-
мальной рабочей частотой динамиков, а верхняя
граница надежно обеспечивает условие одномо-
дового распространения звука в жесткостенной
части канала. Для генерации звука в трубе ис-
пользуются две секции с динамиками Eighteen
Sound ND1460 мощностью 150 Вт и частотным
диапазоном 0.5–20 кГц. Сигнал на динамики по-
дается с генератора через усилитель мощности
Yamaha P2500S. На выходе трубы установлена
сдвоенная расширительная камера, в которой по-
мещены два радиальных вентилятора для создания
воздушного потока в трубе и выхлопные глушите-
ли для создания заглушенного окончания трубы и
уменьшения звуковой мощности, излучаемой в
окружающее помещение. Диапазон скоростей по-
тока в рабочей секции установки 0–100 м/с. На од-
ной из стенок рабочей секции устанавливается
образец ЗПК, лицевая перфорированная панель
которой имеет размеры 40 × 400 мм, а максималь-
ная толщина образца может достигать 100 мм. На
противоположной к образцу стенке заподлицо
устанавливаются одиннадцать 1/4 дюймовых мик-
рофонов давления G.R.A.S. Type 40BE с предуси-
лителем 26CB, семь из которых располагаются
непосредственно напротив образца, и по два мик-
рофона устанавливаются во входной и выходной
секциях с жесткими стенками. Микрофоны ну-
меруются в направлении потока, и соседние
микрофоны с номерами от 4 по 7 равноудалены
относительно друг друга. Установка оснащена
измерительным оборудованием для определе-
ния акустических характеристик и анализа дан-
ных, в состав которого входит два основных ком-
понента: модули NI PXIe-4499 и PXIe-4461.

При проведении измерений включаются ди-
намики, установленные только в одной из секций
(правой или левой), в результате чего в секциях 6,
7 и 8 установки (рис. 1б) на каждой рабочей ча-
стоте устанавливается звуковое поле в виде су-
перпозиции волн, распространяющихся в обе
стороны канала, причем в подавляющей части
секций 6 и 7, имеющих твердые стенки, распро-
страняются только поршневые моды, а звуковые
моды более высокого порядка, образующиеся на
неоднородностях канала, достаточно быстро за-
тухают. Волны, распространяющиеся в направле-
нии работающих динамиков, возникают в резуль-
тате отражений на неоднородностях канала. Эф-
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фект отражения на стыках образца может быть
использован для определения импеданса образца.
В тоже время отражения на таких неоднородно-
стях канала, как крепеж секции неработающих
динамиков, и от входной или выходной камеры
(№ 1 и 2 на рис. 1б), расположенных после выходных
сечений трубы, снижают точность извлечения
импеданса. Для уменьшения амплитуды отра-
женных волн от крепежа секции неработающих
динамиков используются твердотельные заглушки,
а для снижения амплитуды отраженной волны от
выходных сечений трубы во входной и выходной
камерах установлены звукопоглощающие мате-
риалы.

В каждом измерении задействуются все мик-
рофоны, и длина временной реализации обычно
составляет 60 с. При обработке сигналов на основе
не менее 50 осреднений определяются автокорре-
ляционные и взаимные спектры звукового давления,
причем в качестве опорного сигнала выступает
микрофон с номером 1. По результатам обработ-
ки сигналов получаются значения уровней звуко-
вого давления на каждом из одиннадцати микро-
фонов и сдвиги фаз по отношению к опорному

микрофону. Пример таких данных, полученных
на тестовом образце (рис. 2) при работе динами-
ков 4 для двух частот 500 и 1500 Гц при отсутствии
потока, представлен в табл. 1. При этом с генера-
тора подавался сигнал в виде суперпозиции то-
нальных сигналов на двенадцати частотах с сум-
марным уровнем звукового давления 130 дБ на
первом микрофоне в канале. Данные, представ-
ленные в табл. 1, позволяют приписать каждому
микрофону на каждой частоте комплексное зна-
чение звукового давления  где  –
амплитуда звукового давления,  – сдвиг фазы
по отношению к опорному микрофону, причем
опорному микрофону приписывается фаза, рав-
ная нулю.

Источником случайной погрешности опреде-
ления амплитуд  и фаз  на микрофонах при
отсутствии потока в канале установки является
фоновый шум в помещении установки. Анализ
процедуры осреднения показывает, что макси-
мальное отклонение амплитуд на микрофонах от
среднего значения обычно не превышает 0.01 Па
и 0.01 градуса.

= ϕexp( ),j j jP A i jA
ϕ j

jA ϕ j

Рис. 1. (а) – Фотография экспериментальной установки “Интерферометр с потоком” в лабораторных условиях. (б) –
Схема установки: 1 – входная заглушенная камера, 2 – выходная заглушенная камера с пластинчатыми звукопогло-
щающими конструкциями, 3 – камера с силовой установкой, 4 – правая секция с динамиками, 5 – левая секция с ди-
намиками, 6, 7 – входная и выходная секции с жесткими стенками, 8 – рабочая секция с тестовым образцом, 9 – мик-
рофоны, 10 – направление потока воздуха в канале установки.

(а)

(б)
12 3 45

67

8

9 10
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Источниками систематической погрешности
при определении комплексных значений звуко-
вого давления на микрофонах выступают вибра-
ции стенок трубы установки, которые переизлу-
чают звук в канал коррелированно со звуковым
полем, генерируемым в канале динамиками. Дан-
ные вибрации возникают вследствие ряда при-
чин:(1) непосредственно из-за работы динамиков,
(2) повышенных вибраций стенок камер 1 и 2 или
кассеты 8 установки на резонансных частотах соот-
ветствующих объемов, (3) акустического поля на
внешних стенках трубы, возникающего из-за из-
лучения звука из открытого конца канала (при ра-
боте динамиков с суммарным уровнем звукового
давления 140 дБ внутри канала на внешней по-
верхности секции 8 уровень звукового давления
составляет около 70 дБ).

С целью оценки систематической погрешности
измерений на микрофонах были проведены опыты,
в которых воспроизводился режим, представлен-
ный в табл. 1, но при этом для изменения вибра-
ционных свойств стенок канала использовалась
различная конфигурация стяжек и грузов, а также
установка с внешней стороны закрывалась звуко-
поглощающим матом. В табл. 2 приведены макси-
мальные значения различий амплитуд и фаз, кото-
рые были достигнуты на одних и тех же микрофонах
при реализации различных конфигураций. Срав-
нение данных, представленных в табл. 1 и 2, для
частоты звука, далекой от частоты настройки
ЗПК (в данном случае это 500 Гц), показывает,
что систематическая погрешность измерения
звукового давления может достигать величины
0.3–0.4 Па при амплитуде звукового поля в кана-
ле 20 Па. Сравнение данных табл. 1 и 2 на частоте,
близкой к частоте настройки ЗПК (в данном слу-
чае это 1500 Гц), показывает, что амплитуда зву-
кового поля, создаваемая в канале динамиками,
настолько быстро затухает в секции, в которой
располагается ЗПК, что становится сравнимой с
амплитудой звука, создаваемого вибрациями сте-

нок, и поэтому в звуковое давление, измеренное
на микрофонах с номерами 8–11, может давать
значительный вклад звук, порождаемый вибра-
циями стенок канала. Это означает, что учет ре-
зультатов измерений на этих микрофонах может
приводить к значительной погрешности опреде-
ления импеданса ЗПК.

Важным с точки зрения точности измерений
является контроль температуры, при которой
проводятся эксперименты. Заметим, что опыты по-
казывают, что изменение температуры на 2–3°С
приводит к такому же порядку значений отклоне-
ний амплитуд и фаз, измеренных на микрофонах,
которые представлены в табл. 2.

При наличии потока фоновый шум суще-
ственно возрастает из-за гидродинамических
пульсаций давления в турбулентном погранич-
ном слое, которые фиксируют микрофоны, уста-

Рис. 2. Схема тестового образца ЗПК, результаты ис-
пытания которого используются в настоящей работе.

Таблица 1. Пример данных, полученных на микрофонах установки на двух частотах

Частота, Гц
Амплитуда, дБ

№ 1 № 2 № 3 № 4 № 5 № 6 № 7 № 8 № 9 № 10 №11

500 115.67 115.55 113.66 118.32 120.3 121.2 121.26 118.12 112.7 123.81 123.11

1500 121.98 124.25 99.53 81.23 75.82 69.69 63.03 48.41 53.61 61.13 58.29

Частота, Гц
Фаза, град

№ 1 № 2 № 3 № 4 № 5 № 6 № 7 № 8 № 9 № 10 №11

500 0 28.05 146.75 –93.97 –85.8 –79.59 –74.67 –60.121 63.18 110.56 113.41

1500 0 5.27 –153.4 –142.75 –139.04 –134.5 –127.49 –124.45 172.12 90.99 99.78
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новленные заподлицо стенок канала, а также из-за
шума вентилятора, создающего поток.

АНАЛИЗ СТРУКТУРЫ ЗВУКОВОГО ПОЛЯ
В КАНАЛЕ УСТАНОВКИ

Поскольку рабочие частоты предполагают од-
номодовое распространение звука в жесткостен-
ной части канала, и разрыв импеданса реализуется
только на одной стенке канала, то описание
структуры звукового поля в канале при отсут-
ствии потока может быть выполнено с помощью
модели плоского канала. Рассмотрим плоский
канал высотой Н, на верхней стенке которого за-
подлицо располагается образец ЗПК длиной L.
На противоположной жесткой стенке напротив
средней части образца компактно располагаются
четыре микрофона также заподлицо с жесткой
стенкой (рис. 3).

Звуковое давление  в гармони-
ческой волне, распространяющейся в этом кана-
ле при отсутствии потока, удовлетворяет уравне-
нию Гельмгольца [49]

(1)

− ω( , )exp( )p x y i t

Δ + =2( , ) ( , ) 0,p x y k p x y

где  – оператор Лапласа,  – ос-

новное волновое число, с – скорость звука. При
этом на верхней стенке канала реализуется гра-
ничное условие вида

(2)

где  – удельный безразмерный адмитанс
поверхности стенки (величина, обратная импе-
дансу ). Для жестких стенок канала  а на
поверхности образца ЗПК адмитанс имеет нену-
левое комплексное значение, зависящее от часто-
ты. Нижние стенки канала являются абсолютно
жесткими, и поэтому задается граничное условие
вида

(3)

Кроме этого, для единственности решения уравне-
ния (1) с граничными условиями (2) и (3) необходи-
мо поставить условие конечности энергии в окрест-
ности разрывов импеданса верхней стенки [47].

В каждой из секций 1, 2 или 3 (рис. 3) решение
уравнения (1) с граничными условиями (2) и (3)

∂ ∂Δ = +
∂ ∂

2 2

2 2x y
ω=k
с

=
=

∂ = β
∂

,y H
y H

p ik p
y

β = 1 Z

Z β = 0,

=

∂ =
∂ 0

0.
y

p
y

Таблица 2. Максимальные значения различий амплитуд и фаз, которые были достигнуты на одних и тех же мик-
рофонах при реализации различных конфигураций, изменяющих вибрационные характеристики стенок трубы
установки.

Частота, Гц
Амплитуда, дБ

№ 1 № 2 № 3 № 4 № 5 № 6 № 7 № 8 № 9 № 10 № 11

500 0.04 0.06 0.14 0.01 0.03 0.04 0.06 0.09 0.01 0.06 0.06
1500 0.01 0.02 0.07 0.03 0.1 0.09 0.27 4.32 1.54 4.33 5.73

Частота, Гц
Фаза, град

№ 1 № 2 № 3 № 4 № 5 № 6 № 7 № 8 № 9 № 10 № 11

500 0 0.72 0.62 1.18 1.34 1.37 1.37 1.32 1.15 1.45 1.39
1500 0 0.04 0.16 0.31 0.56 0.36 3.08 29.72 9.98 43.33 60.9

Рис. 3. Схема структуры звукового поля в канале установки.
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имеет вид суперпозиции мод, распространяю-
щихся в обе стороны канала

(4)

где  и  – комплексные амплитуды мод,
и  – продольное (осевое) и поперечное вол-

новые числа j-й моды соответственно, значения
которых определяются из характеристического и
дисперсионного уравнений по известному значе-
нию адмитанса [49]

(5)

(6)

Трансцендентное уравнение (5) имеет беско-
нечное количество комплексных корней (данное
уравнение необходимо решать численно), что
определяет бесконечное число мод, которые мо-
гут присутствовать в структуре звукового поля. Из
решения уравнений (5) и (6) относительно  для
секций 1 и 3 (рис. 3), имеющих жесткие стенки,
следует, что, если частота звука меньше величины

, то распространяется без затухания
только одна мода (это поршневая мода), продоль-
ное волновое число которой совпадает с основ-
ным волновым числом , а остальные моды зату-
хают, имея мнимые волновые числа. Данные за-
тухающие моды рождаются на стыках секций 1 и
3 с секцией 2, и поэтому, если микрофоны в сек-
циях 1 и 3 достаточно удалены от стыков, то вкла-
дами затухающих мод в окрестности микрофонов
можно пренебречь.

Более сложная структура звукового поля на-
блюдается внутри секции 2, в которой адмитанс
одной из стенок отличен от нуля. Решение урав-
нений (5) и (6) показывает, что в этой секции
мнимые части продольных волновых чисел 
всех мод имеют положительные значения, тем са-
мым, все моды затухают в той или иной степени в
направлении распространения. Классификация
волновых чисел мод при изменении адмитанса в
прямоугольных каналах хорошо известна из много-
численных работ, например, [50, 51]. В частности,
хорошо известно, что для некоторых значений
адмитанса уравнение (5) имеет двойной корень,
что обуславливает эффект слияния мод [17, 49, 52].
Поперечное волновое число каждой такой моды
является одним из корней трансцендентного
уравнения

(7)

∞
−
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=
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μ μχ = − χ μ = 0,1, 2, ,…sin(2 ) 2 ,H H

а соответствующее значение адмитанса для со-
ответствующего корня  выражается из уравне-
ния (5):

(8)

При этом уравнение (7) имеет бесконечное
число корней, и  в (8) соответствует слиянию 0-й
и 1-й моды,  – 1-й и 2-й моды, и т.д.

Дадим теперь краткое описание особенностей
зависимости продольных волновых чисел  от
значений адмитанса ЗПК. С этой целью будем
рассматривать вариацию комплексных значений
адмитанса вдоль различных лучей, исходящих из
нулевого значения:

(9)

где  – некое комплексное значение адмитанса,
лежащее в первой четверти комплексной плоско-
сти значений адмитанса, соответствующей усло-
виям  и , которое определяет
направление луча при возрастании положитель-
ного действительного параметра  от нулевого
значения. Тогда, если адмитанс  варьируется
вдоль некоторого луча вида (9), то волновые числа

, вычисляемые для каждого значения адми-
танса (9) из выражений (5) и (6), варьируются
вдоль некоторой линии на комплексной плоско-
сти волновых чисел, т.е. 

Если  и, тем самым,  то реализуются
граничные условия жесткой стенки, и поэтому в
рабочем диапазоне частот волновое число  со-
ответствующее поршневой моде, лежит на дей-
ствительной оси в комплексной плоскости значе-
ний волновых чисел, а остальные волновые числа

 при  лежат на мнимой оси. Эта ситуация
означает, что при наличии в прямоугольном ка-
нале установки только жестких стенок распро-
страняется только поршневая мода, а остальные
моды затухают.

Поведение комплексных волновых чисел
 при возрастании параметра  от нулевого

значения существенно зависит от местоположе-
ния зоны на комплексной плоскости значений
адмитанса, внутри которой проходит соответ-
ствующий луч вида (9). Для описания этих осо-
бенностей разделим указанную четверть ком-
плексной плоскости значений адмитанса на бес-
конечное число секторов с помощью лучей вида
(9), для каждого из которых значение адмитанса 
совпадает с некоторым значением (8), при кото-
ром имеет место слияние соответствующих мод.
Это разделение представлено на рис. 4 пунктир-
ными линиями, для построения которых в выра-
жении (9) выбиралось одно из условий 
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μ μ μβ = χ χtg( ) .i H k

β0

β1

( )j
xk

β = β�,t

β�

β ≥Re[ ] 0 β ≥Im[ ] 0

t
β

( )j
xk

=( ) ( )( ).j j
x xk k t

= 0t β = 0,

(0),xk

( )j
xk ≥ 1j

( )( )j
xk t t

β�

μβ = β�



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 66  № 2  2020

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ПОДТВЕРЖДЕНИЕ АНАЛИТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 135

( ), причем каждый такой луч прерыва-
ется на рис. 4 точно на соответствующем значе-
нии , т.е. при . Для всех лучей вида (9), рас-
положенных внутри одного сектора, качественное
поведение линий  на комплексной плоско-
сти волновых чисел оказывается идентичным, но
при рассмотрении лучей вида (9) в различных
секторах качественное поведение линий 
отвечающих некоторым номерам мод , оказыва-
ется различным.

На рис. 5 представлены линии  на ком-
плексной плоскости безразмерных волновых чисел

 для первых четырех мод ( ),
которые соответствуют вариациям значений ад-
митанса вдоль лучей, представленных на рис. 4
для частоты f = 3 кГц. При этом пунктирные ли-
нии на рис. 5а и 5б соответствуют линиям ,
когда адмитанс варьируется вдоль луча, пересека-
ющего адмитанс , при котором сливаются 0-я и
1-я моды, а пунктирные линии на рис. 5в соответ-
ствуют линиям , когда адмитанс варьируется
вдоль луча, пересекающего адмитанс , при ко-
тором сливаются 1-я и 2-я моды. Жирные линии
на рис. 5а соответствуют линиям , когда ад-
митанс варьируется вдоль луча, обозначенного на
рис. 4 жирной линией в зоне № 1, жирные линии
на рис. 5б соответствуют линиям , когда ад-
митанс варьируется вдоль луча, обозначенного на
рис. 4 жирной линией в зоне № 2, а жирные ли-
нии на рис. 5в соответствуют линиям , когда
адмитанс варьируется вдоль луча, обозначенного
на рис. 4 жирной линией в зоне № 3. Заметим, что
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при  линия  начинается на действитель-
ной оси, а линии  при  – на мнимой оси,
причем, чем больше номер моды , тем большим
стартовым значением  обладает мода.

Рис. 5а, 5б, 5в показывают, что волновые числа
 для номеров мод, больших единицы ( ),

имеют большие мнимые части при любых значе-
ниях адмитанса, т.е. в рабочем диапазоне частот
установки эти моды обладают сильным затуханием.
Эти моды рождаются на стыках секции 2 с секци-
ями 1 и 3 установки, и поэтому, если микрофоны
в секции 2 достаточно удалены от стыков, то
вкладами этих мод в звуковое поле в окрестности
микрофонов можно пренебрегать.

Рис. 5б, 5в показывают, что для большинства
комплексных значений адмитанса (адмитанс ле-
жит в зонах с номерами большими 1 на рис. 4)
волновое число  нулевой моды обладает наи-
меньшим значением мнимой части, т.е. эта мода
является наименее затухающей, а первая мода с
волновым числом  имеет существенно боль-
шее затухание, чем нулевая мода. В этих случаях
вкладом первой моды в звуковое поле в окрестно-
сти микрофонов, установленных в секции 2 вдали
от стыков, также можно пренебрегать.

В противоположность указанным особенностям
рис. 5а показывает, что, если комплексное значение
адмитанса  лежит в зоне №1 на рис. 4 и при этом
выполняется условие  то 
т.е. наименьшим затуханием в этом случае обла-
дает первая мода, а не нулевая мода. При этом, ес-
ли комплексное значение адмитанса  лежит в
некоторой окрестности значения  в зоне № 1
(рис. 5а) или зоне № 2 (рис. 5б), то значения

 и  оказываются достаточно близ-
кими, т.е. нулевая и первая моды обладают при-
близительно одинаковым затуханием.

Поведение жирной линии  на рис. 5а, со-
ответствующей нулевой моде, показывает, что,
если  лежит в зоне № 1 и выполняется условие

 то значение  оказывается доста-
точно большим, и, тем самым, нулевая мода
быстро затухает, становясь поверхностной мо-
дой, звуковое давление в которой сосредоточено
вблизи образца ЗПК и экспоненциально убывает
по мере удаления от него.

Таким образом, анализ показывает, что в рабо-
чем диапазоне частот звуковое поле вида (4) со-
держит в секциях 1 и 3 вдали от стыков с секцией 2
только нулевые моды (поршневые моды), а в сек-
ции 2 – суперпозицию нулевой и первой моды,
причем, если комплексное значение адмитанса 
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Рис. 4. Комплексная плоскость значений адмитанса,
разделенная на бесконечное число секторов лучами,
исходящими из начала координат, а затем пересекаю-
щими адмитансы, соответствующие значениям (8).
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находится вдали от значения , то звуковое поле
в секции 2 с высокой точностью можно считать
одномодовым (учитывается или нулевая, или
первая моды).

Сильно затухающие моды высшего порядка
присутствуют в структуре звукового поля только в
окрестности стыков, что обеспечивает дважды
непрерывную дифференцируемость звукового
давления при переходе из одной секции в другую
при наличии разрыва импеданса на стенке. В ра-
боте [47] с помощью метода Винера–Хопфа най-
дены аналитические выражения для коэффици-
ентов отражения и прохождения различных мод
через разрыв импеданса на одной из стенок пря-
моугольного канала, которые могут быть исполь-
зованы для связи амплитуд мод в различных сек-
циях установки:

(10)

(11)

где  – комплексная амплитуда моды с номером j,
которая падает на стык облицовки со стороны ад-
митанса стенки ,  – комплексная амплитуда

β0

= β → β →(2) (1) (2) (1)( ; ) ,s jA T j s A

= β → β →(2) (1) (1) (1)( ; ) ,s jB R j s A

(1)
jA

β(1) (2)
sA

моды с номером s,  которая рождается в секции ка-
нала с адмитансом стенки  (прошедшая мода),

 – комплексная амплитуда моды с номером l,
которая отразилась обратно в секцию канала с
адмитансом стенки ,  и

 – соответствующие коэффици-
енты прохождения и отражения, вычисленные в ра-
боте [47] для случая, когда разрыв импеданса на
стенке имеет координату x = 0.

Основываясь на описанных выше особенно-
стях, можно выразить звуковое давление на мик-
рофонах, установленных в секциях 1, 2 и 3 вдали
от стыков на жесткой стенке с координатой y = 0,
в следующей форме

(12)

(13)

(14)

β(2)

(2)
sB
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Рис. 5. Смещения безразмерных продольных волновых чисел первых четырех мод на комплексной плоскости, когда
значение адмитанса варьируется вдоль лучей вида (9). (а) – Вариация адмитанса вдоль луча в зоне № 1 на рис. 4; (б) –
вариация адмитанса вдоль луча в зоне № 2 на рис. 4; (в) – вариация адмитанса вдоль луча в зоне № 3 на рис. 4.
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Звуковое давление, определенное согласно
выражениям (12)–(14) с двух сторон стыков, име-
ющих координаты  и , терпит разрыв.
Тем не менее, прохождение волны через стыки
может быть учтено для этих выражений, опираясь
на коэффициенты прохождения и отражения (10)
и (11), благодаря которым можно установить сле-
дующую связь между амплитудами звуковых мод
в выражениях (12)–(14):

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

где введены следующие обозначения

Соотношения (15)–(17) связывают амплитуды
на стыке с координатой x = 0, а соотношения
(18)–(20) связывают амплитуды на стыке с коор-
динатой x = L, причем появление экспонент в со-
отношениях (18)–(20) связано с тем, что использу-
ются коэффициенты прохождения и отражения,
вычисленные в работе [47] для случая, когда раз-
рыв импеданса на стенке имеет координату x = 0.

Если звуковое поле содержит в секции 2 только
одну доминирующую моду, распространяющую-
ся в обе стороны, то соотношения (15)–(20) при-
нимают следующую форму

(21)

(22)

(23)

(24)

Здесь через  обозначается волновое число с
наименьшей мнимой частью, т.е. является волно-
вым числом нулевой или первой моды,  и  –
соответствующие амплитуды этой моды.
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Четыре соотношения (21)–(24) могут быть ис-
пользованы для нахождения четырех коэффици-
ентов прохождения1 и отражения по амплитудам
мод и продольному волновому числу, которые
могут быть определены на основе обработки ре-
зультатов измерений:

(25)

(26)

(27)

(28)

Заметим, что в случае двухмодового распро-
странения звука в секции 2 все коэффициенты
прохождения и отражения не могут быть опреде-
лены, поскольку соотношения (15)–(20) содер-
жат 9 неизвестных коэффициентов, а уравнений
только шесть.

АНАЛИЗ 3-Х МИКРОФОННОГО МЕТОДА 
ИЗВЛЕЧЕНИЯ ИМПЕДАНСА

Согласно 3-х микрофонному методу, импе-
данс ЗПК определяется только по измерениям на
трех микрофонах, установленных на стенке на-
против образца. При этом рассматривается рас-
пространение звука только в секции 2, причем
учитывается только мода, обладающая наимень-
шим затуханием: в представлении (14) полагается
или  или  Тем самым,
данный метод не может быть в принципе исполь-
зован для определения адмитанса, близкого по
значению , при котором имеет место слияние 0-й
и 1-й моды.

Пусть x1, x2 и x3 – координаты микрофонов в
секции 2, а P1, P2 и P3 – соответствующие ком-
плексные значения звукового давления, опреде-
ленные на некоторой частоте на этих микрофонах.
Тогда, согласно 3-х микрофонному методу со-
ставляется система уравнений

(29)

(30)

(31)
из решения которой определяются амплитуды A и
B и составляется уравнение относительно про-
дольного волнового числа kx:
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(32)

(33)

Если 3-х микрофонный метод рассматривает-
ся на основе метода Прони, то расстояние между
двумя соседними микрофонами выбирается оди-
наковым. В этом случае уравнение (33) приобре-
тает вид

где  – расстояние между соседними микрофонами.
Решение данного уравнения относительно вол-
нового числа kx неединственно и зависит от цело-
численного параметра n:

(34)

После определения волнового числа kx из харак-
теристического уравнения (5) выражается адми-
танс в виде

(35)

Описанный классический вариант 3-x микро-
фонного метода обладает рядом недостатков.
В первую очередь это неединственность опреде-
ления волнового числа kx из решения (34), благо-
даря которой требуется дополнительное исследова-
ние для выделения правильного значения. Такое
дополнительное исследование обычно базируется
на проверке качества восстановления звукового
давления в секции 2 по найденному значению kx,
для чего должны быть задействованы дополни-
тельные микрофоны. Критерием качества вос-
становления звукового давления обычно высту-
пает квадратичное отклонение восстановленных
значений давления на микрофонах от измерен-
ных, выражаемое функционалом

(36)
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где  – число микрофонов в секции 2, а  –
звуковое давление на m-м микрофоне, восстанов-
ленное по выражению

(37)

в котором амплитуды и волновое число определя-
ются из выражений (32) и (34) и являются
функциями комплексных значений P1, P2 и P3.
Очевидно, что слагаемые суммы (36), соответ-
ствующие микрофонам, задействованным в ре-
ализации 3-х микрофонного метода, обнуляют-
ся, и значение функционала (36) определяется от-
клонениями восстановленного давления на
остальных микрофонах.

Звуковые давления P1, P2 и P3, к которым строго
“привязано” восстановление давления посред-
ством соотношений (29)–(31), известны из изме-
рений лишь внутри некоторого доверительного
интервала. Поэтому особое значение для дости-
жения минимального значения функционала (36)
приобретает чувствительность восстановленного
звукового давления к этим измеренным значениям,
которая может быть охарактеризована с помо-
щью производной  Эти производные
вычисляются тривиально из соотношения (37) с
учетом (32) и (34) (результат здесь не приводится).
Заметим, что величина  всегда равна
единице для координаты x = xj и нулю для коор-
динат двух остальных микрофонов, задейство-
ванных в 3-х микрофонном методе.

В качестве примера рассмотрим извлечение
импеданса с помощью 3-х микрофонного метода
(34) и (35), примененного к результатам измере-
ний, представленным в табл. 1 для частоты 500 Гц
для двух троек равноудаленных микрофонов
(микрофоны с номерами 4, 5, 6 и 5, 6, 7). В табл. 3
представлены найденные продольные волновые
числа kx, адмитансы β, комплексные амплитуды А
и В, и значения функционала (36), а в табл. 4 – от-
носительные отклонения  вос-
становленного звукового давления  на мик-
рофонах секции 2 от измеренных значений  и
модули производных  вычисленные
для координат микрофонов секции 2.

> 3N ( )mp x

−= +( ) ,x xik x ik xp x Ae Be

∂ ∂( ) .jp x P

∂ ∂( ) jp x P

δ = −( )m m mp x P P
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mP
∂ ∂( ) ,jp x P

Таблица 3

Извлечение по микрофонам № 4, 5 и 6 Извлечение по микрофонам № 5, 6 и 7

kx (9.92, 0.0185) (0.53, 0.0326)
β (0.0503, –26.92) (0.0855, –0.37)
A (8.44, –2.51) (–2.56, 17.36)
B (–11.34, –7.21) (–1.04, 6.91)
Φ 586.04 4.72
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Данные, представленные в табл. 3, показыва-
ют, что извлечение импеданса на двух различных
тройках микрофонов привело к существенно раз-
личным результатам для всех определяемых вели-
чин. При этом звуковое давление, восстановлен-
ное по микрофонам 5, 6 и 7 в секции 2, оказыва-
ется ближе к значениям, измеренным на других
микрофонах, чем для случая использования мик-
рофонов 4, 5 и 6, что следует из соответствующих
значений функционала Ф. Относительные откло-
нения , представленные в табл. 4 для этих двух
случаев, подтверждают сделанный вывод – в слу-
чае использования микрофонов 5, 6 и 7 относи-
тельные отклонения на порядок меньше, чем при
использовании микрофонов 4, 5 и 6. При этом в
обоих случаях наблюдается одинаковая тенден-
ция: чем дальше расположен контрольный мик-
рофон в секции 2 от тройки микрофонов, задей-
ствованных при извлечении импеданса, тем больше
на нем относительное отклонение . Данная осо-
бенность объясняется значениями модуля произ-
водных  представленных в табл. 4, ко-
торые демонстрируют то же самое поведение,
причем эти значения оказываются большими на
удаленных микрофонах. Это означает, что малые
вариации измеренных звуковых давлений P1, P2 и
P3 внутри доверительных интервалов могут при-
водить к отклонениям восстановленного давле-
ния на контрольных микрофонах на порядок
большим, чем сама вариация. Выше был оценен
доверительный интервал в проведенных измере-
ниях как 0.3–0.4 Па, поэтому отклонение восста-
новленного давления может иметь тот же порядок,
что и сама измеряемая величина.

Таким образом, представленные данные де-
монстрируют второй недостаток 3-х микрофон-
ного метода, который проявляется в высокой чув-
ствительности восстановленного звукового дав-
ления к малым вариациям измеренных значений
P1, P2 и P3, что приводит к погрешностям извлече-
ния импеданса.

δ

δ

∂ ∂( ) ,jp x P

Заметим, что использование 3-х микрофонного
метода в общем случае, когда расстояния между
соседними микрофонами могут быть произволь-
ными и необходимо решать уравнение (33), отчасти
снимает проблему неединственности решения,
но высокая чувствительность метода к измерен-
ным звуковым давлениям сохраняется.

МЕТОД ИЗВЛЕЧЕНИЯ ИМПЕДАНСА, 
ОСНОВАННЫЙ НА МИКРОФОНАХ, 

УСТАНОВЛЕННЫХ НАПРОТИВ ОБРАЗЦА
Наиболее естественный способ преодоления

высокой чувствительности восстановленного
звукового поля в секции 2 к малым вариациям из-
меренных звуковых давлений состоит в примене-
нии метода наименьших квадратов. Этот общий
метод основывается на определении такого импе-
данса стенки, при котором восстановленное зву-
ковое давление в секции 2 наименее отклоняется
от измеренных значений на микрофонах. Реали-
зация этого метода предполагает минимизацию
функционала (36), например, с помощью метода
градиентного спуска [53]. В этом процессе вос-
становленное на микрофонах звуковое давление

 рассматривается в качестве комплексной
функции адмитанса β. Однако данный метод хо-
рошо сходится тогда, когда минимизация функ-
ционала начинается со значения переменной, до-
статочно близкого к искомому.

Перейдем к описанию метода, разработанного
в настоящей работе применительно к установке
“Интерферометр с потоком” ЦАГИ. Необходимо
выделить три случая.

Первый случай относится к определению ад-
митанса, для которого в секции 2 реализуется зву-
ковое поле, содержащее только одну доминирую-
щую моду, распространяющуюся в обе стороны,
но при этом затухание моды оказывается недо-
статочно сильным, так что данная мода, проходя
один стык, достигает другого. Диагностика дан-
ного случая основана на определении адмитанса
из 3-х микрофонного метода (35), примененного

( )mp x

Таблица 4

Извлечение по микрофонам № 4, 5 и 6 Извлечение по микрофонам № 5, 6 и 7

m δ δ

3 2.43 4.77 7.27 3.86 0.21 9.26 14.65 6.13
4 0.00 1.00 0.00 0.00 0.03 2.81 2.72 0.91
5 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00
6 0.00 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 1.00 0.00
7 0.02 1.10 3.08 2.99 0.00 0.00 0.00 1.00
8 0.65 3.27 6.74 3.20 0.06 3.25 8.23 5.97
9 3.51 4.28 8.31 4.53 0.27 9.27 20.73 12.10

∂ ∂ 1( )mp x P ∂ ∂ 2( )mp x P ∂ ∂ 3( )mp x P ∂ ∂ 1( )mp x P ∂ ∂ 2( )mp x P ∂ ∂ 3( )mp x P
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к звуковым давлениям, измеренным как на мик-
рофонах 4, 5, 6, так и микрофонах 5, 6 и 7. При
этом выбирается то значение адмитанса  для
которого восстановление звукового давления по
выражению (37) в секции 2 дает минимальное
значение функционала (36). Далее по найденному
адмитансу  определяются волновые числа
нулевой и первой мод, и проверяется, что волно-
вое число, вычисленное из выражения (34), соот-
ветствует моде с наименьшим значением мнимой
части, а мнимая часть волнового числа другой моды
обеспечивает настолько сильное затухание, что
вкладом этой моды в звуковое поле на крайних
микрофонах секции 2 (микрофоны с номерами 3 и
9) можно пренебречь.

Если указанные критерии выполняются, то
далее реализуется 3-х микрофонный метод для
всевозможных сочетаний трех микрофонов из се-
ми микрофонов, располагающихся в секции 2.
При этом для случаев, когда три микрофона рас-
полагаются неравномерно друг по отношению к
другу, волновое число  определяется из числен-
ного решения уравнения (33), а соответствующий
адмитанс находится из выражения (35). В каче-
стве стартового значения для численного реше-
ния уравнения (33) используется адмитанс 
В результате такого перебора находится такое
значение адмитанса  для которого восстанов-
ление звукового давления по выражению (37) в
секции 2 дает минимальное значение функцио-
нала (36) среди всевозможных реализаций 3-х
микрофонного метода.

Именно данное значение адмитанса  ис-
пользуется в качестве стартового значения для ре-
ализации процедуры минимизации функционала
(36) с помощью метода градиентного спуска.
В этом процессе восстановленное на микрофонах
звуковое давление  вычисляется посред-
ством выражения (37), а в качестве варьируемых
комплексных переменных, для которых ищутся
оптимальные значения, рассматриваются адми-
танс β и амплитуды А и В, причем волновое число

 в (37) вычисляется посредством численного ре-
шения уравнения (33) по заданному значению ад-
митанса. В результате процедуры минимизации
определяется значение адмитанса  для кото-
рого восстановленное звуковое давление в сек-
ции 2 оказывается ближе ко всем измеренным
значениям, чем наилучший вариант применения
3-х микрофонного метода.

Второй случай относится к частотам настройки
ЗПК, на которых в секции 2 наблюдается на-
столько сильное затухание одной прошедшей
звуковой моды, что ее амплитуда становится
сравнимой с амплитудой помех уже внутри самой

β(start),

β(start)

xk

β(start).

β(3),

β(3)

( )mp x

xk

β(LsQ),

секции. Пример этого случая представлен в дан-
ных табл. 1 на частоте 1500 Гц. Этот случай диа-
гностируется сразу после первичной обработки
результатов измерений, по результатам которой
определяются уровни звукового давления. Далее,
наиболее трудной процедурой является отбраковка
микрофонов, измеренные звуковые давления на
которых содержат значительную долю помех, по-
скольку ее можно провести только эксперименталь-
но. В настоящей работе предложен способ такой от-
браковки на основе изменения вибрационных
свойств стенок канала с помощью различной
конфигурации стяжек и грузов, а также использо-
вания звукопоглощающего мата. Если указанные
мероприятия приводят к существенным измене-
ниям звукового давления, измеренным на неко-
торых микрофонах, то эти микрофоны нельзя ис-
пользовать при извлечении импеданса. Данные,
представленные в табл. 2, показывают, что в при-
веденном примере такие микрофоны имеют но-
мера 8–11.

В данном случае звуковая мода, прошедшая в
секцию 2 через первый стык, фактически не до-
стигает второго стыка, и поэтому в секции 2 от-
сутствует отраженная волна. Это означает, что
вместо выражения (37) для звукового давления на
микрофонах необходимо использовать следую-
щее выражение

(38)
а амплитуду отраженной волны принять равной
нулю, 

Выражение (38) содержит две неизвестных ве-
личины  и А, и поэтому для их определения
можно использовать два микрофона. Пусть x1 и x2 –
координаты микрофонов в секции 2, а P1 и P2 –
соответствующие комплексные значения звуко-
вого давления, определенные на этих микрофонах.
Далее составляется система уравнений

(39)

решение которой имеет следующий вид

(40)

Заметим, что и в данном случае волновое число  не
определяется однозначно, так как решение (40) со-
держит произвольный целочисленный параметр n.

Разработанный метод предполагает, что в данном
случае процедура извлечения импеданса полно-
стью повторяет процедуру, представленную выше
для первого случая. Отличие состоит только в
том, что вместо 3-х микрофонного метода ис-
пользуется 2-х микрофонный метод (40). Вначале
проводится тестовое определение адмитанса

 по измеренным звуковым давлениям на не-

=( ) ,xik xp x Ae

= 0.B

xk

= =1 2
1 2, ,x xik x ik xP Ae P Ae

−   = + π =   −    

12
1

2 1 1

1 ln 2 , .
( )

xik x
x

Pk ni A Pe
i x x P

xk

β(start)
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которых двух соседних микрофонах, по результатам
которого проводится проверка того, что в секцию 2
прошла только одна мода. Далее реализуется 2-х
микрофонный метод (40) для всевозможных со-
четаний двух микрофонов среди микрофонов в
секции 2, прошедших отбор, и по результатам пе-
ребора находится такое значение адмитанса ,
для которого восстановление звукового давления
по выражению (38) в секции 2 дает минимальное
значение функционала (36) среди всевозможных
реализаций 2-х микрофонного метода. После этого
значение адмитанса  используется в качестве
стартового значения для реализации процедуры
минимизации функционала (36) с помощью ме-
тода градиентного спуска, которая приводит к
определению значения адмитанса , для ко-
торого восстановленное звуковое давление в сек-
ции 2 оказывается ближе ко всем измеренным
значениям, прошедшим отбор.

И наконец, третий случай относится к опреде-
лению адмитанса, значение которого близко к зна-
чению , при котором реализуется слияние 0-й и
1-й моды. В этом случае в секции 2 наблюдается
двухмодовое распространение, описываемое вы-
ражением (14). Данный случай диагностируется
на стадии тестового определения адмитанса 
с помощью 3-х микрофонного метода (первый
случай) или 2-х микрофонного метода (второй
случай), которое показывает, что 0-я и 1-я мода
имеют приблизительно одинаковые затухания в
секции 2. Разработанный метод предполагает, что
определение адмитанса в этом случае сразу про-
водится на основании минимизации функционала
(36) методом градиентного спуска, причем адми-
танс  используется в качестве начального
приближения. При этом восстановленное звуковое
давление  вычисляется посредством выра-
жения (14), а в качестве варьируемых комплексных
переменных, для которых ищутся оптимальные
значения, рассматриваются адмитанс β и ампли-
туды , ,  и , причем волновые числа

и  в (14) вычисляются посредством числен-
ного решения уравнения (33) по заданному зна-
чению адмитанса.

β(2)

β(2)

β(LsQ)

β0

β(start)

β(start)

( )mp x

(0)A (0)B (1)A (1)B
(0)
xk (1)

xk

Результаты извлечения импеданса по этому
методу для разных частот представлены ниже на
рис. 7. Обратим внимание на то, что третий слу-
чай не реализуется для рассмотренной ЗПК.
В табл. 5 для частоты 500 Гц представлены най-
денные продольные волновые числа kx, адмитан-
сы β, комплексные амплитуды А и В и значения
функционала (36) для наилучшего извлечения
импеданса по 3-х микрофонному методу (наилуч-
ший результат в данном примере достигнут на
микрофонах с номерами 3, 5 и 8) и согласно методу
наименьших квадратов.

Сравнение данных табл. 5 и 3 показывает, что
наилучшее определение основных параметров с
помощью 3-х микрофонного метода, достигнутое
на микрофонах с номерами 3, 5 и 8, существенно
скорректировало значения, найденные по стан-
дартной версии 3-х микрофонного метода из
микрофонов с номерами 5, 6 и 7, причем сильно
изменилась мнимая часть продольного волнового
числа, и, как следствие, реальная часть адмитан-
са. Метод наименьших квадратов не сильно изме-
нил эти значения, но приблизительно в два раза
уменьшил функционал Ф. Важным обстоятель-
ством является то, что восстановленное звуковое
давление на микрофонах по значениям, опреде-
ленным по методу наименьших квадратов, нахо-
дится в пределах доверительного интервала изме-
рений.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ 
ПОДТВЕРЖДЕНИЕ АНАЛИТИЧЕСКОЙ 

МОДЕЛИ

В дополнении к звуковому полю, восстанов-
ленному в секции 2, по результатам измерений
могут быть восстановлены и звуковые поля в сек-
циях 1 и 3, в которых в рабочем диапазоне частот
распространяются только поршневые моды, а
звуковое давление на микрофонах выражается
соотношениями (12) и (13). Комплексные ампли-
туды  и  в секции 1 и амплитуды  и 
в секции 3 определяются по результатам измере-
ний на двух микрофонах, расположенных в каж-
дой из этих секций на основе применения стан-
дартного 2-х микрофонного метода, используе-
мого в интерферометрах нормального падения

(0)
rA (0)

rB (0)
lA (0)

lB

Таблица 5

Наилучший 3-х микрофонный метод Метод наименьших квадратов

kx (0.54, 0.0066) (0.54, 0.0071)
β (0.0176, –0.40) (0.0189, –0.40)
A (–1.33, 15.21) (–1.34, 15.19)
B (–1.56, 7.94) (–1.58, 7.92)
Φ 0.068 0.0375



142

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 66  № 2  2020

ОСТРИКОВ и др.

Рис. 6. Сравнение модулей и аргументов комплексных коэффициентов прохождения и отражения волн от разрыва им-
педанса, полученных из эксперимента (треугольники) и вычисленных по аналитическому решению (квадраты) для
рассмотренных в эксперименте частот.
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(соответствующие выражения хорошо известны,
например, [54], и здесь не приводятся).

Таким образом, по результатам измерений
определяются все комплексные амплитуды и вол-
новые числа, входящие в соотношения (15)–(20).
Поскольку на рассматриваемой ЗПК не реализу-
ется случай двухмодового распространения звука
в секции 2, то в этом случае необходимо рассмат-
ривать одномодовую версию этих соотношений
(21)–(24). Это означает, что по известным из из-
мерений амплитудам и волновым числам можно
определить из выражений (25)–(28) коэффици-
енты прохождения и отражения волн через раз-
рыв импеданса на стенке (10) и (11), выполнив
сравнение со значениями, получаемыми из ана-
литического решения по определенному из экс-
перимента значению адмитанса .

При этом необходимо заметить, что вблизи ча-
стоты настройки ЗПК (в рассматриваемом случае
это 1500 Гц), когда в секции 2 наблюдается только
одна сильно затухающая мода и отражение от вто-
рого стыка внутрь секции 2 отсутствует, могут
быть найдены только коэффициенты  и  из
выражений (25) и (26), в которых надо положить

 и  а коэффициенты  и  не
могут быть определены, так как в эксперименте
фактически отсутствует прохождение волны из
секции 2, в которой установлена ЗПК, в жестко-
стенные секции 1 и 3.

На рис. 6а–6з представлены результаты срав-
нения модулей и аргументов комплексных коэф-
фициентов , ,  и , полученных из экс-
перимента и вычисленных по аналитическому
решению для рассмотренного диапазона частот.
При этом на рис. 6в, 6г, 6ж и 6з для частот 1240 и
1500 Гц отсутствуют соответствующие значения
для коэффициентов  и , полученные из экс-

β(LsQ)

01T 01R

=(0) 0B =(0) 0,lB 02T 02R

01T 01R 02T 02R

02T 02R

перимента, так как в этих случаях наблюдалось
сильное затухание мод при распространении в
секции 2, что отражение от второго стыка факти-
чески отсутствовало.

Данные, представленные на рис. 6, показыва-
ют хорошее совпадение экспериментальных зна-
чений коэффициентов прохождения и отражения
звуковых мод через разрыв импеданса на стенке
канала с их теоретическими значениями, вычис-
ленными по аналитическому решению [47] – от-
носительные отклонения значений не превышают
в самых худших случаях 10–15%. Поскольку дан-
ные коэффициенты являются достаточно тонкой
характеристикой прохождения волн через разрыв
импеданса стенок канала, то можно сделать вывод о
том, что аналитическое решение, полученное в
[47], находит свое экспериментальное подтвер-
ждение.

МЕТОД ИЗВЛЕЧЕНИЯ ИМПЕДАНСА, 
ОСНОВАННЫЙ НА АНАЛИТИЧЕСКОМ 

РЕШЕНИИ

Одной из причин достаточно малых отклоне-
ний значений коэффициентов прохождения и от-
ражения, определенных из экспериментов и най-
денных теоретически, является использование
для проведения расчетов по аналитическому ме-
тоду значения адмитанса  которое на самом
деле найдено с некоторой погрешностью, а также
использование амплитуд    и 
определенных тоже с некоторой погрешностью.
Отсюда возникает идея использования аналити-
ческих выражений для коэффициентов прохож-
дения и отражения     и др. с целью
коррекции значений адмитанса  найденного
по результатам наилучшего восстановления зву-

β(LsQ),

(0),rA (0),rB (0)
lA (0),lB

01,T 01,R 02,T 02R
β(LsQ),

Рис. 7. Результаты извлечения (а) действительной и (б) мнимой частей импеданса с помощью лучшего 3-х микрофон-
ного метода (круги), метода наименьших квадратов (квадраты) и с учетом эффектов на стыках (треугольники).
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кового поля в секции 2 с помощью метода наи-
меньших квадратов.

Реализация такой коррекции должна опираться
на восстановление звукового давления на всех
микрофонах во всех секциях установки на основе
учета только доминирующих мод в виде (12)–(14),
а соотношения (15)–(20) должны использоваться
в качестве граничных условий на стыках образца
ЗПК. Данная коррекция адмитанса основывается
на дополнительном эффекте. Если адмитанс 
определяется на основе эффекта зависимости
продольного волнового числа в секции 2 от зна-
чения адмитанса, то коррекция основывается на
эффекте зависимости коэффициентов прохожде-
ния и отражения мод при прохождении стыков
ЗПК от значения импеданса. Тем самым, при
объединении метода определения адмитанса

 с его последующей коррекцией возникает
новый метод извлечения импеданса, учитываю-
щий сразу два эффекта.

Следует отметить, что задача восстановления
звукового поля в виде (12)–(14) при наличии гра-
ничных условий (15)–(20) является переопределен-
ной, если точно фиксировать восстановленное зву-
ковое давление на его измеренных значениях, так
как число уравнений будет превышать число не-
известных. Однако, выше было показано, что такая
точная привязка значений приводит к достаточно
большим погрешностям из-за высокой чувстви-
тельности восстановленного звукового поля к из-
меренным значениям при наличии доверитель-
ного интервала измерений. Поэтому коррекция
должна также осуществляться с помощью метода
наименьших квадратов, тем более, что значение
адмитанса  определяется этим методом.
Критерием правильности извлечения импеданса
выступают отклонения восстановленного звуко-
вого давления на всех микрофонах от измерен-
ных значений, которые не должны быть больше
доверительного интервала.

Метод извлечения импеданса основан на рас-
смотрении задачи минимизации полного функ-
ционала :

(41)

где ,  и  – звуковые давления,
восстановленные в секциях 1, 2 и 3 с помощью
выражений (12), (13) и (14) соответственно,

,  и  – звуковые давления, измеренные на
микрофонах секций 1, 2 и 3 соответственно,
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В отличиe от рассмотренного ранее функцио-
нала Ф (36) в данном функционале присутствуют
также слагаемые, учитывающие экспериментальные
данные на микрофонах в жесткостенных секциях, а
также слагаемые , обеспечивающие корректное
с точки зрения точного решения [47] описание
эффектов отражения, прохождения и трансфор-
мации волноводных мод на скачках импеданса.
При этом все коэффициенты отражения и про-
хождения  и  входящие в функционал (41),
являются функциями неизвестного импеданса и
рассчитываются, исходя из выражений, найден-
ных в [47]. В случаях, когда коэффициенты  и

 вычисленные согласно (25)–(28) для значе-

ния адмитанса , оказываются достаточно
близки к их теоретическим значениям, то для
упрощения вычислений значений функционала
(41) можно использовать разложение в ряд Тей-
лора

Задача минимизации значений функционала
(41) решается с помощью метода градиентного
спуска, при этом в качестве варьируемых пара-
метров выступают все комплексные амплитуды,
входящие в выражения (12)–(14), и адмитанс ,
продольные волновые числа 0-й и 1-й мод нахо-
дятся из численного решения уравнения (33), а в
качестве начальных значений этих переменных
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используются амплитуды и значение адмитанса
, полученные на предыдущем этапе.

Результаты извлечения импеданса рассмот-
ренного образца ЗПК с помощью различных ме-
тодов для реализованных в эксперименте частот
представлены на рис. 7 (значение импеданса
представлено для зависимости от времени вида

). Как видно из этого рисунка, прове-
денная коррекция с учетом эффектов прохожде-
ния и отражения на стыках образца практически
не изменила мнимую часть импеданса, а в боль-
шей степени оказала влияние на реальную часть
импеданса.

В табл. 6 для частоты 500 Гц представлены най-
денные продольные волновые числа kx, адмитансы β,
комплексные амплитуды А и В и значения функ-
ционалов Ф (36) и Фобщ (41) для извлечения импе-
данса согласно методу наименьших квадратов и
разработанному методу с учетом эффектов на
стыках образца. Как видно из данных табл. 6,
проведенная коррекция несколько увеличила
мнимую часть волнового числа kx, т.е. увеличила
затухание звука, и как следствие, возросла реаль-
ная часть импеданса.

Сравнение значений функционалов Фобщ по-
казывает, что коррекция звукового поля суще-
ственно приблизила коэффициенты отражения и
прохождения моды через разрыв импеданса к их
теоретическим значениям, но при этом качество
восстановления звукового поля в секции 2, кото-
рое определяется значением функционала Ф (36),
несколько ухудшилось. Тем не менее, восстанов-
ленное звуковое давление на микрофонах нахо-
дится внутри доверительного интервала измере-
ний. Таким образом, можно утверждать, что ре-
зультаты извлечения импеданса рассмотренного
ЗПК корректны.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящей работе проведено систематиче-

ское исследование проблем точности извлечения
импеданса ЗПК на установках типа “Интерферо-
метр с потоком” в случае отсутствия скользящего
потока. Методические исследования на установке
ЦАГИ выявили ряд проблем точности измере-

β(LsQ)

+ ωexp( )i t

ний, по результатам которых был предложен метод
определения доверительного интервала измере-
ний звуковых давлений, основанный на измене-
нии вибрационных характеристик стенок канала
установки.

Проведенные исследования показали, что ис-
пользование методов извлечения импеданса
ЗПК, в которых восстановленное звуковое давле-
ние точно фиксируется на значениях, измерен-
ных на ряде микрофонов, может приводить к су-
щественным погрешностям из-за высокой чув-
ствительности восстановленного звукового поля
к измеренным значениям при наличии довери-
тельного интервала измерений. Например, это
методы, основанные на методе Прони.

Извлечение импеданса однослойного образца
ЗПК на основе восстановления звукового поля с
помощью метода наименьших квадратов позво-
лило подтвердить аналитическую модель распро-
странения звука в прямоугольном канале при на-
личии скачков импеданса, развитую в работе [47]
с помощью метода Винера–Хопфа.

В настоящей работе разработан и реализован
метод извлечения импеданса ЗПК при отсутствии
потока, основанный на аналитическом методе
учета прохождения звуковых мод через стык им-
педанса, который позволяет с помощью метода
наименьших квадратов восстанавливать самосо-
гласованное звуковое поле в рабочей части уста-
новки и использует относительно небольшое
число микрофонов, установленных как напротив
образца, так и за его пределами. В частности, этот
метод может быть использован для получения
стартовых значений импеданса при реализации
численных методов извлечения импеданса ЗПК
на этой установке.

Дальнейшие исследования будут направлены
на решение задачи извлечения импеданса при на-
личии потока. Экспериментальные исследования
на установке ЦАГИ показали, что волновая
структура звукового поля в канале установки явно
зависит от профиля скорости потока, и учет этого
эффекта требует пересмотра ряда моделей, при-
меняемых до настоящего времени для извлечения
импеданса.

Данная работа выполнена при финансовой
поддержке Гранта РФФИ №18-32-00908 мол_а.

Таблица 6

С учетом эффектов на стыках Метод наименьших квадратов

kx (0.54, 0.01) (0.54, 0.0071)

β (0.0266, –0.397) (0.0189, –0.40)
A (–2.46, 15.57) (–1.34, 15.19)
B (–2.45, 7.68) (–1.58, 7.92)
Фобщ/Φ 0.134/0.087 0.63/0.0375
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