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С использованием приближенных аналитических расчетов, основанных на ВКБ и адиабатическом
приближениях для модового представления поля, а также численного моделирования на основе
теории адиабатических мод, геометроакустического приближения и метода параболического урав-
нения, исследованы закономерности формирования и распространения каустических и слаборас-
ходящихся акустических пучков в горизонтально неоднородном рефракционном океаническом
волноводе. Определены области горизонтальных расстояний, на которых сохраняются типичные
для каустических и слаборасходящихся пучков зависимости интенсивности акустического поля от
горизонтального расстояния. Рассмотрены процессы переформирования каустических и слаборас-
ходящихся пучков в океаническом волноводе с увеличивающейся глубиной водного слоя и неиз-
менной в горизонтальном направлении стратификацией скорости звука, которая вблизи источника
характеризовала открытый ко дну подводный звуковой канал. Сформулированы условия эффек-
тивно-согласованного перехода рефрагированных в термоклине и взаимодействующих с дном мод
мелководного участка волновода в чисто рефрагированные моды подводного звукового канала от-
носительно глубоководного участка океанического волновода.
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ВВЕДЕНИЕ

Как известно [1–14], в стратифицированных по
глубине океанических волноводах возможно фор-
мирование каустических [1, 3, 13, 14] и слаборасхо-
дящихся [2–12] акустических пучков. Каустиче-
ский пучок формируется около луча, горизонталь-
но выходящего из источника, модами, горизонты
поворота которых ближе всего расположены к глу-
бине погружения источника [1, 13, 14]. Этому
опорному для каустического пучка лучу соответ-
ствует гладкий экстремум зависимости длины
цикла лучей от угла выхода из источника при нуле-
вом значении этого угла [1, 6, 13, 14]. Естественно,
что в ВКБ приближении опорной для каустическо-
го пучка будет являться бриллюэновская волна, го-
ризонт поворота которой ближе всего расположен
к глубине погружения источника [1, 13], а сам пу-
чок формируется около соответствующих частей
каустических линий, сближающихся между со-
бой с ростом горизонтального расстояния [3].

При этом его ширина заметно уменьшается с ро-
стом частоты излучения [4, 13].

Слаборасходящийся пучок формируется око-
ло опорного луча, угол выхода которого из источ-
ника совпадает со значением положения гладкого
экстремума зависимости длины цикла лучей от
лучевого параметра, обратно пропорционального
фазовой скорости распространения акустических
волн вдоль этих лучей [2, 3, 14]. В отличие от экс-
тремума, соответствующего обычному каустиче-
скому пучку [1, 3, 6, 13, 14], такому экстремуму от-
вечает уже нулевое значение производной от дли-
ны цикла лучей по лучевому параметру [2, 3, 6,
14], соответственно, даже не при нулевом значе-
нии отвечающего этому экстремуму угла выхода
лучей [3, 7, 14]. При этом, слаборасходящийся пу-
чок лучей проявляется в пространственном (по
горизонтальному расстоянию и глубине) распре-
делении интенсивности акустического поля в
океаническом волноводе исключительно лишь в
виде формируемой им системы каустик, которые
в свою очередь уже формируют определенными
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своими частями каустический пучок около соот-
ветствующего слаборасходящемуся пучку опор-
ного луча [3]. Вполне естественно, что проявле-
ние обычных каустических пучков и отвечающих
слаборасходящимся пучкам каустических пучков
в пространственном распределении интенсивно-
сти акустического поля возможно лишь при от-
носительно высоких частотах излучения, то есть
при достаточно многомодовом режиме распро-
странения не только во всем допустимом диапа-
зоне углов скольжения мод океанического волно-
вода, но и в тех диапазонах, где расположены глад-
кие экстремумы угловой зависимости длины
цикла соответствующих этим модам бриллюэнов-
ских волн [2, 4, 13]. Кроме того, преобладание по
интенсивности акустического поля каустических
и слаборасходящихся пучков становится все бо-
лее существенным также и при увеличении до
определенного оптимального размера апертуры
соответствующим образом сфазированной верти-
кальной антенны [1, 6].

Отметим, что при расположении источника на
определенной — критической глубине, совпада-
ющей с горизонтом поворота луча, которому от-
вечает гладкий экстремум в угловой зависимости
длины цикла лучей, около горизонтально выхо-
дящего из источника опорного луча формируется
каустический пучок, являющийся одновременно
и самым слаборасходящимся [6].

Очевидно, что на распространение каустиче-
ских и слаборасходящихся пучков будут оказы-
вать заметное влияние не только дифракционные
эффекты [2, 4, 13], но и изменения акустических
характеристик океанических волноводов в гори-
зонтальном направлении [9, 10, 12]. При этом
влияние горизонтальной неоднородности океа-
нического волновода в существенно большей сте-
пени скажется на формировании и распростране-
нии каустических слаборасходящихся пучков,
поскольку даже при достаточно малом измене-
нии значения лучевого параметра, отвечающего
положению гладкого экстремума у соответствую-
щей зависимости длины цикла лучей, горизонт
поворота соответствующего ему луча, а, следова-
тельно, и критическая глубина, может существен-
но отличаться от глубины погружения источника.
Вследствие этого формирующийся каустический
пучок уже не будет являться одновременно и са-
мым слаборасходящимся по трассе распростране-
ния. Кроме того, в горизонтально неоднородных
океанических волноводах возможно существенное
переформирование каустических и слаборасходя-
щихся пучков по трассе распространения [10].

Поэтому необходимо, во-первых, дополнить
сформулированные в [10, 12] качественные условия
сохранения характерных свойств каустических и
слаборасходящихся пучков в плавно неоднородных
по трассе океанических волноводах соответствую-

щими им приближенными аналитическими зави-
симостями интенсивности акустического поля,
аналогичными полученным в [6] для горизон-
тально однородных океанических волноводов.
Во-вторых, с использованием адиабатического
приближения для модового представления поля
[8], лучевой теории [15] и метода параболическо-
го уравнения [16] следует рассмотреть процессы
переформирования каустических и слаборасхо-
дящихся пучков на конкретном, но достаточно
общем примере плавно неоднородного по трассе
океанического волновода. Причем, здесь пред-
ставляется логичным воспользоваться с целями
преемственности и обобщения полученных в [6]
результатов также моделью относительно мелко-
водного океанического волновода с неизменной
по трассе стратификацией скорости звука, харак-
теризующей вблизи расположения источника от-
крытый ко дну подводный звуковой канал, но с
увеличивающейся, в отличие от [6], глубиной
водного слоя. Следует отметить, что аналогичная
модель горизонтально неоднородного океаниче-
ского волновода достаточно широко использует-
ся для описания наблюдаемых в реальных усло-
виях закономерностей распространения акусти-
ческих сигналов из шельфовой зоны в открытый
океан [17–22].

КАУСТИЧЕСКИЕ
И СЛАБОРАСХОДЯЩИЕСЯ

ПУЧКИ ЛУЧЕЙ
Для получения необходимой в дальнейшем за-

висимости интенсивности акустического поля
вдоль лучей в океаническом волноводе с плавно
изменяющимися в горизонтальном направлении
акустическими характеристиками воспользуемся
ВКБ и адиабатическим приближениями для мо-
дового представления поля точечного источника
тонального излучения с частотой ω [8]. Предпо-
ложим, что в водном слое с изменяющейся глуби-
ной  квадрат показателя преломления аку-

стических волн  достаточно плавно изменя-
ется с глубиной z и горизонтальным расстоянием
r как выше , так и ниже  оси канала,
расположенной на глубине :

(1)

при этом зависимости  и  удовлетво-
ряют условиям применимости соответствующих
приближений [8], а дно является акустически
мягким [8].

Если теперь в рамках ВКБ и адиабатического
приближений и при условии многомодового режи-
ма распространения волн выполнить полностью
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аналогичные [23–25] преобразования суммарно-
го поля мод [8], но, как и в [25], при переходе от
суммирования к интегрированию по номеру мо-
ды l ввести прежде под знак суммы тождественно
равный единице множитель

(2)

то после интегрирования методом стационарной
фазы получим, с учетом соответствующего этим
приближениям дисперсионного уравнения

(3)

следующее выражение для интенсивности аку-
стического поля вдоль луча:

(4)

В равенствах (2)–(4) введены следующие обозначе-
ния: lst – значение номера моды, отвечающее точке
стационарной фазы соответствующего подынте-
грального выражения;   – ско-
рость звука на оси канала;  – угол скольже-
ния бриллюэновских волн на оси канала;  и

 – соответственно минимальные и макси-
мальные глубины, достигаемые бриллюэновски-
ми волнами, для которых  либо

   где
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Проходимое лучом горизонтальное расстояние
определяется при фиксированном значении β из
следующего уравнения
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 и  минимальные и максимальные глу-
бины для лучей. Характеризующая фокусировку
или дефокусировку величина Φ в (4) определяет-
ся следующим выражением:

(7)

Для дальнейшего анализа удобно с использо-
ванием (6) представить выражение (7) в виде сум-
мы двух выражений

(8)

Выражение Gi принимает нулевое значение в од-
нородном по трассе океаническом волноводе. В
(7), (8) с целью сокращения записи введены сле-
дующие обозначения:

(9)
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фокусировки групп мод, формирующих поля
вдоль соответствующих геометроакустических
лучей (6).

Таким образом, здесь важно отметить, что по
аналогии с дифракционной фокусировкой поля
многомодового пучка, т.е. фиксированной груп-
пы мод, формируемых вертикальной антенной
около соответствующего опорного луча (см. [25]),
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характерного пространственного масштаба 
проявления аберрационных эффектов второго
порядка ( n = 2 в (2)).

Как и в [6], рассмотрим изменения величины
F  = 1/J, характеризующей пространственную рас-
ходимость интенсивности акустического поля (4),
сначала для обычного каустического пучка, фор-
мирующегося лучами в достаточно узком диапа-
зоне изменения лучевого параметра около гори-
зонтально выходящего из источника луча:

(10)

Естественно, что с ростом горизонтального рас-
стояния у формирующих такой пучок лучей будут
изменяться значения лучевого параметра (10):

(11)

которые при r > 0 описываются соответствующим
адиабатическому приближению (3) уравнением:

(12)

Тогда, с учетом (10) при разложении  в ряд с
использованием (4)–(9), получим для величины F
следующее приближенное выражение:

(13)
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При этом, как показано в [6] на примере однород-
ного в горизонтальном направлении волновода,
здесь (см. (13)–(15)) также выполняется неравен-
ство  С использованием разложения в ряд
с точностью до первого порядка малости по

 слагаемые в выражении для Φ2s
(15), в основном влияющие на пространственную
(рефракционную) расходимость обычного кау-
стического пучка лучей, можно представить в
следующем виде:
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(17)

В (16) величина Δrs характеризует фактически на-
капливающиеся с расстоянием различия в прояв-
лении аберрационных эффектов первого порядка
(рефракционной фокусировки и дефокусировки)
при распространении обычных каустических пуч-
ков в горизонтально неоднородных волноводах от
распространения таких пучков в горизонтально
однородных волноводах.

Естественно предположить, что каустический
пучок сохранит присущие ему свойства (13)–(15) в
той области горизонтальных расстояний, где его
характерная ширина Λ будет оставаться заметно
меньше диапазона глубин 
между нижним и верхним горизонтами, достигае-
мыми соответствующим этому пучку опорным лу-
чом. Как следует из [12], типичное для пучка соот-
ношение Λ/Δz  1 имеет место лишь при выполне-
нии необходимого условия

(18)

в котором величина

(19)

определяет интегральный пространственный
масштаб переформирования интерференцион-
ной структуры поля пучка. Если в подынтеграль-
ном выражении (19) воспользоваться разложени-
ем величины D(β) в ряд с точностью до первого
порядка малости по Δβ (11), а также следующими
из (3), (12) приближенными равенствами

(20)

(21)

то условие (18) можно переписать в более удоб-
ном для физического анализа виде интегрального
неравенства

(22)

выполнение которого зависит от числа эффек-
тивно формирующих каустический пучок мод Δl
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и изменяющейся с горизонтальным расстоянием
величины  (9), характеризующей простран-
ственный масштаб проявления аберрационных
эффектов второго порядка  [25]. По ана-
логии с преобразованием выражения (16), ис-
пользуя разложение в ряд  с точностью до
первого порядка малости по Δβs, из (22) находим
неравенство

(23)

в котором функция

учитывает влияние плавной горизонтальной неод-
нородности океанического волновода на про-
странственный масштаб проявления аберрацион-
ных эффектов второго порядка, то есть дифракци-
онной расходимости каустического пучка.

Рассмотрим теперь поведение величины F для
слаборасходящегося пучка лучей с определенны-
ми начальными значениями лучевого параметра

(24)

изменения которого с расстоянием описываются
также решениями уравнения (12):

(25)

Изменение же значения лучевого параметра βca,
отвечающего положению гладкого экстремума

(26)

зависимости D(β) будет определяться исключи-
тельно лишь ее трансформацией с расстоянием. С
учетом сказанного (см. (24)–(26)), используя раз-
ложение величины  сначала по Δβ, а затем –

 по  с точностью до пер-
вого порядка малости, получим из (4)–(9) следу-
ющее выражение

(27)
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(29)

Из сравнительного анализа выражений для Fs
(13)–(15) и Fc (27)–(29) следует, что аберрацион-
ные эффекты первого порядка (рефракционные
эффекты) будут оказывать меньшее влияние на
пространственную расходимость слаборасходя-
щегося пучка, чем на расходимость обычного
пучка при выполнении очевидного условия

(30)

Поскольку диапазон изменения лучевого пара-
метра Δβ в соответствующих пучках (11), (25)
можно сделать сколь угодно малым за счет выбо-
ра отвечающих этим пучкам достаточно малых
диапазонов Δβ0s (10), Δβ0c (24), то неравенство (30)
будет оставаться справедливым всегда при вы-
полнении дополнительного условия

(31)

Из выражения для Fc (27)–(29) следует, что вы-
полнение дополнительного условия (31) необхо-
димо также и для того, чтобы пучок оставался
слаборасходящимся вдоль всей трассы распро-
странения, т.е. изменяющееся с расстоянием зна-
чение лучевого параметра  отвечающее
положению гладкого экстремума у зависимости
D(β), не превышало допустимых значений луче-
вого параметра β (25) лучей, формирующих соот-
ветствующий пучок.

Однако, для того чтобы слаборасходящийся
пучок сохранял присущие пучку свойства, необ-
ходимо потребовать также выполнение аналогич-
ного (18) условия, которое с учетом (19), (25), (26)
можно приближенно представить в следующем
виде

(32)

С использованием в подынтегральном выра-
жении (32) аналогичных (20), (21) приближенных
равенств, а также условия (31) и соотношения

 из (32) находим следующее нера-
венство
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(33)

в котором величина

(34)

характеризует пространственный масштаб 
проявления аберрационных эффектов третьего
порядка в слаборасходящемся пучке [12].

Используя полученные выше результаты для Fs
(13)–(15) и Fc (27)–(29), остановимся на рассмот-
рении поведения величины F для самого слабо-
расходящегося каустического пучка с определен-
ным начальным диапазоном изменения лучевого
параметра

(35)

который изменяется с ростом горизонтального
расстояния

(36)

Здесь в отличие от (10), (11) и (24), (25) предпола-
гается, что источник расположен на критической
глубине [6], на которой значение лучевого пара-
метра β0s горизонтально выходящего из источника
опорного луча для каустического пучка совпадает
со значением лучевого параметра , отве-
чающего положению гладкого экстремума у зави-
симости D(β) при r = 0 (см. (35), (36)). В этом слу-
чае, выполнив полностью аналогичные использо-
ванным при нахождении зависимостей Fs (13)–(15)
и Fc (27)–(29) приближенные вычисления, полу-
чим для величины F следующее выражение

(37)

(38)
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( ) ( ) ( )β Δ !3 2
0

1 ,
r

d ca

dr
R l

( ) ( )
β=β

  β =     π  ∂ ∂β 

2 4
3 0

2 22
ca

d ca
k DR

D

( )3
dR

β = β − Δβ Δβ ≥
Δβ β β = β!

0 0 0 0

0 0 0 0

, 0,
1, ,

c с с

с с с s

( ) ( )
β = β − Δβ Δβ β

β = = β = = β
!

0

, 1,
0 0 .
c с

с сa cr r

( )β = 0сa r

( ) ( )
( ) ( )β − β≈ = β Φ

β β

2 2
0 0

0

,
;с с

sс c sc
с с

D n z r
F F r

D

Φ = Φ + Φ1 2 ;sc g g

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )[ ]

( )
( ) ( )

β =β

β=β

β=β

 β ∂ Φ = μ γ   ∂ββ   

β βΦ = ×
β

   ∂× + β + μ β β ×  ∂β 
× Δβ − Δβ −

β ∂  − + μ Δβ π ∂β  

0 0

2
00

1 1 0
00 00 0

0 00
2

0 0 0

2

1 1 1 2 0 2

2
0

2 2

,

2

;

,
;

c

ca

c

c s
g s

c

c c
g

c

c c c

c

c

D D zc z
c D

c D
c D

Dm E E

k D D z r
m

в котором 

Из сравнения зависимостей для Fc (27)–(29) и
Fsc (37)–(39) следует, что при выполнении усло-
вия (31), как и в горизонтально однородном океа-
ническом волноводе [6], пространственная (ре-
фракционная) расходимость слаборасходящегося
каустического пучка будет заметно меньше, чем
обычного слаборасходящегося пучка.

Наряду с рассмотренными тремя вариантами
пространственной расходимости пучков Fs (13)–(15),
Fc (27)–(29) и Fsс (37)–(39) возможен также свое-
образный промежуточный вариант, когда при
распространении обычного каустического пучка
в определенной области горизонтальных расстоя-
ний в присущем ему диапазоне изменения луче-
вого параметра (11) будет находиться значение
лучевого параметра  отвечающее положению
гладкого экстремума у зависимости D(β); более
того, на определенном расстоянии может выпол-
няться равенство характерных значений лучевого
параметра  В этом случае могут проявить-
ся следующие закономерности. Во-первых, в со-
ответствующей области горизонтальных расстоя-
ний помимо одной системы каустик, присущей
обычному каустическому пучку, сформируется
дополнительная система каустик, присущая сла-
борасходящемуся пучку; при этом возможна су-
щественная фокусировка каустического пучка на
тех горизонтальных расстояниях, где имеет место
слияние определенных каустик из этих двух кау-
стических систем. Во-вторых, очевидно, что про-
странственная (рефракционная) расходимость
такого каустического пучка в определенной обла-
сти горизонтальных расстояний будет описы-
ваться величиной F, возрастающей быстрее, чем
Fsс (37)–(39), но медленнее чем Fs (13)–(15) с уве-
личением r. Наибольший интерес представляет
собой изучение именно таких закономерностей,
поскольку они могут проявляться при формиро-
вании пространственной (по горизонтальному
расстоянию и по глубине) интерференционной
структуры акустических полей каустических и
слаборасходящихся пучков только лишь в гори-
зонтально неоднородных океанических волново-
дах, в отличие от описываемых зависимостями Fs
(13)–(15), Fc (27)–(29) и Fsс (37)–(39) закономер-
ностей, которые с соответствующими изменени-
ями проявляются и в горизонтально однородных
океанических волноводах [6]. Поэтому следую-
щий раздел статьи посвящен рассмотрению про-
цессов переформирования интерференционной
структуры акустических полей каустических и
слаборасходящихся пучков в горизонтально не-
однородном волноводе.

Φ ≠1 0.g

β ,сa

β = β .s ca



АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 66  № 2  2020

КАУСТИЧЕСКИЕ И СЛАБОРАСХОДЯЩИЕСЯ ПУЧКИ 187

МНОГОМОДОВЫЕ КАУСТИЧЕСКИЕ
И СЛАБОРАСХОДЯЩИЕСЯ ПУЧКИ

С целью количественного и достаточно строгого
описания закономерностей, проявляющихся при
переформировании интерференционной структу-
ры акустических полей каустических и слаборасхо-
дящихся пучков в горизонтально неоднородном
океаническом волноводе воспользуемся анало-
гичной [6] простейшей моделью открытого ко дну
подводного звукового канала в виде неизменной
с горизонтальным расстоянием билинейной за-
висимости квадрата показателя преломления (1)
от глубины

(40)

но с увеличивающейся толщиной водного слоя

(41)

при R = 3 × 104 м и следующих значениях пара-
метров (см. рис. 1, а также [6]):

(42)

Здесь ρ – плотность среды водного слоя, ρg – плот-
ность среды жидкого дна со скоростью звука cg.

Предположим теперь, что акустическое поле в
волноводе возбуждается вертикальной антенной,
состоящей из N = 2n + 1 (n ≥ 0) дискретно распо-
ложенных по ее апертуре h = nλ0 точечных источни-
ков, излучающих тональный сигнал с частотой f.
Тогда пространственное распределение интен-
сивности акустического поля J(r, z) будет описы-
ваться в адиабатическом приближении выраже-
нием следующего вида [6, 8]:

(43)

(44)

Здесь  – минимальная длина волны
излучения,  – ортонормированные соб-
ственные функции волновода сравнения и соот-
ветствующие ему горизонтальные волновые чис-
ла мод kl с номерами ,  – глубина центра
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антенны (j = 0),  – угол компенсации антенны,
совпадающий с углом выхода луча из источника,
расположенного в ее центре (j = 0).

Как следует из (43), формирование наиболее
устойчивой крупномасштабной интерференци-
онной структуры акустического поля определяет-
ся зависимостью от номера моды интегрального
пространственного масштаба интерференции со-
седних мод

(45)

обратно пропорционального усредненной вели-
чине, в свою очередь обратно пропорциональной
текущему пространственному масштабу интер-
ференции

(46)

Очевидно, что при многомодовом режиме рас-
пространения акустических сигналов наличие у

 (45) при  достаточно гладкого экстре-
мума в определенном диапазоне изменения l,
расположение которого слабо зависит от расстоя-
ния, приведет к выделенности соответствующего
масштаба интерференции в J(r, z) (43), а именно,
проявлению фокусировки акустического поля в
океаническом волноводе приблизительно с про-
странственным периодом  Кроме
того, в J(r, z) могут заметно проявляться простран-
ственные масштабы интерференции  (45), со-
ответствующие расположенным при определен-
ных значениях  достаточно узким максиму-
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Рис. 1. Зависимость скорости звука c от глубины z в
месте расположения источника (а) – при r = 0 и (б) –
в конце трассы при r = 30 км.
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мам зависимости коэффициента возбуждения
мод Vl (44) от их номера.

В дальнейшем, анализ именно зависимостей
величин Vl (44),  (45) и  (46) позволит од-
нозначно интерпретировать результаты численно-
го моделирования для J(r, z) (43). Однако, прежде
чем перейти к целенаправленному численному
моделированию соответствующих процессов, вы-
полним приближенный анализ поведения с рас-
стоянием r зависимостей kl,  (45) и  (46) от l.
С этой целью сделаем дополнительное упроще-
ние модели (40)–(42) океанического волновода,
предположив, что его дно является акустически
мягким. Такое допущение вполне оправдано,
поскольку для представляющих основной инте-
рес достаточно малых углов скольжения мод

 коэффициент отражения аку-
стических волн от дна весьма близок к –1.

В рамках такой упрощенной модели волновода
с использованием ВКБ и адиабатического прибли-
жений (см. (3)) получим простое дисперсионное
уравнение, которое для удобства анализа запишем

для величины  

(47)

(48)

(49)

Здесь

В рамках используемых здесь приближений
можно, по аналогии с горизонтально однородны-
ми волноводами [2], получить для характерных
пространственных масштабов интерференции
(45), (46) следующие выражения

(50)

в которых  – текущая длина цикла
модифицированной бриллюэновской волны,
определяемая аналогичной (5) при β ⇒ βl зависи-
мостью, имеющей для рассматриваемой модели
волновода достаточно простой вид:

(51)

Проанализируем сначала поведение  реше-
ний уравнений (47)–(49). Как и следовало ожи-
дать (см. (47)), углы скольжения чисто рефраги-
рованных мод  (захваченных подвод-
ным звуковым каналом) не зависят от
горизонтального расстояния ( ). Есте-
ственно, что у представляющих здесь основной
интерес рефрагированных в верхнем термоклине

 и взаимодействующих с наклонным дном
мод  углы скольжения уже зависят от

горизонтального расстояния ( ), по-
скольку в уравнении (48) присутствует величина

. В рассматриваемой ситуации a2/a1  1 (см.
(42)) в предположении малости отношения

 можно получить приближенные ре-
шения уравнения (48), соответствующие модам с

относительно малыми  и большими

 углами скольжения:
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(52)

где  Как следует из (52), углы

скольжения рефрагированных в термоклине и
взаимодействующих с наклонным дном мод
уменьшаются с ростом горизонтального расстоя-
ния, причем заметно быстрее у мод с относитель-
но малыми углами скольжения; в результате чего
возрастают глубины горизонтов поворота

(53)

соответствующих мод, а формируемое ими аку-
стическое поле в термоклине  все более
локализуется вблизи оси канала. По мере умень-
шения  (52) и увеличения  мода с изна-
чально фиксированным при r = 0 номером

 где  при r = rH
перестает взаимодействовать с дном волновода и
становится чисто рефрагированной. Поскольку
на этом расстоянии rH увеличивающееся число
чисто рефрагированных мод 
сравнивается с фиксированным при r = 0 номе-
ром моды , то из соответствующего равенства

 находим

(54)

При расположении источника в термоклине на
глубинах , не превышающих сопряжен-
ную глубину

(55)

которая определяется из равенства ,
акустическое поле каустического пучка при r < Dl
формируется в основном рефрагированными в
термоклине и взаимодействующими с дном модами,
глубины горизонтов поворота которых расположены
вблизи глубины погружения источника [1, 6]. По-
этому из (53) при  можно определить вели-
чину  а следовательно, соответ-
ствующий ей номер моды  (48),
отвечающий положению основного максимума
зависимости коэффициента возбуждения мод Vl
(44), и расстояние rH (54), начиная с которого
сформированный около опорной при r = 0 брил-
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люэновской волны с  каустиче-
ский пучок перестанет взаимодействовать с на-
клонным дном океанического волновода.

Для реализации такого эффективно-согласо-
ванного перехода рефрагированных в термокли-
не и взаимодействующих с наклонным дном мод
в чисто рефрагированные моды подводного зву-
кового канала [17–22] на определенном участке
океанического волновода  (см. (40), (41))
при  необходимо, чтобы расстояние
rH (54) не превышало характерного масштаба не-
однородности R (41), но превышало интеграль-
ный пространственный масштаб интерференции
соседних мод  (50):

(56)

при этом предполагается также выполнение усло-
вий применимости ВКБ и адиабатического при-
ближений [8]. Неравенства (56) позволяют с ис-
пользованием (51), (54) определить соотношения
между параметрами z0, H0, a1, a2, R и zs, при кото-
рых возможен эффективно-согласованный пере-
ход прежде взаимодействующего с наклонным
дном каустического пучка в подводный звуковой
канал океанического волновода (40), (41), удовле-
творительно моделирующего также и соответству-
ющие условия аналогичного распространения
акустических сигналов в реальных шельфовых зо-
нах океана [17–22].

Относительно взаимодействующих с поверх-
ностью и дном мод ( ) отметим лишь,
что их углы скольжения также уменьшаются с ро-
стом горизонтального расстояния; это с очевид-
ностью следует из приближенного решения урав-
нения (49):

(57)

Расстояние rt, на котором мода с фиксирован-
ным при r = 0 номером l = lt и  пере-
станет взаимодействовать со свободной поверхно-
стью волновода, определится из равенства lt = l0(rt):

(58)

Как уже отмечалось выше, при расположении
источника в термоклине на глубинах 
основной интерес представляют рефрагирован-
ные в термоклине и взаимодействующие с на-
клонным дном моды, поэтому ниже остановим-
ся на анализе поведения зависимости  (51) в
соответствующем диапазоне  где
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при выполнении определенных условий воз-
можно существование у  гладкого минимума
[6]. При выполнении аналогичных (26) условий
с использованием (51) находим для величины

 определяющей положение гладкого
минимума у зависимости  (51), следующее
уравнение:

(59)

Учитывая малость величины  из (59) в
первом приближении найдем для нее достаточно
точное решение [6]

(60)

с использованием которого определим критиче-
скую глубину

(61)

Как следует из (60), (61), с ростом глубины водно-
го слоя H(r) величина  (60) возрастает

 а zca (61) уменьшается,  при этом
минимум зависимости  (51), существующий
лишь при выполнении условия  т.е. при

 для a2/a1  1, становится все более
гладким, поскольку уменьшается по абсолютной
величине соответствующее значение второй про-
изводной:

Поскольку же величина  соот-
ветствующая опорной бриллюэновской волне ка-
устического пучка, с ростом расстояния наоборот
уменьшается (см. (48), (52)), в отличие от возрас-
тающей величины  (60), то при глубинах
погружения источника, для которых выполняет-
ся условие , возможно пересече-
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ние кривых, отвечающих зависимостям  и
 на определенном расстоянии rca, где

Как следует из предыдущего раздела, при r = rca
начнет формироваться дополнительная система
каустик. Однако очевидно, что она заметнее все-
го сможет проявиться начиная с расстояния

 уменьшающегося с увеличением от-
ношения  и определяемого из
уравнения

(62)

в котором номер моды  соответствует
положению гладкого минимума зависимости

 (см. (45), (50)). Поскольку минимум  при
 будет, по аналогии с минимумом  при
 так же становиться все более гладким с ро-

стом r (см. (64)), то формирование дополнитель-
ных каустических структур в J(r,z) заметнее все-
го проявится при определенном значении отно-
шения  в соответствующей
пространственной области , которая огра-
ничивается не только выполнением условия

, но и постепенным уменьшением эф-
фективной ширины  минимума , приводя-
щим к ослаблению влияния преобладающих по
амплитуде мод на формирование отвечающих
ему каустических структур.

Полученные выше результаты аналитических
расчетов позволяют приступить теперь к целена-
правленному численному моделированию про-
цессов формирования пространственной интер-
ференционной структуры акустического поля в
рассматриваемом горизонтально неоднородном
океаническом волноводе (40)–(42). При этом,
как и в [6], выберем в соответствии с выводами
аналитических исследований достаточно высо-
кую частоту излучения f = 3 кГц и характерные
для данного волновода значения глубин погруже-
ния точечного источника или центра антенны

 =  и  =
= 72.73 м.

Из приведенных на рис. 2 зависимостей нор-
мированного коэффициента возбуждения мод

(63)

от их номера видно, что основной (абсолютный)
максимум Пl расположен при l = ls = 40 для zs = 50 м
и при l = ls = 25 для zs = zca(r = 0). Поэтому, как по-
казано в [1, 6], именно модами с близкими к соот-
ветствующему значению l = ls номерами форми-
руется каустический пучок. С учетом такого рас-
положения абсолютных максимумов Пl (рис. 2), из
представленных на рис. 3 зависимостей  (45),

( )αs r
( )αca r

( ) ( )α = α .s ca ca car r

− >
�

,ca car r r
( )α = α <00 1ca sr

( ) ( )= = α =0 , 0 ,ca ca s t sl r l S r

( )= cal l r

( )lD r lD
= cal l lD
= ,cal l

( )α = α <00 1ca sr
> car r

( )< 0ca cal l r
Δ cal lD

= 0 2sz z ( )< =50 м 0caz r ( )= = 0s caz z r

{ }Π = maxl l lV V

+, 1l lR
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 (46) следует, что равенство (62) выполняется
на расстоянии  км для ls = 40 и  км
для ls = 25. Это означает, что формирование до-
полнительных каустических структур начнет
проявляться при  км для zs = 50 м и  км
для zs = zca(r = 0). Последнее утверждение полно-
стью подтверждается полученными с использова-
нием адиабатического приближения (43) резуль-
татами численных расчетов пространственного
распределения нормированной интенсивности
J0(r,z) = rJ(r,z) акустического поля точечного ис-
точника (рис. 4). При этом дополнительные кау-
стические структуры в J0(r,z) заметнее всего про-
являются на расстояниях 15 < r < 20 км при zs =
= 50 м (рис. 4а) и на расстояниях 7.5 < r < 12.5 км при

+, 1l lR
� 10car � 5car

> 10r > 5r

zs = zca(r = 0) (рис. 4б). Таким образом, в полном
соответствии с результатами аналитических рас-
четов с увеличением отношения 
(то есть  так как  =

) уменьшается горизонтальное расстоя-
ние , с которого начинает заметно проявляться
формирование дополнительных каустических
структур в J0(r,z), отвечающих переформирова-
нию каустического пучка в слаборасходящийся
пучок в относительно узкой пространственной
области.

Тот факт, что в отвечающих переформирова-
нию каустического пучка в слаборасходящийся
пучок пространственных областях формируются
именно каустические структуры, отвечающие за
появление соответствующих им зон повышенной
акустической освещенности (рис. 4), доказывают
приведенные на рис. 5 результаты численного мо-
делирования, полученные с использованием луче-
вой теории [15], позволяющей достаточно точно

( )= <0 1ca sl r l
( )α = α <00 1,ca sr ( )= 0cal r

( )= 0cal r
car

Рис. 2. Зависимости нормированного коэффициента
возбуждения мод Πl (63) от их номера l при f = 3 кГц и
различных глубинах погружения точечного источни-
ка (n = 0, N = 1 в (44)): (а) – zs = 50 м; (б) – zs = zca(r =
= 0) = 72.37 м.

0.8

0.6

0.4

0.2

Пl

(а)

l20 40 60 800

0.8

0.6

0.4

0.2

Пl

(б)

l20 40 60 800

Рис. 3. Зависимости (а) интегрального  (45) и
(б) – текущего  (46) пространственных масшта-
бов интерференции соседних мод от их номера l при
f = 3 кГц на различных горизонтальных расстояниях:
r  = 0 (кривая 1); r = 10 км (кривая 2); r = 15 км (кривая 3).
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описывать и, тем самым, идентифицировать кау-
стические структуры в пространственном распре-
делении интенсивности акустического поля.

Применимость же адиабатического прибли-
жения (43) для достаточно корректного описания
эффекта формирования дополнительных каусти-
ческих структур в пространственном распределе-
нии нормированной интенсивности акустическо-
го поля точечного источника в рассматриваемой
модели горизонтально неоднородного океаниче-
ского волновода (40)–(42) подтверждается анало-

гичными результатами численного моделирова-
ния для J0(r,z), полученными с использованием
параболического уравнения (рис. 6). Поэтому да-
лее также воспользуется именно адиабатическим
приближением (43) для описания в рассматрива-
емом волноводе (40)–(42) формирования верти-
кальной антенной при  многомодового кау-
стического пучка, при этом уделяя основное вни-
мание его распространению в пространственной
области  где формируется дополнительная
каустическая структура, соответствующая одно-
му точечному источнику излучения, расположен-
ному на глубине центра антенны.

χ = 0s

> ,car r

Рис. 4. Представленное в плотностной записи про-
странственное (по горизонтальному расстоянию r и
глубине z) распределение нормированной интенсив-
ности J0(r,z) = rJ(r,z) акустического поля, полученное
с использованием адиабатического приближения
(43) при f = 3 кГц и различных глубинах погружения
точечного источника (n = 0, N = 1 в (44)): (а) – zs = 50 м;
(б) – zs = zca(r = 0) = 72.37 м. Стрелками указаны про-
странственные области, в которых заметнее всего
проявляется эффект формирования дополнительных
каустических структур.
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Рис. 5. Представленное в плотностной записи про-
странственное (по горизонтальному расстоянию r и
глубине z) распределение нормированной интенсив-
ности J0(r,z) = rJ(r,z) акустического поля, полученное
с использованием лучевой теории [15] при f = 3 кГц и
различных глубинах погружения точечного источни-
ка: (а) – zs = 50 м; (б) – zs = zca(r = 0) = 72.37 м.
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Как следует из приведенных на рис. 7, 8 ре-
зультатов численных расчетов, при оптимальном
размере апертуры антенны h = h0 = n0λ0 (n0 = 15),
при котором у зависимости Пl (63) присутствует
всего лишь один максимум [1, 6], расположенный
при том же значении l = ls = 40, что и у зависимости
Пl для точечного источника излучения (рис. 2а, 7а),
дополнительная каустическая структура в поле
многомодового каустического пучка заметнее
всего проявляется в том же диапазоне горизон-
тальных расстояний 15 < r < 20 км (рис. 8а), что и
для точечного источника излучения (рис. 4а). Од-
нако, как уже отмечалось в [1, 6], при дальнейшем
увеличении размера апертуры антенны h > h0 у за-
висимости Пl (63) наряду с основным (абсолют-
ным) максимумом появляются следующие за ним
относительные максимумы в диапазоне более вы-
соких номеров мод; при этом основной максимум
смещается в диапазон меньших значений l = ls < 40
(рис. 7). В результате такого поведения зависимости
Пl (рис. 7) наиболее заметная при 15 < r < 20 км
каустическая структура в J0(r,z) переформировы-
вается и сдвигается в область меньших горизон-
тальных расстояний сначала в пределах одного со-
ответствующего цикла отражения каустического
пучка от дна 15 < r < 20 км (рис. 8б), а затем при
N > 81 формируется уже в области расстояний
10 < r < 15 км, соответствующей предыдущему циклу
отражения каустического пучка от дна (рис. 8в, г).

Описанный процесс переформирования до-
полнительной каустической структуры в поле
многомодового каустического пучка на уменьша-
ющихся с ростом апертуры h > h0 горизонтальных
расстояниях (рис. 8), обусловленный смещением
основного максимума у зависимости Пl в диапа-
зон низких номеров мод (рис. 7), полностью ана-
логичен рассмотренному выше процессу умень-
шения горизонтального расстояния до формиру-
емой дополнительной каустической структуры в
J0(r,z) точечным источником излучения с увели-
чением глубины его погружения (рис. 4– 6), при ко-
тором основной максимум при l = ls у Пl также сме-
щается в диапазон низких номеров мод (рис. 2).

Естественно, что при расположении центра
антенны на критической при r = 0 глубине

 формируемый каустический пу-
чок уже не будет являться одновременно и са-
мым слаборасходящимся, поскольку характер-
ная для данного волновода (40)–(42) критиче-
ская глубина zca уменьшается с ростом r (см. (63))
и пространственная расходимость каустического
пучка при  (рис. 9) заметно превы-
шает пространственную расходимость каустиче-
ского пучка при  (рис. 8а).
Кроме того, поскольку углы скольжения мод от-
носительно низких номеров уменьшаются с ро-
стом r заметно быстрее, чем углы скольжения мод

( )= =0ca sz r z

( )= = 0s caz z r

( )= < =50 0s caz z r

относительно высоких номеров (см. (52)), то сфор-
мированный антенной при  и h = h0
каустический пучок уже на расстояниях r > 22 км
перестает взаимодействовать с наклонным дном
волновода и полностью захватывается звуковым
каналом (рис. 9).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
С использованием ВКБ и адиабатического

приближений для модового представления поля
получены аналитические зависимости, описыва-
ющие в рамках модифицированной лучевой тео-

( )= = 0s caz z r

Рис. 6. Представленное в плотностной записи про-
странственное (по горизонтальному расстоянию r и
глубине z) распределение нормированной интенсивно-
сти J0(r,z) = rJ(r,z) акустического поля, полученное с ис-
пользованием параболического уравнения [16] при f =
= 3 кГц и различных глубинах погружения точечного
источника: (а) – zs = 50 м; (б) – zs = zca(r = 0) = 72.37 м.
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рии изменение интенсивности акустического поля
в каустических (13)–(15) и слаборасходящихся
(27)–(29), (37)–(39) пучках, распространяющихся
в горизонтально неоднородных рефракционных
океанических волноводах при точечном источни-
ке тонального излучения. С учетом характерных
пространственных масштабов проявления аберра-
ционных эффектов второго и третьего порядков
определены пространственные области (22), (33), в
которых при выполнении сформулированных не-
обходимых условий реализуются присущие таким
пучкам зависимости интенсивности акустического
поля от горизонтального расстояния.

В рамках численного моделирования, основан-
ного на теории адиабатических мод, геометроаку-
стическом приближении и методе параболического
уравнения, исследованы процессы переформиро-
вания каустических и слаборасходящихся пучков
при точечном источнике тонального излучения,
распространяющихся в плавно неоднородном по
трассе океаническом волноводе, в качестве модели
которого использовался водный слой с увеличива-
ющейся глубиной и неизменной в горизонталь-

ном направлении стратификацией скорости зву-
ка, характеризующей вблизи источника откры-
тый ко дну подводный звуковой канал. При этом
были установлены следующие закономерности.

Во-первых, при обычном для реальных ситуа-
ций расположении источника выше оси канала
может иметь место переформирование каустиче-
ского пучка, приводящее к формированию им в
определенной пространственной области 
(62) характерных для слаборасходящегося пучка
дополнительных каустических структур (рис. 4).

Во-вторых, формирование таких дополни-
тельных каустических структур, горизонтальные
расстояния до которых возрастают с уменьшени-
ем глубины источника (рис. 4а, 4б), обусловлено
изменением с расстоянием характерной для дан-
ного волновода зависимости пространственного
масштаба интерференции соседних мод от их но-
мера (45), приводящим к смещению отвечающего
слаборасходящемуся пучку гладкого минимума
этой зависимости в диапазон относительно высо-
ких номеров мод (рис. 3), в котором расположен
соответствующий каустическому пучку основной

> car r

Рис. 7. Зависимости нормированного коэффициента возбуждения мод Πl (63) от их номера l при f = 3 кГц и глубине
центра антенны zs = 50 м, состоящей из различного числа точечных источников: (а) – N = 31; (б) – N = 61; (в) – N = 81;
(г) – N = 101.
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(абсолютный) максимум зависимости коэффи-
циента возбуждения мод от их номера (рис. 2).

В-третьих, максимумы интенсивности акусти-
ческого поля в такой дополнительной каустической
структуре достигаются в определенной простран-
ственной области (рис. 4), в которой значение но-
мера моды, отвечающее положению абсолютного
максимума зависимости коэффициента возбуж-
дения мод от их номера, совпадает с изменяю-
щимся с расстоянием значением номера моды,
отвечающим положению гладкого минимума со-
ответствующей зависимости интегрального про-
странственного масштаба интерференции сосед-
них мод (см. (62)).

В рамках принятой модели рефракционного
океанического волновода с плавно увеличиваю-

щейся глубиной водного слоя и с использованием
численного моделирования, основанного на адиа-
батическом приближении для модового представ-
ления акустического поля излучающей тональный
сигнал вертикальной антенны, исследованы про-
цессы формирования и распространения каусти-
ческих и слаборасходящихся пучков. При этом
были установлены следующие закономерности.

Во-первых, при фиксированном по глубине
расположении центра антенны с увеличением ее
апертуры до определенного размера, лишь незна-
чительно превышающего ее оптимальный раз-
мер, при котором у зависимости соответствую-
щего коэффициента возбуждения мод от их но-
мера присутствует всего лишь один, существенно
преобладающий по величине максимум (рис. 7а),

Рис. 8. Представленное в плотностной записи пространственное (по горизонтальному расстоянию r и глубине z) рас-
пределение нормированной интенсивности J0(r,z) = rJ(r,z) акустического поля, полученное с использованием адиаба-
тического приближения (43) при f = 3 кГц и глубине центра антенны zs = 50 м, состоящей из различного числа точеч-
ных источников: (а) – N = 31; (б) – N = 61; (в) – N = 81; (г) – N = 101.
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в океаническом волноводе формирующийся око-
ло горизонтально выходящего из центра антенны
опорного луча многомодовый каустический пу-
чок фокусируется и становится одновременно
слаборасходящимся в той же определенной про-
странственной области (рис. 8а), где формирует-
ся дополнительная каустическая структура при
точечном источнике излучения, расположенном
на глубине центра антенны (рис. 4а).

Во-вторых, при дальнейшем увеличении раз-
мера апертуры антенны и заметном его превыше-
нии над оптимальным размером в формирую-
щейся в океаническом волноводе многопучковой
структуре поля каустического пучка уменьшается
горизонтальное расстояние до пространственной
области фокусировки основного (преобладающе-
го по интенсивности) каустического пучка в этой
системе каустических пучков (рис. 8б, 8в, 8г). По-
следнее объясняется тем, что по мере появления
дополнительных (относительных) максимумов
зависимости коэффициента возбуждения мод от
их номера, отвечающее положению абсолютного
максимума значение номера моды смещается с
ростом апертуры антенны в диапазон относи-
тельно низких номеров мод (рис. 7), в котором
находится гладкий минимум зависимости инте-
грального пространственного масштаба интерфе-
ренции соседних мод от их номера, смещающий-
ся с ростом горизонтального расстояния наобо-
рот в диапазон относительно высоких номеров
мод (рис. 3). Такое поведение пространственных
областей фокусировки основного каустического

пучка полностью аналогично имеющему место
уменьшению горизонтального расстояния до
пространственных областей формирования до-
полнительных каустических структур при увели-
чении глубины погружения точечного источника
(рис. 4), когда абсолютный максимум коэффици-
ента возбуждения мод также смещается в диапа-
зон относительно низких номеров мод (рис. 2).

Кроме того, выполненные в настоящей работе
исследования позволили также с использованием
отмеченных выше приближенных методов доста-
точно просто аналитически описать (см. (52)), а
результатами численного моделирования нагляд-
но проиллюстрировать (рис. 9) явление эффек-
тивно-согласованного перехода рефрагирован-
ных в термоклине и взаимодействующих с на-
клонным дном мод относительно мелководного
участка океанического волновода в рефрагиро-
ванные моды подводного звукового канала отно-
сительно глубоководного океанического волно-
вода. При этом было установлено, что эффек-
тивно-согласованный переход акустического
излучения из шельфовой зоны океана в подвод-
ный звуковой канал открытого океана возможен,
если расстояние, на котором ранее взаимодейству-
ющая с наклонным дном мода становится чисто
рефрагированной, заметно меньше соответству-
ющего пространственного масштаба изменения
глубины водного слоя, но больше характерного
интегрального пространственного масштаба ин-
терференции (см. (56)). Здесь следует отметить,
что, по-видимому, существенное влияние на-
клона дна мелководного участка океанического
волновода на эффективно-согласованный пере-
ход прежде взаимодействующего с его дном аку-
стического излучения в подводный звуковой ка-
нал глубоководного океанического волновода
впервые экспериментально было обнаружено в
[26], а в [20] подробно обосновано результатами
численного моделирования. Аналогичные [20,
26] результаты экспериментальных и теоретиче-
ских исследований были чуть позже получены в
[21, 22] и для другого района Мирового океана;
хотя на возможность проявления соответствую-
щих закономерностей [20, 26] указывалось еще
гораздо раньше в [17–19, 27, 28].

Описанные в данной работе закономерности
могут проявляться также и при распространении
достаточно высокочастотных, широкополосных
импульсных сигналов, поэтому формирование до-
полнительных каустических структур в аналогич-
ных [21, 22, 29] океанических волноводах необхо-
димо учитывать, например, при проектировании
подводных навигационных систем (см. [29]).

Данное исследование выполнено в рамках гос-
задания ИПФ РАН по теме № 0035-2019-0009.

Рис. 9. Представленное в плотностной записи про-
странственное (по горизонтальному расстоянию r и
глубине z) распределение нормированной интенсив-
ности J0(r,z) = rJ(r,z) акустического поля, полученное
с использованием адиабатического приближения
(43) при f = 3 кГц, N = 31 и глубине центра антенны
zs = zca(r = 0) = 72.37 м.
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