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Рассмотрены задачи о колебаниях ортотропного слоя с цилиндрической полостью произвольного
поперечного сечения под действием нагрузки, приложенной на его поверхности. В случае полостей
малого относительного размера предложен асимптотический подход к расчету полей. Дана оценка
области применимости асимптотического подхода по сравнению с методом граничных интеграль-
ных уравнений, а также сравнение с решением, полученным на основе приближения Борна.
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ВВЕДЕНИЕ
Задачи о колебаниях упругих полуограничен-

ных тел [1–11] достаточно давно привлекают вни-
мание многих исследователей, поскольку анализ
динамических процессов весьма важен, например,
при оценке динамической прочности элементов
тяжелонагруженных транспортных средств, ма-
шин и механизмов, в геофизике и горной механи-
ке. Отметим, что для изотропных однородных сред
динамические процессы в таких структурах хоро-
шо изучены [1, 2], а исследование волновых про-
цессов для сред с более сложной структурой, на-
пример, для слоистых [3, 4], функционально-гра-
диентных [5, 6], пористых [7–9] является весьма
актуальным и в настоящее время. Одним из важ-
ных классов динамических задач теории упруго-
сти являются задачи о колебаниях упругих тел с
локальными неоднородностями [10–13], такими
как полости, включения, трещины. Изучение
рассеяния упругих волн на неоднородностях раз-
ных типов и форм позволяет устанавливать факт
наличия дефекта [14–16], что дает возможность
определять тип и положение повреждения в ис-
следуемой структуре. Чаще всего решение таких
задач базируется на сведении их к системам гра-
ничных интегральных уравнений [1, 2, 11, 12] при
помощи фундаментальных решений или матриц-

функций Грина, что позволяет снизить размер-
ность исходной задачи на единицу. Такой подход к
решению реализован в настоящей работе. При ре-
шении динамических задач теории упругости также
применяется метод блочных элементов [3] и гибрид-
ные численно-аналитические схемы [10, 13]. На ос-
нове решения задач о колебаниях сред с дефектами
может быть осуществлен расчет амплитудных значе-
ний волновых полей, используемых для идентифи-
кации дефекта. В настоящей работе реализован под-
ход, основанный на расчете волнового поля в волно-
воде с полостью на основе метода граничных
элементов [17, 18], асимптотического подхода и при-
ближения Борна, часто используемого в акустике
[19, 20], и проведено сравнение результатов.

ПОСТАНОВКА И РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

Рассмотрим установившийся режим колеба-
ний с частотой  ортотропного упругого слоя
толщины  с цилиндрической полостью, не выхо-
дящей на его границы, направляющая которой
есть гладкая замкнутая кривая  с образующей,
параллельной оси . Нижняя грань слоя жестко
защемлена и совпадает с осью , ось  на-
правлена перпендикулярно вверх. Оси упругой
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симметрии материала совпадают с осями систе-
мы координат. Колебания в слое вызваны нагруз-
кой  приложенной к верх-
ней части границы слоя.

Краевая задача после отделения временного
множителя имеет вид:

(1)

(2)

где  – плотность среды,  – компоненты тензо-
ра упругих постоянных материала, удовлетворяю-
щие соотношениям симметрии и положительной
определенности,  – компоненты единичного век-
тора нормали к кривой , внешнего по отношению
к области, занятой упругой средой. Замыкает поста-
новку задачи условие излучения волн на бесконеч-
ности, при формулировке которого использован
принцип предельного поглощения [2].

Исходная задача (1)–(2) в зависимости от типа
нагрузки распадается на две: задача об антиплос-
ких колебаниях ортотропного слоя с цилиндри-
ческой полостью (задача 1) и плоская задача о ко-
лебаниях слоя с полостью (задача 2). В задаче 1
ненулевой является компонента  и в кра-
евой задаче (1)–(2) полагаем  . Для за-
дачи 2 отличными от нуля являются компоненты

  и в краевой задаче (1)–(2) полага-
ем 

Основным способом исследования задач 1, 2
является предварительное сведение их к инте-
гральным уравнениям с нерегулярными ядрами
на основе идей теории потенциала. Решения кра-
евых задач 1, 2 построены на основе матриц-функ-
ций Грина для слоя , удовлетво-
ряющих однородным граничным условиям на гра-
ницах, и обобщенной теоремы взаимности [2], где
индекс  указывает, что сосредоточенная сила при-
ложена в направлении оси . Функция
Грина для ортотропного слоя в случае задачи 1 при-
ведена в работе [21], а для задачи 2 имеет вид:
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Здесь  – определители, получаю-
щиеся путем замены -го столбца ( ) в (4)
столбцом   – параметры
преобразования Фурье,  – поверхность, всюду
совпадающая с плоскостью , за исключением
множества нулей , которые она огибает в соот-
ветствии с принципом предельного поглощения.
Второе слагаемое в выражении (3) представляет
собой некоторую регулярную при 

  добавку, обеспечивающую вы-
полнение однородных граничных условий. Надо
отметить, что представление функций Грина для
ортотропного слоя в виде однократного интегра-
ла по контуру  в комплексной плоскости [21, 22]
удобно использовать при построении решения
задачи (1)–(2) путем сведения ее к интегральным
уравнениям с нерегулярными ядрами (6), тогда
как при решении задачи в рамках асимптотиче-
ского подхода использовался вид (3).

Поле перемещений в слое под действием по-
верхностной нагрузки с носителем на отрезке

 для задач 1, 2 имеет вид:

(5)

где  – компоненты тензора напряжений,
выраженные через функции Грина для слоя

 

Поля перемещений в слое (5) представимы в
виде суммы двух слагаемых, первое из которых

 – поле смещений в среде без дефекта под
действием заданной нагрузки (эталонное поле
смещений), второе слагаемое обусловлено нали-
чием полости в слое. Таким образом, на основании
соотношения (5) может быть рассчитано поле сме-
щений всюду в слое, если найдено поле смеще-
ний на границе полости. В настоящей работе по-
ля смещений на контуре полости рассчитаны на
основании двух подходов: метод интегральных
уравнений и основанный на нем метод гранич-
ных элементов (МГЭ), который может быть ис-
пользован для полостей любой конфигурации, и
асимптотический метод для круговых полостей
малого относительного радиуса.

Далее сформулированы системы граничных
интегральных уравнений (ГИУ), которые за счет
специального выбора матриц-функций Грина со-
держат операторы лишь по границе полости. Си-
стемы ГИУ для задачи 1  и задачи 2
( ) имеют вид:
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(6)

где интеграл по  понимается в смысле главного
значения по Коши, а в случае нерегулярной кри-
вой  коэффициент при  отличен от ½ и за-
висит от угла между касательными в особой точке
и упругих постоянных материала [22].

В настоящей работе численная реализация си-
стем ГИУ (6) с нерегулярным ядром на основе
МГЭ [17, 18] выполнена следующим образом.
Гладкая граница аппроксимировалась N-уголь-

ником , где функция  постоян-
на в пределах каждого из элементов , а в каче-
стве узлов выбраны середины соответствующих
отрезков. Число ГЭ  выбиралось таким обра-
зом, чтобы было не менее 5–6 элементов на длину
волны. Таким образом, системы ГИУ (6) своди-
лись к линейным алгебраическим системам отно-
сительно  Полученные алгебраи-
ческие системы относительно узловых смещений
на контуре хорошо обусловлены, имеют явное
диагональное преобладание. Отметим, что МГЭ
позволяет рассчитывать поле перемещений на
поверхности слоя в случае произвольной формы
и размера дефекта. Процедура решения ГИУ (6)
достаточно сложна и требует значительной вы-
числительной работы, однако, если сечение по-
лости представляет собой окружность малого ха-
рактерного размера, то схему расчета волновых
полей можно значительно упростить на основе
асимптотического анализа.

Асимптотический подход к решению многопа-
раметрической задачи (1)–(2) о колебаниях орто-
тропного слоя с цилиндрической полостью, попе-
речное сечение которой представляет собой окруж-
ность радиуса  с центром в точке 
был реализован в области изменения безразмерных
параметров:

(7)

где   где  для задачи 1,
 для задачи 2, а  соответствует частоте за-

пирания, когда в слое нет бегущих волн.
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упругой средой, отличные от соотношений (5) и
полученные на основании обобщенной теоремы
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где  – плоская область, ограниченная гладкой
замкнутой кривой . На основании представле-
ния (8) при предельном переходе  полу-
чена следующая система ГИУ:

(9)

Надо отметить, что система ГИУ (9) имеет регу-
лярные подынтегральные функции в отличие от
уравнений (6), а криволинейный интеграл по
контуру  существует как несобственный, что
позволяет при дискретизации избежать вычисле-
ния сингулярных интегралов. Функцию 
можно представить в виде суммы двух слагаемых,
первое из которых соответствует статическому
случаю ( ), а второе – некоторая добавка:

При этом имеют место следующие оценки:
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Поля смещений на контуре полости  предста-
вимы в виде разложения по малому параметру :

(10)

Коэффициенты в разложении (10) вычислены
аналитически и для задачи 1 приведены в работах
[11, 12], а для задачи 2 имеют вид:
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Таким образом, для задач 1, 2 получено явное
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зации ГИУ (6) на основе МГЭ. Поля перемеще-
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ней от дефекта зоне ( ), имеют вид:

(12)

0l
ε1

= + ε θ +
+ θ + ε =

0
0 1 ,1 0

2
,3 0 1

( ) ( ) ( ( )cos

( )sin ) ( ), 1,2,3.
m m m

m

u u u

u O m

x x x

x

( )
( )

( )
( )

=

= − − Δ

= − + Δ

= − + − Δ

= − − − − Δ
Δ = − − − + Δ

0 0

1,1 0 3 3,3 0 6 1,1 0 1

3,3 0 1 3,3 0 4 1,1 0 1

1,3 0 2 3,1 0 5 1,3 0 2

3,1 0 2 3,1 0 5 1,3 0 2

1 1 6 3 4 1 6

*( ) ( ),

* *( ) ( ) (1 ) ( ) ,

* *( ) (1 ) ( ) ( ) ,

* *( ) ( ) (1 ) ( ) ,

* *( ) (1 ) ( ) (1 ) ( ) ,
1,

m mu u

u I u I u

u I u I u

u I u I u

u I u I u J
I I I I I I

x x

x x x

x x x

x x x

x x x
= + −

= γ γ −
= γ γ + γ −γ γ − γ γ

= γ γ + γ −γ
= γ γ + γ γ −γ γ − γ γ

= γ γ + γ γ −γ γ
= γ − + − γ γ

2 2 5

1 1 5

2 5 7 5 5 7 5 5

3 5 7 5 5

4 1 5 1 7 1 5 1 7

5 1 5 5 7 5 7

6 5 5 5

1,
( , ,0),

( , 2 , ),
( , ,0),

( , ,0),
( , ,0),
( , 2 , ).

I I
I I G G

I I
I I

I I
I I
I I G G

Ψ + Ψ + Ψ=
Λ

1 1 2 2 3 3
1 2 3( , , ) C C CI C C C

 Λ = Ψ = + γγ  

− γ γ γ γ − + γ γ − γ γ+
γ γ

Ψ = γ − γ γ −
γ γ

Ψ = + γ
γ

= γ γ + γ − = γ γ −
= γ − γ γ − γ

33
1 1

0 13
55

2
1 1 5 5 1 1 1 5 1 1 1 5

1 2 4
1 5

2 2 2 20
2 5 1 1 5 13

1 5

0
3 1 12

5

0 1 5 5 1 1 5 1 1
2

1 1 5 7 7

,

( 2 )( ) ,

4 4 ,
2

(1 1 ),

, 2 ,

2 .

w ww

s s s ww

w s s

w w

w s w s

s

ξ1( , ),mu h = 1,2,3m

< ξ1 1x

α ξ

=
−γξ

ξ = ξ − +

+ γ > ξ > >

 1 1

1

*( )
1 1

1

1 1

*( , ) ( , ) ( ( ))

( ), 0, 0,

p

M
im

m m p m
p

u h u h A u x e

O e x

где  – число распространяющихся волн в слое,
 – корни дисперсионного уравнения. Ампли-

туды бегущих волн на поверхности слоя для зада-
чи 1 имеют вид [12], а для задачи 2 имеют вид:

(13)

Выражения     не
приводятся в виду их громоздкости, а 

 заданы формулами (11).
Надо отметить, что в рамках приближения

Борна, широко используемого в акустике [19, 20],
перемещения на контуре заменяются эталонны-
ми полями смещений в точке , поэтому
амплитуды полей перемещений на поверхности
слоя в этом приближении не учитывают изменяе-
мость полей смещений на контуре. В рамках та-
кого приближения однократного рассеяния поля
смещений на контуре полости определяются со-
отношением (10) при удержании лишь первого
члена в разложении полей. В свою очередь, в соот-
ношении (13) для амплитуд отсутствуют слагае-
мые, содержащие производные от эталонных по-
лей  а их выражение имеет вид:

(14)

ЧИСЛЕННЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ
На основании соотношений (5), (12)–(14) построе-

ны поля перемещений  = 
 на поверхности слоя  обусловлен-

ные лишь наличием полости. Проведен ряд чис-
ленных экспериментов по расчету волновых полей
на поверхности слоя для случая цилиндрической
полости кругового сечения малого относительного
размера на основании трех походов: МГЭ, асимп-
тотического подхода и приближения Борна.

В расчетах приняты следующие значения
упругих постоянных для диоксида гафния HfО2

    
 (ГПа),  кг/м3 [22]. Колебания

в слое вызваны сосредоточенной нагрузкой
 и  для задач 1 и 2

соответственно, которая приложена в точке .
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Направляющая цилиндрической полости  –
окружность с центром в точке  Число гра-
ничных элементов . На рис. 1–4 приведе-
ны графики полей перемещений на поверхности
слоя  , рассчитанных тремя спо-
собами для задач 1 и 2, при этом сплошная линия
соответствует расчетам по МГЭ, графики полей,
полученных на основе асимптотического подхо-
да, изображены сплошной линией с маркером “*”
и штриховой линией отмечены поля, полученные
в рамках приближения Борна. На рис. 1–2 пред-

0l
(0, 2).h

= 12N

υ ξ1( , ),m h = 1,2,3m

ставлены графики, соответствующие случаю од-
ной распространяющейся моды в слое для значе-
ний параметров   (задача 1) и

  (задача 2).

На рис. 3–4 представлены графики полей пере-
мещений на поверхности слоя  
для двух распространяющихся мод при следующих
значениях параметров   (задача 1)
и   (задача 2).

ε =1 0.24, ε =2 0.98
ε =1 0.15, ε =2 0.3

υ ξ1( , ),m h = 1,2,3m

ε =1 0.15, ε =2 0.98
ε =1 0.1, ε =2 0.4

Рис. 1. Действительная и мнимая части поля перемещений , рассчитанные на основе МГЭ (1), асимптотиче-
ского подхода (2), приближения Борна (3) для значений параметров  
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Рис. 2. (а) – Действительная и мнимая части поля перемещений , рассчитанные на основе МГЭ (1), асимпто-
тического подхода (2), приближения Борна (3) для значений параметров  . (б) – Действительная и
мнимая части поля перемещений , рассчитанные на основе МГЭ (1), асимптотического подхода (2), прибли-
жения Борна (3) для значений параметров  .
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Рис. 3. Действительная и мнимая части поля перемещений , рассчитанные на основе МГЭ (1), асимптотиче-
ского подхода (2), приближения Борна (3) для значений параметров , .
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Рис. 4. (а) – Действительная и мнимая части поля перемещений , рассчитанные на основе МГЭ (1), асимпто-
тического подхода (2), приближения Борна (3) для значений параметров , . (б) – Действительная и
мнимая части поля перемещений , рассчитанные на основе МГЭ (1), асимптотического подхода (2), прибли-
жения Борна (3) для значений параметров , .
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ВЫВОДЫ

На основе численных экспериментов опреде-
лена область корректной работы асимптотиче-
ского подхода для задач 1 и 2 для среднезаглуб-
ленных полостей малого поперечного размера и
приближения Борна при расчете волновых полей
в дальней зоне. Эта область описывается следую-

щими неравенствами:  для задачи 1 и

 для задачи 2 (относительное расхожде-

ние результатов не превышало 10%). Как видно из
графиков на рис. 1, на частотах, соответствующих
одной распространяющейся моде в слое, волно-
вое поле в дальней от дефекта зоне, рассчитанное
на основе приближения Борна, практически сов-
падает с полем, рассчитанным на основе МГЭ. На
тех частотах, для которых имеются две распростра-
няющиеся моды, приближение Борна значительно
отличается от расчетов по МГЭ. В то же время поле
на поверхности, рассчитанное на основе асимпто-
тического подхода, отличается от поля, полученно-
го на основе МГЭ, не более, чем на 4%. Отметим,
что для задачи 2 для любых частот, соответствую-
щих распространяющим модам в слое, наблюдается
качественное и количественное отличие полей пе-
ремещений, построенных на основании приближе-
ния Борна от полей, рассчитанных на основе МГЭ
и асимптотического подхода.

Работа выполнена в рамках федеральной целе-
вой программы “Исследования и разработки по
приоритетным направлениям развития научно-тех-
нологического комплекса России на 2014–2020 го-
ды” при финансовой поддержке государства в лице
Министерства науки и высшего образования Рос-
сии (идентификатор проекта RFMEFI60718X0203).
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