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Рассмотрено интегро-дифференциальное уравнение, моделирующее среды с сильной простран-
ственной дисперсией и нелинейностями гидродинамического типа (уравнение Уизема). Предло-
жен способ построения ядра интегрального члена, позволяющий качественно учитывать особенно-
сти законов дисперсии линейных волн в средах с пространственной дисперсией. Подробно рас-
сматривается случай, когда ядро содержит два независимых параметра, характеризующих его
амплитуду и ширину. Получены и проанализированы законы дисперсии линейных волн, а также
решения в виде уединенных волн предельной и малой амплитуды. В частности, показано, что при
соответствующем выборе параметров можно получить значение угла заострения на вершине уеди-
ненной волны предельной амплитуды на поверхности слоя жидкости, равное углу Стокса.
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1. Одним из важных объектов исследования в
теории волн (в том числе акустических) являются
волны в различных диспергирующих средах [1–
13]. В широком смысле среда называется диспер-
гирующей (средой с дисперсией), если в такой
среде отклик на воздействие зависит не только от
возмущения в данный момент времени в данной
точке пространства, но и от возмущения в преды-
дущие моменты времени (временная дисперсия)
в некоторой области среды, окружающей данную
точку (пространственная дисперсия). Временная
дисперсия приводит к зависимости функций от-
клика (диэлектрической или/и магнитной прони-
цаемости, проводимости и т.д.) от частоты, поэто-
му она также называется частотной дисперсией.
Пространственная дисперсия при распростране-
нии линейных волн обычно проявляется на до-
статочно высоких частотах, поэтому ее иногда на-
зывают высокочастотной дисперсией.

Учет сильной дисперсии приводит к тому, что
уравнения, описывающие распространение воз-
мущений в среде, становятся интегро-дифферен-
циальными [1–3, 10–23]. Вообще говоря, оба ви-
да дисперсии могут присутствовать в каждой дис-
пергирующей среде, однако довольно часто в
рамках рассматриваемой задачи удается выделить
наиболее существенную из них. Временная дис-
персия существенна, когда частоты распростра-
няющихся в среде волн близки к собственным ча-
стотам колебаний среды, а также когда в среде
имеются процессы типа поглощения или релак-
сации. В акустике сильная временная дисперсия
при распространении линейных и нелинейных
волн возникает, например, в релаксирующих
жидкостях и газах, полимерах, биологических
тканях и других сложно устроенных средах [1–3,
6, 13–23]. Образующиеся здесь интегро-диффе-
ренциальные уравнения обладают тем свойством,
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что содержащиеся в них интегралы ограничены
сверху текущим моментом времени (либо сводят-
ся к таковым). Последнее непосредственно сле-
дует из принципа причинности: реакция среды в
текущий момент времени определяется воздей-
ствием на нее в прошлом и настоящем. Про-
странственная дисперсия обусловлена простран-
ственной нелокальностью среды (влиянием всего
окружения на каждую точку среды), что приводит
в уравнениях к интегралам по всему объёму, за-
нимаемому средой.

Одна из наиболее сложных проблем в анализе
интегро-дифференциальных уравнений состоит
в том, что часто точный вид ядра интегрального
члена не известен. Точный вид ядра можно опре-
делить из микроскопического рассмотрения про-
блемы, что далеко не всегда возможно и выходит
за рамки феноменологического подхода. С дру-
гой стороны, уравнения не могут быть решены
без формального задания ядра. Поэтому возника-
ет необходимость привлечь к моделированию яд-
ра дополнительные физические или математиче-
ские соображения. Во многих случаях про ядра
интегральных членов уравнений заранее можно
сказать следующее [1–5, 10–15]. В случае времен-
ной дисперсии в ядра наиболее существенный
вклад дают времена, меньшие или сравнимые с
характерным временем среды (например, со вре-
менем релаксации). В случае же пространствен-
ной дисперсии основной вклад в ядро вносят
пространственные масштабы, меньшие или срав-
нимые с характерным для рассматриваемой сре-
ды размером (постоянной кристаллической ре-
шетки, длиной свободного пробега частиц, деба-
евским радиусом, толщиной слоя жидкости,
характерным размером зерен, диаметром попе-
речного сечения упругой или электропроводящей
проволоки и т.д.). Дальнейшие предположения о
структуре ядра могут быть получены, например,
из свойств однородности и изотропности среды,
однородности времени, соображений симмет-
рии, поведения асимптотик, условий нормиров-
ки и т.д. В случае временной дисперсии важным
фактором, позволяющим судить о структуре ядра,
являются соотношения Крамерса–Кронига, ко-
торые являются следствием принципа причинно-
сти [1‒6]. Соотношения Крамерса–Кронига дав-
но и активно используются в акустике [24–27].
Другие методы, широко используемые в акусти-
ке, основаны на восстановлении ядер либо из
экспериментальных данных, либо из модельных
представлений о внутренней динамике молеку-
лярных или надмолекулярных структур. Такие
подходы широко практикуются, например, в ме-
дицинской акустике и эластографии [15–17]. Со-
ответствующая математическая процедура вос-
становления ядра описана в работах [1, 28].

В данной работе на примере конкретного нели-
нейного интегро-дифференциального уравнения с

пространственной дисперсией (так называемого
уравнения Уизема) предложен подход к моделиро-
ванию ядра, основанный на выделении из него
“главной” и “поправочной” частей. “Главная”
часть учитывает фундаментальные требования к
ядру в пределах рассматриваемой задачи (сим-
метрии, нормировки, особенности асимптот
и т.д.). Поправки же предназначены для того,
чтобы учесть некоторые более тонкие свойства
распространяющихся волн (например, особенно-
сти законов дисперсии). В рамках данного подхо-
да анализируются уединенные волны на поверх-
ности жидкости. Показано, что для волн на по-
верхности мелкой воды с помощью подбора
параметров можно получить правильное значе-
ние угла Стокса.

2. Одним из модельных уравнений, используе-
мых для исследования нелинейных волн в систе-
мах гидродинамического типа с сильной про-
странственной дисперсией, является уравнение
[10–12]

(1)

где  – скорость звука. В теории распростране-
ния волн на поверхности воды и математической
физике уравнение (1) получило название уравне-
ния Уизема. Это уравнение достаточно универ-
сально. Оно встречается в теории поверхностных
и внутренних волн в жидкости, в физике бес-
столкновительной плазмы, в нелинейной оптике
и т.д. [10–12, 29–37]. Уравнение (1) является ин-
тересным объектом для математических исследо-
ваний, не только как нелинейное интегро-диф-
ференциальное уравнение в частых производных,
но и как уравнение, из которого при соответству-
ющем выборе ядра  следуют многие извест-
ные нелинейные уравнения: Бенджамина–Оно,
Бюргерса, Кортевега–де Фриза (КдФ) и некото-
рые другие [11, 30, 37–41]. Отметим, что в уравне-
нии (1) с формально математической точки зрения
(отвлекаясь от смысла переменных x и t) можно
представить ядро  в виде произведения

 где θ(x) – θ-функция Хэвисайда,
а K(x) – произвольная функция. Тогда в инте-
гральном члене рассматриваемого уравнения
верхний предел интегрирования становится пе-
ременным, равным x. В таком виде уравнение (1)
становится подобным уравнениям, используе-
мым для описания волн в средах с временной
дисперсией. Заметим, что в этом случае уравне-
ние (1) не совпадает с полученным в работе [14] и
обобщенным в работе [15] интегро-дифференци-
альным уравнением (упрощенным за счет одно-
мерности и пренебрежения вязкостью): в (1) не
достает дополнительной производной в инте-
гральном слагаемом. Как уже отмечалось, нали-
чие переменного верхнего предела (или, что экви-
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валентно, θ-функции в ядре) связано с действием
принципа причинности, который обязан выпол-
няться, если речь идет о времени t. В случае про-
странственной дисперсии наличие в ядре θ-функ-
ции, зависящей от пространственной перемен-
ной x, соответствует ситуации, когда реакция
среды в данной точке пространства x определяет-
ся областью, находящейся только с одной сторо-
ны от этой точки (например, слева), что представ-
ляется достаточно специфичным. Поэтому, когда
речь идет о пространственной переменной x, бу-
дем предполагать, что интеграл в (1) берется по
всей области пространства, занимаемого средой,
в данном случае – в бесконечных пределах.

Для удобства анализа в (1) выбрана калибровка,
когда коэффициент перед нелинейным слагае-
мым равен единице. В результате величина  в (1)
имеет размерность скорости. Первое слагаемое в
(1) ответственно за нестационарность процесса,
второе – учитывает типичную для гидродинами-
ческих сред нелинейность, а последний (инте-
гральный) член описывает пространственную дис-
персию. Будем считать, что ядро  удовлетворяет
следующим условиям: 1) в силу пространственной
однородности среды зависит только от разности
координат: ; 2) в силу изотропии среды
(эквивалентности прямого и обратного направ-
лений распространения волны) является четной
функцией: ; 3) спадает на бесконеч-
ности ; 4) нормировано на единицу:

(2)

В общем случае ядро  может быть получено из
фазовой скорости линейной волны

(3)

где  – закон дисперсии волны, с помощью
обратного преобразования Фурье [10–12]

(4)

При известном законе дисперсии выражение (4)
определяет ядро .

Часто ограничиваются случаем, когда закон
дисперсии линейных волн имеет полиномиаль-
ный (степенной) характер

(5)

В частности, при N = 1 в правой части выражения
(5) получаем полином третьей степени. Соответ-
ствующий закон дисперсии имеют волны в средах
со слабой пространственной дисперсией. Выра-
жению (5) соответствует ядро
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где  – дельта-функция Дирака. В этом случае
уравнение (1) сводится к виду

(7)

Значение N = 1 соответствует уравнению Корте-
вега–де Фриза, которое является уравнением тре-
тьего порядка. При N > 1 возникают различные
уравнения более высоких порядков [35, 42–45].

Если закон дисперсии не является полиноми-
альным, то в общем случае ядро  вычислить
не удается. Иногда ядро  удается аппрокси-
мировать более простой функцией  и тем са-
мым преобразовать интегро-дифференциальное
уравнение (1) в дифференциальное. Однако при
такой аппроксимации может потеряться часть
важной информации, содержащейся в функции

(8)
Последнее может приводить к искажению харак-
теристик исследуемых нелинейных волн, а также,
например, к тому, что законы дисперсии линей-
ных волн, соответствующие  и , могут су-
щественно различаться.

Примером такой ситуации является примене-
ние уравнения (1) к исследованию слабо нели-
нейных волн на поверхности слоя жидкости [10–
12]. В этом случае закон дисперсии линейных
волн имеет вид

, (9)

где ускорение свободного падения g, глубина
слоя  и скорость  приняты равными
единице: , а частота  и волновое
число k считаются безразмерными. График функ-
ции (9) приведен на рис. 1.

Ядро интегрального слагаемого в (1), соответ-
ствующее закону дисперсии (9), равно

(10)

Функция (10) имеет асимптоты [10–12]

(11)

(12)

Основываясь на (11) и (12), Уизем предложил ап-
проксимировать ядро  функцией

(13)
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которая является фундаментальным решением
уравнения

(14)

Подставляя в уравнение (1) вместо ядра  вы-
ражение (13) (т.е. считая, что ) и дей-
ствуя на обе части получившегося уравнения опе-

ратором , получим дифференциальное
уравнение

(15)

Линеаризуя (15), получим закон дисперсии волн,
соответствующих ядру (13)

(16)

График функции (16) приведен на рис. 2.
Из рис. 1 и 2 видим, что кривые дисперсии,

соответствующие исходному  (9) и аппрок-
симированному  (13) ядрам, качественно
совпадают только при малых , а при больших 
существенно различаются: первая дисперсионная
кривая неограниченно возрастает, а вторая – стре-
мится к нулю. Другим недостатком указанной
аппроксимации является невозможность полу-
чить значение угла заострения на вершине уеди-
ненной волны предельной амплитуды, равное

( ) ( ) ( ) π π∂ − γ = − δ 
 

2 2
2 ( ).

2 2x x x

κ( )x
κ = γ( ) ( )x x

( )π∂ −
2

2
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( ) ( ) ( ) π π∂ − η + ηη − η = 
 

2 2
2 0.

2 2x t x x

( )
ω =

+
π

2 .
21

k
k

κ( )x
γ( )x

k k

углу Стокса  [10–12]. Приведенный при-
мер указывает на то, что необходима модифика-
ция подхода Уизема, лишенная указанных недо-
статков.

3. Подстановка  в интеграль-
ный член в (1) приводит к появлению двух инте-
гральных слагаемых. Считаем функции  и 
четными. Тогда слагаемое, обусловленное функ-
цией , можно представить в виде следующего
бесконечного ряда

(17)

где

(18)

В результате уравнение (1) сводится к интегро-
дифференциальному уравнению бесконечного
порядка, которое эквивалентно тому же уравне-
нию Уизема с ядром

(19)

При известном законе дисперсии из выражений
(4) и (19) можно получить функцию . В силу
обращения в нуль интегралов, содержащих про-
изводные от дельта-функций, условие нормиров-
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Рис. 1. График закона дисперсии гравитационных
волн в слое жидкости (9). При увеличении волнового
числа  частота  стремится к бесконечности.
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Рис. 2. График закона дисперсии (16). При увеличе-
нии волнового числа  частота  стремится к нулю.
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ки (2) после подстановки в него выражения (19)
дает

(20)

Как видим, слагаемые с номерами  не дают
вкладов в условие нормировки.

В выражении (17) по порядку величины

(21)

где  – характерный масштаб изменения функ-
ции ,  – характерный масштаб, на котором
спадает на бесконечность ядро . Когда функ-
ция  является гладкой по сравнению с ядром

, величина  значительно превышает :

(22)
соответственно, каждый последующий член ряда
(17) будет по порядку величины меньше предыду-
щего члена в  раз. В результате, отбра-
сывая члены, имеющие более высокий порядок
малости, ряд (17) (и, соответственно, ряд в выра-
жении (19)) с нужной степенью точности может
быть оборван на каком-либо слагаемом с номе-
ром n = N. В этом случае уравнение (1) принимает
вид

(23)

Уравнению (23) отвечает закон дисперсии

(24)

где  – Фурье-образ функции . Выражение
(24) кроме полинома степени 2N содержит также
неполиномиальный вклад, определяемый функ-
цией .

Выберем ядро  в уравнении (23) в виде

(25)

где  – произвольная постоянная, а функция

(26)

удовлетворяет уравнению

(27)

Величина, обратная , определяет характерный
размер, на котором происходит спадание функ-
ции .
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Используя условие нормировки (20) и обозна-
чая , из (25) и (26) получаем

(28)
Как видим, в рассматриваемом случае в силу
условия нормировки константа  полностью
определяется значением .

Подставляя выражения (25) и (26) в уравнение
(23), действуя на обе части получившегося урав-
нения оператором , учитывая (27) и (28),
получим дифференциальное уравнение

(29)

Данное уравнение содержит производные выс-
ших порядков и нелинейности вида , ,

. Различные варианты такого типа уравне-
ний обсуждаются в литературе [35, 42–45].

4. Остановимся более подробно на случае, ко-
гда в (29) слагаемым, содержащим сумму по ,
можно пренебречь. В этом случае уравнение (29)
сводится к виду

(30)

Отметим, что уравнение (30) зависит от един-
ственного параметра , который входит в него в
качестве коэффициента перед третьей производ-
ной .

Уравнение (30) соответствует выбору ядра 
в виде

(31)

Функция  (31) содержит два независимых па-
раметра  и , которые, соответственно, характе-
ризуют ее амплитуду и ширину. Частный случай
ядра (31) рассматривался в работе [46] при иссле-
довании нелинейных волн в упругих средах с
сильной пространственной дисперсией. Рассмот-
ренный Уиземом случай, когда ядро аппрокси-
мируется функцией (13), соответствует  и

.

Линеаризуя (30), получим закон дисперсии
, который запишем в виде

(32)

Значение  соответствует акустическому за-
кону дисперсии . В этом случае в ядре (31)
остается единственное слагаемое, равное дельта-
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функции Дирака. Экстремумы функции (32) на-
ходятся в точках, где обращается в нуль групповая
скорость

(33)

что достигается при значениях k, равных

(34)

Корень  будет вещественным при , а

– при . Таким образом, в области

 имеется два вещественных корня ,
отвечающих максимуму и минимуму функции

, а в области  – один вещественный ко-
рень, отвечающий максимуму .

Характерные графики законов дисперсии при-
ведены на рис. 3–7 ( ). Из приведенных
графиков следует, что ядро (31) описывает доста-
точно широкий спектр законов дисперсии. Гра-
фик для случая  аналогичен графику на рис. 2.
Если значение  неотрицательно ( ), то, как
видно из рис. 2–4, кривые дисперсии ограничены
сверху. Для отрицательных значений параметра 
( ) при больших значениях волнового числа

 кривые дисперсии (32) асимптотически выхо-
дят на прямую линию

   − + α +   ω    = =
  +     

2 4

0 22

1 (1 3 )
,

1

g

k k
q qdc c

dk k
q

±
− + α ± + α + α=

α

2(1 3 ) (1 3 ) 4 .
2

k q

−k − ≤ α <1 0
9

+k − ≤ α1
9

− ≤ α <1 0
9 ±k

ω( )k ≤ α0
ω( )k

= =0 1, 1c q

α = 0
α α ≥ 0

α
α < 0

k

(35)

которая изображена на рис. 5–7 пунктирной ли-
нией.

Несмотря на наличие указанной асимптоты,
закон дисперсии (32) при отрицательных значе-
ниях параметра  качественно отражает свой-
ство функции (9) неограниченно возрастать при

. Последнее позволяет сделать вывод о
предпочтительности выбора ядра (31) по сравне-
нию с ядром (13) при описании с помощью урав-
нения Уизема гравитационных волн в слое жид-
кости.

Отметим, что наличие асимптот в виде прямой
линии на графике дисперсионных кривых при

 является следствием выбранного прибли-
жения, согласно которому в уравнении (29) пре-
небрегли членами, содержащими все высшие
производные, кроме третьей. Действительно, ес-
ли взять уравнение (29) полностью, то после его
линеаризации получим закон дисперсии

(36)

Поскольку выражение (36) является аппроксима-
цией точного закона дисперсии, то число N и ко-
эффициенты  могут быть подобраны так, что
(36) будет качественно правильно отражать осо-
бенности аппроксимируемого выражения при
любых значениях k. При больших значениях вол-
нового числа ( ) из (36) получаем

ω = −α 0 ,c k
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Рис. 3. График закона дисперсии (32) при .
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(37)

Как видим, при больших  закон дисперсии явля-
ется полиномиальным и асимптоты в виде пря-
мых (35) появляются только в случае, когда в вы-
ражении (37) мы пренебрегаем слагаемыми, со-
держащими все степени , кроме первой.

5. Рассмотрим теперь стационарные нелиней-
ные волны, удовлетворяющие уравнению (30).
Считаем , где , c – скорость воз-
мущения. Тогда в целях удобства дальнейшего
анализа уравнение (30) запишем для безразмер-
ной функции :

(38)

где

(39)

(40)

Рассматривая спадающие на бесконечности ре-
шения  , преобразуем уравне-
ние (38) к виду

(41)

где штрих означает производную по , а

(42)

Уравнение (41) имеет решение в виде волны пре-
дельной амплитуды [10–12], для которой

(43)

В этом случае уравнение (41) сводится к виду
, а его решение запишется в форме

(44)

где  – произвольная постоянная. Видим, что

для волны предельной амплитуды , а са-
ма волна имеет характерное заострение на гребне
волны (в точке ) [10–12]. Возвращаясь к ис-
ходной функции , получаем

(45)

где
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Из условия  и (40) находим, что скорость
волны предельной амплитуды равна
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Рис. 5. График закона дисперсии (32) при .
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Рис. 6. График закона дисперсии (32) при
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(47)

Из (46) и (47) следует, что амплитуда  и ско-
рость  волны предельной амплитуды зависят от
параметра . Так как , то волны предельной
амплитуды существуют только при . При

 имеем дозвуковую волну ( ), от-
рицательная амплитуда которой ограничена снизу
значением : . Если же

, то волна будет сверхзвуковой ( ) и
иметь положительную амплитуду ( ).

Угол заострения на вершине волны предельной
амплитуды  также определяется параметром :

(48)

Угол  отрицателен при , т.е. для
сверхзвуковых волн положительной амплитуды,
и положителен при , т.е. для дозвуковых
волн отрицательной амплитуды. Из (48) видим,

что при  и  для волн на поверхности во-

ды угол Стокса  [10] соответствует зна-

чению . Таким образом, с помо-

щью подбора параметра  можно получить значе-
ние угла заострения для волн предельной
амплитуды на поверхности слоя воды, равное уг-
лу Стокса.

6. Вблизи  величина  мала

(49)

+ α= 0
4 .

3
с с

±η
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α > 0c
α > −4

− < α < −4 1 < 0c c
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3 3 1 0.65

α

σ = 1 −y

− ≈ σ − !3( 1) 1,y

а . Вследствие этого при значениях , близ-

ких к 1, имеем , а уравнение (41)
принимает вид

(50)

Это уравнение имеет решение c профилем, харак-
терным для односолитонного решения уравне-
ния Кортевега–де Фриза. В результате для исход-
ной функции  получаем

(51)

где амплитуда  определяется выражениями (39),
(49), а ширина  равна

(52)

Из полученных выражений следует, что чем
ближе  к 1, тем меньше амплитуда солитона и
больше его ширина. Учитывая (40), получаем, что
ширина солитона

(53)

а его амплитуда в исходных переменных согласно
(39) и (49) равна

(54)

Как видим из (53) и (54), амплитуда возмуще-
ния  не зависит от параметра , а определяется
разностью  между скоростью возмущения  и
скоростью звука . Ширина , наоборот, зависит
как от , так и от параметра . В результате по-
лучаем, что при  мы имеем дело со сверх-
звуковым солитоном ( ) положительной ам-
плитуды , а при  – с дозвуковым
( ) солитоном отрицательной амплитуды

.
7. Будем считать, что профиль волны медленно

изменяется в пространстве, а уравнение (30) за-
пишем в сопровождающей (сопутствующей) си-
стеме координат [1–3]. Для этого положим

, где , а  – малый параметр.

В нулевом порядке по  получаем

(55)

где . Для уединенных возмущений
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в результате чего уравнение (55) преобразуется к
виду

(57)

Положим

(58)

где функция z (соответственно ) удовлетворяет
условиям

(59)

После несложных преобразований уравнение
(57) приводится к виду

(60)

где , штрих означает производную по , а

(61)

Волнам предельной амплитуды соответствует

(62)

что приводит к решению

(63)

Волна малой амплитуды возникает вблизи .
В этом случае

(64)

Считая, что , получаем уравнение

(65)

которое по форме совпадает с (50). Из (65) и (58)
получаем

(66)

где

(67)

Нетрудно видеть, что функции  и  связаны
между собой преобразованием

(68)

Для волн предельной амплитуды , а
для волн малой амплитуды .
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Поскольку преобразование (68) не затрагивает
параметров q и α, то выводы, сделанные в коор-
динатах  о связи этих параметров со свойствами
уединенных волн, остаются справедливыми так-
же в координатах .
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