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Развита методика оценки эффективных акустических параметров дна в мелководных акваториях,
покрытых льдом. В основе методики лежит сравнение экспериментальной и расчетной зависимо-
стей амплитуды звукового поля от глубины на расстоянии от источника примерно на порядок боль-
шем, чем глубина акватории. В качестве эффективных параметров принимаются значения скорости
звука в дне, плотности и коэффициента затухания акустических волн, обеспечивающие при расче-
тах максимальное соответствие экспериментальным данным. Методика апробирована в натурном
эксперименте на озере Байкал и может быть рекомендована для разработки систем автономного
акустического мониторинга.
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ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время долговременный автоном-

ный акустический мониторинг мелководных ак-
ваторий становится все более востребованным
инструментом для изучения окружающей среды.
Например, при исследованиях причин глобаль-
ных изменений климата [1], при наблюдениях
процессов мелкомасштабной и мезомасштабной
гидродинамической изменчивости среды [2], при
экологическом контроле за вариациями характе-
ристик крупных внутренних водоемов [3], для из-
мерения уровня антропогенных акустических
шумов, влияющих на охраняемые виды млекопи-
тающих, проводящих большую часть времени под
водой [4]. В первую очередь, указанный монито-
ринг востребован для акваторий с ледовым по-
кровом, где дистанционная диагностика, осно-
ванная на других физических принципах, практи-
чески невозможна. Здесь подобный мониторинг
также позволяет вести “наблюдения” за животны-
ми, обитающими на океанском шельфе и в круп-
ных озерах, по их вокализации. Регистрируя зву-
ковые сигналы, издаваемые этими животными

[5], можно, как минимум, определять их местопо-
ложение и с помощью пассивной гидролокации
фиксировать их перемещение.

Осуществимость акустического мониторинга
можно спрогнозировать, лишь зная акустические
параметры волновода, характерного для выбран-
ной мелководной акватории. Среди этих пара-
метров наиболее малоизвестными являются па-
раметры дна (скорость звука, плотность и коэф-
фициент затухания акустических волн в дне).
В настоящей статье приведены результаты экспе-
риментальных оценок этих параметров для озера
Байкал. Измерения выполнены в зимний период
времени при наличии ледового покрова для ча-
стот звука около одного килогерца. Эти частоты
характерны для звуковых сигналов, излучаемых
охраняемым видом млекопитающих, байкаль-
ской нерпой (Pusa sibirica). Указанные сигналы,
зарегистрированные в ходе проведенных экспе-
риментальных исследований, также приведены в
настоящей статье.
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2. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ВЕРТИКАЛЬНОЙ 
ИНТЕРФЕРЕНЦИОННОЙ СТРУКТУРЫ 
ЗВУКОВОГО ПОЛЯ В ВОДНОМ СЛОЕ
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ

Вертикальная интерференционная структура
тонального звукового поля в мелководных аква-
ториях на расстояниях много больших, чем глу-
бина, весьма чувствительна к параметрам нижней
границы акустического волновода, который фор-
мируется в подобных акваториях [6]. Другими
словами, она во многом определяется эффектив-
ными параметрами дна: скоростью звука , плот-
ностью  и коэффициентом затухания акустиче-
ских волн, отнесенным к частоте, . Предпола-
гается, что дно является однородной средой и под
эффективными параметрами понимаются сред-
ние значения этих величин по расстоянию  меж-
ду источником и приемником звука и по глубине

. Здесь под величиной  подразумевается
эффективная толщина верхнего слоя донных оса-
дочных пород, сравнимая с длиной звуковой вол-
ны в дне. Например, в работах [7, 8] продемон-
стрировано, что интенсивность звукового поля в
волноводе в основном зависит от параметров слоя
указанной толщины на расстояниях r > 10Н, где
H – глубина волновода. Это свойство интерфе-
ренционной структуры может быть использовано
для решения обратной задачи по определению

1c
ρ1

β f

r

ΔH ΔH

эффективных параметров. Методика решения
основана на согласовании амплитуды поля, изме-
ренной неподвижной вертикальной цепочкой
гидрофонов в эксперименте, с аналогичным рас-
четным вертикальным амплитудным распределе-
нием. Предполагается, что расчетные параметры,
обеспечивающие наилучшее соответствие теории
и эксперимента, и являются искомыми парамет-
рами задачи [9].

Описанная методика была использована для
мелководной прибрежной части озера Байкал,
где на глубине  41 м в марте 2019 года была
установлена автономная вертикальная цепочка
из  10 гидрофонов, перегораживающая весь
водный слой (см. табл. 1). Цель постановки це-
почки состояла в изучении возможностей акусти-
ческого мониторинга и сопутствующих ему тех-
нологий в мелководных акваториях с ледовым
покровом. Цепочка опускалась с припая, харак-
терного для Байкала в это время года. Оцифровка
и запись на флеш-память принимаемых сигналов
осуществлялась с помощью блока обработки ин-
формации, расположенного в специальном гер-
метичном контейнере вместе с аккумуляторами
для питания предусилителей гидрофонов. Кон-
тейнер располагался сверху на льду. Несущий
трос цепочки гидрофонов был натянут между
донным якорем и якорем на поверхности льда,
что обеспечивало стационарное местоположение
приемных гидрофонов на соответствующих глу-
бинах :

(1)

где  – номер приемного гидрофона.
Здесь для удобства сопоставления эксперимента
и расчета глубины расположения гидрофонов от-
считываются от границы раздела вода–лед. Тол-
щина ледового покрова составляла  м.

В районе постановки цепочки с помощью про-
филографа MiniCTD Valeport были проведены
измерения вертикального профиля температуры

, где  – глубина точки измерения, а затем по
этим данным с помощью эмпирической форму-
лы, адаптированной для озера Байкал [10], был
вычислен вертикальный профиль скорости звука
в воде :

(2)

Этот профиль приведен на рис. 1.
На рис. 2 приведен пример акустического сиг-

нала, излучаемого байкальской нерпой. Сигнал
зарегистрирован на один из гидрофонов цепочки.
На этом же рисунке приведена и спектрограмма
этого сигнала. Как видно на рисунке, нерпа излу-
чает квазигармонический сигнал с обертонами в
диапазоне частот  100–1400 Гц.
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Рис. 1. Зависимость скорости звука в воде от глубины.
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Для оценки эффективных параметров акусти-
ческого волновода на озере Байкал, описанная вы-
ше методика определения эффективных акустиче-
ских параметров дна была апробирована при прие-
ме тональных сигналов частотой  735.0138 Гц от
удаленного источника звука (см. табл. 1). Рассто-
яние между источником и приемной цепочкой,
измеренное с помощью GPS, составляло  353 м.
Источник также был закреплен на растянутом
между дном и ледовым покрытием несущем фале.
Глубина источника от границы раздела вода–лед
составляла  18.44 м, а глубина места в точке
установки излучателя равнялась  55 м.
Акустическая трасса источник–приемная цепоч-
ка была ориентирована примерно параллельно
береговой линии (рис. 3а).

Экспериментальная зависимость амплитуды
принимаемого сигнала от глубины, измеренная
гидрофонами цепочки, показана на рис. 4а.

Расчет амплитуды тонального сигнала с той же,
что и в эксперименте, частотой осуществлялся в

=f

=r

=0z
( ) =0H

рамках модового описания звукового поля. При
расчетах использовались следующие приближения:

1) Дно считалось жидкой однородной средой.
2) Глубина акватории меняется по линейному

закону от точки постановки излучателя звука до
точки, где была установлена приемная цепочка.

3) Скорость звука в воде считалась постоянной
и равной  1409 м/с.

4) Межмодовое взаимодействие и горизон-
тальная рефракция акустических волн не учиты-
вались.

В расчетах также предполагалось, что ледовое
покрытие имеет следующие характеристики: ско-
рость продольных волн  3500 м/с, скорость
поперечных волн  1800 м/с, плотность льда

 917 кг/м3, коэффициент затухания продоль-
ных волн  0.086 дБ/км/Гц, коэффициент за-
тухания поперечных волн  0.556 дБ/км/Гц.
Указанные типичные значения параметров льда
взяты из работы [11]. Однако для этих значений в
натурных условиях характерна заметная времен-

=с

=2c
=Sc

ρ =2

β =2 f

β =Sf

Рис. 2. (а) – Звуковой сигнал байкальской нерпы, зарегистрированный в эксперименте и (б) – его спектрограмма.
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Таблица 1. Координаты мест постановки гидроакустического оборудования

Использованное оборудование Широта, северная Долгота, восточная

Источник звука 52o00.509′ 105o22.186′
Цепочка с гидрофонами 52o00.687′ 105o22.295′
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Рис. 3. (а) – Батиметрическая карта в районе работ с нанесенными на ней местоположениями источника звука и при-
емной цепочки с гидрофонами. (б) – Модель волновода.
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Рис. 4. (а) – Экспериментальная и теоретическая зависимость амплитуды поля от глубины на горизонтах установки
гидрофонов (с шагом 3.46 м) при оптимальных параметрах дна:  1670 м/с,  1500 кг/м3,  0.45 дБ/км/Гц. (б) –
Расчетная зависимость амплитуды от глубины с шагом по глубине 0.01 м при тех же параметрах дна.

40

35

30

25

20

15

10

5

0
(а)

Теория
Эксперимент

0.50.2 0.3 0.40.1
Амплитуда поля, усл. ед.

Гл
уб

ин
а,

 м

40

35

30

25

20

15

10

5

0
(б)

0.5 0.60.2 0.3 0.40.1
Амплитуда поля, усл. ед.

Гл
уб

ин
а,

 м

=1c ρ =1 β =f

ная и пространственная изменчивость, не учиты-
ваемая в настоящей работе. Такая изменчивость,
в первую очередь, обусловлена многочисленны-

ми минитрещинами, возникающими и затягива-
ющимися (замерзающими с течением времени)
на ледовом покрове. Плотность воды полагалась
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равной 1000 кг/м3. (Оценки с использованием
уравнения состояния воды в акватории при из-
вестной температуре [12] показали, что плотность
воды изменяется от 999.92 кг/м3 у поверхности
воды до 1000.12 кг/м3 на глубине 40 м.) Для на-
глядности модель волновода, использованная
при расчетах, показана на рис. 3б. Методика рас-
четов описана в приложении А к настоящей ста-
тье. Заметим здесь только, что приближение по-
стоянной скорости звука в воде позволило при
нахождении дискретного спектра собственных
значений и собственных функций использовать
формулы (А14) и (А15) и, таким образом, суще-
ственно сократить время расчетов. Критерием
близости теории и эксперимента являлась невязка

(3)

где  и  – теоретическая и эксперименталь-
ная амплитуды поля на -м гидрофоне. При этом
в (3) подставляются нормированные амплитуды:

, что физически означа-
ет уравнивание мощностей экспериментального
и теоретического сигналов. Искомыми парамет-
рами дна считаются параметры , при
которых достигается минимум невязки (в идеале
ноль).

С целью сокращения объема расчетов на пер-
вом этапе было предложено использовать эмпи-
рические формулы Эйкала [13] и Гамильтона [14]
связи параметров  с пористостью грун-
та , являющиеся обобщением эксперименталь-
ных данных по всему Мировому океану:

(4)

(5)

(6)

Использование формул (4)–(6) позволяет не
перебирать три параметра , а менять
только один параметр . По мере изменения 
происходит движение в трехмерном пространстве
параметров  по определенной эмпири-
чески обоснованной линии. Вычисления прово-
дились при  0.1–0.9 с шагом 0.01. При каждом
значении  в соответствии с (4)–(6) вычислялся
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набор , а затем теоретическое поле (А17)
и невязка (3), как функция пористости .

Полученная зависимость  приведена на
рис. 5. Минимум невязки, равный  0.164, на-
блюдается при  0.3. Согласно (4)–(6) парамет-
ры дна в результате первого этапа расчетов равны:

 1700 м/с,  2120 кг/м3,  0.45 дБ/км/Гц.
Заметим, что поиск минимума невязки прово-

дился в очень широком диапазоне , охватываю-
щем практически все возможные типы грунтов
морского дна: каменистые грунты, пески, алев-
риты, глины, илы. Согласно формулам Эйкала (4)
и (5), дно было жестким ( ) и мягким ( ).
Соответственно, существенно менялись типы
мод, учитываемые при вычислениях. Рассчиты-
вались все моды, у которых мнимая часть соб-
ственных чисел была меньше 0.025 м–1. Вклад
остальных мод не приводил к изменению ампли-
туды поля на расстоянии 353 м. В табл. 2 приведе-
ны данные о числе и типах учитываемых мод. Как
видно, рассматривались не только нормальные
распространяющиеся моды, но также нормаль-
ные вытекающие моды и относящиеся к классу
вытекающих – квазимоды. Подробнее о типах
мод см. [15]. Отметим только, что вытекающие
моды относительно глубоко проникают в дно, в
отличие от распространяющихся мод.

На втором этапе расчетов параметры дна, по-
лученные на первом этапе, рассматривались как
начальное приближение, в окрестности которого
простым перебором значений  был
проведен поиск глобального минимума невязки в
трехмерном пространстве. Расчеты показали, что
при каждом фиксированном  минимум невязки

 хорошо локализуется, и его положение

( )ρ β1 1,  ,  fc
( )σ κ

( )σ κ
σ =

κ =

=1c ρ =1 β =f

κ

>1c c <1c c

( )ρ β1 1,  ,  fc

β f

( )σ ρ1 1,  c

Рис. 5. Невязка как функция пористости.
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на плоскости  практически не зависит от
значения . Вместе с этим, по оси  локализа-
ция минимума невязки не была обнаружена.

По этой причине искомым значением потерь в
дне было выбрано значение, полученное с помощью
формулы Гамильтона (6):  0.45 дБ/км/Гц.
При данном  функция невязки  приве-
дена на рис. 6. Глобальный минимум невязки,
равный  0.132, достигается при оптимальных
(адекватных истинным) параметрах дна  1670 м/с,

 1500 кг/м3. При этом вычисления проводи-
лись с шагом по скорости звука 10 м/с, с шагом по
плотности 100 кг/м3. Заметим, что при оптималь-
ном наборе параметров дна число учитываемых мод
было 37, из них 23 моды – распространяющиеся,

( )ρ1 1,  c
β f β f

β =f

β f ( )σ ρ1 1,  c

σ =
=1c

ρ =1

остальные 14 мод – нормальные вытекающие.
Квазимод в числе учитываемых 37 мод не было.

На рис. 6 пунктиром изображена линия, парамет-
рически описываемая формулами Эйкала (4) и (5).
Точки на пунктирной линии соответствуют указан-
ным значениям пористости, причем в приведенном
диапазоне  0.3–0.33 значение потерь в дне прак-
тически одинаково и равно  0.45 дБ/км/Гц. За-
метим, что после первого этапа расчетов парамет-
ры дна соответствовали точке  0.3.

На рис. 4а показаны зависимости амплитуд от
глубины: экспериментальная и теоретическая,
полученная при оптимальных параметрах дна по-
сле второго этапа расчетов. Для удобства воспри-
ятия точки с шагом 3.46 м, соответствующие рас-
положению приемных гидрофонов, соединены
прямыми линиями, хотя, как показывает подроб-
ный расчет теоретической зависимости с шагом
0.01 м, приведенный на рис. 4б, реальная изрезан-
ность поля по глубине выражена гораздо сильнее.

Заметим, что вследствие этой изрезанности
небольшие вариации в предполагаемом положе-
нии приемной цепочки по вертикали в целом
приводят к заметному изменению расчетных зна-
чений поля в местах расположения приемных
гидрофонов и, соответственно, к заметному из-
менению невязки с экспериментом. Расчеты по-
казали, что минимум невязки наблюдается при
положении цепочки, сдвинутом на 0.5 м вниз от-
носительно первоначальных экспериментальных
оценок1. Это составляет 1.2% от глубины моря в
месте установки цепочки. При этом возможный
наклон цепочки не учитывался. Можно предпо-
ложить, что скорректированное положение це-
почки, приводящее к минимальной невязке, яв-
ляется её истинным положением. По этой причи-

1 Речь идет об оценках, полученных неакустическими мето-
дами при измерениях глубин погружения несущего фала и
закрепленной на нем цепочки с гидрофонами.

κ =
β ≈f

κ =

Таблица 2. Число и типы учитываемых мод

Пористость
Полное число 

учитываемых мод 

Число нормальных 
распространяющихся 

мод

Число нормальных 
вытекающих мод Число квазимод

0.1 43 32 11 –
0.2 42 28 14 –
0.3 41 24 17 –
0.4 40 19 21 –
0.5 37 12 25 –
0.6 35 – 35 –
0.7 33 – 8 25
0.8 29 – 7 22
0.9 27 2 5 20

M

Рис. 6. Невязка как функция скорости звука в дне и
относительной плотности дна. Минимум невязки по-
казан звездочкой.
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не итоговые расчеты по определению параметров
дна проводились для этого скорректированного
положения цепочки, описываемого формулой (1),
где учтен этот сдвиг. Результаты расчетов на
рис. 4–6а также приведены для скорректирован-
ного положения цепочки.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Очевидно, что полученные оценки эффектив-

ных акустических параметров дна на озере Байкал
(  1670 м/с,  1500 кг/м3,  0.45 дБ/км/Гц)
нельзя считать достоверными для всей акватории
этого озера. Скорее всего, даже в мелководной ее
части имеет место заметная изменчивость вели-
чин , , , обусловленная выносом осадочных
пород многочисленными реками. Однако разви-
тая в настоящей работе методика демонстрирует
принципиальную возможность оценки этих па-
раметров, во-первых, на небольших (сотни мет-
ров) расстояниях от источника звука, когда аку-
стическое поле формируется не только распро-
страняющимися, но и вытекающими модами и,
во-вторых, при наличии ледового покрова. По-
следнее, в том числе, возможно при использова-
нии приближенных расчетных соотношений,
приведенных в приложении к настоящей статье и
позволяющих существенным образом увеличить
скорость вычислений. Указанную методику мож-
но рекомендовать для применения на мелковод-
ном арктическом шельфе России.

Заметим здесь также, что акустические методы
оценки пространственного распределения скоро-
сти звука в верхнем слое донных осадочных хоро-
шо разработаны [16, 17] и лежат в основе совре-
менной инженерной сейсморазведки. Они позво-
ляют определять поле скорости звука с
горизонтальным пространственным разрешени-
ем в несколько десятков метров. Однако такое
разрешение для задач акустического мониторин-
га, упомянутых во введении, как правило, являет-
ся избыточным, тогда как сама сейсморазведка
является высоко затратной методикой. Она при-
менима только в акваториях, где, по крайней ме-
ре, в некоторые сезоны года отсутствует ледовый
покров. Кроме того, в этой методике не преду-
смотрена оценка плотности донных осадков, ко-
торая определяется при сопутствующем малоглу-
бинном бурении. Это еще многократно увеличи-
вает стоимость исследований. Учет этих
особенностей инженерной сейсморазведки слу-
жит дополнительным аргументом в пользу при-
менения методов, развитых в настоящей работе.

Авторы выражают благодарность М.В. Волкову
и А.В. Шатравину за помощь в проведении экспе-
риментов.

Работа выполнена при поддержке РФФИ, про-
ект 19-02-00127.

=1c ρ =1 β =f

1c ρ1 β f

ПРИЛОЖЕНИЕ А

МОДОВОЕ ОПИСАНИЕ ЗВУКОВОГО ПОЛЯ
В МЕЛКОВОДНОМ ВОЛНОВОДЕ

С ЛЕДОВЫМ ПОКРОВОМ

4.1. Постановка задачи

Рассмотрим модельный волновод, изображен-
ный на рис. 3. Волновод представляет собой вод-
ный слой переменной толщины , ограничен-
ный сверху однородным упругим слоем (льдом)
постоянной толщины , снизу – однородным
жидким полупространством (дном). Начало ци-
линдрической системы координат  выбра-
но на границе вода–лед, где  – горизонтальная
ось, угол  отсчитывается в горизонтальной плос-
кости вокруг вертикальной оси . С целью ис-
ключения в модели горизонтальной рефракции
акустических волн модельный волновод полага-
ем цилиндрически симметричным относительно
оси , на которой в точке с координатой  в вод-
ном слое находится точечный источник звука ча-
стоты . При такой геометрии поле в вол-
новоде не зависит от угла , а зависит только от
координат .

Обозначим параметры рассматриваемых сред:
, ,  – скорости продольных волн в воде,

дне и льду, соответственно;  – скорость попе-
речных волн во льду; , ,  – плотности воды,
дна и льда, соответственно; ,  – безразмерные
коэффициенты потерь продольных волн для дна
и льда, соответственно;  – безразмерный коэф-
фициент потерь поперечных волн для льда. Ко-
эффициенты потерь определяют мнимую часть

волновых чисел  = , где

обозначено . Связь безразмерных

коэффициентов потерь ( , , ) с коэффициен-
тами затухания ( , , ), используемыми при

расчетах, имеет вид .

Прежде чем искать поле для горизонтально не-
однородного волновода, у которого  const,
решим задачу для горизонтально однородного
волновода, у которого  const.

Запишем звуковое давление в воде и дне в виде
 и , где

 и  – комплексная амплитуда давления в соот-
ветствующих средах,  – время. В упругом слое
льда аналогом давления является тензор напря-
жения , который в случае
поля цилиндрической симметрии имеет вид
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(А1)

Учитывая наличие упругой среды, нахождение
поля в волноводе проводится с использованием
понятия потенциалов. Пусть u, ,  – вектора
смещений частиц соответственно в воде, дне и
льду. Тогда

(А2)

где , ,  – скалярные потенциалы, описываю-
щие продольные волны в соответствующих сре-
дах,  – векторный потенциал, описывающий по-
перечные волны во льду. Для поля цилиндриче-
ской симметрии все функции в (A2) зависят от
координат . При этом векторный потенциал
имеет отличную от нуля только -компоненту и
представляется в виде , где  –
скалярная функция векторного потенциала.

Для тонального источника после перехода к
комплексным амплитудам

(А3)

справедливы уравнения Гельмгольца

(А4)

где ,  – операторы Гельм-

гольца,  – оператор Лапласа для

поля цилиндрической симметрии, ,

 – дельта-функция Дирака, ,  – ко-

эффициент, характеризующий мощность и на-
чальную фазу источника (при последующих рас-
четах  не понадобится, т.к. исчезнет при нор-
мировке поля).

Граничные условия на границах сред имеют
вид

(А5)
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(А6)

где ,  – -компоненты векторов  и ,

,  – комплексные коэф-
фициенты Ламэ, штрих в (A6) и далее означает
производную по .

Формулы (А4)–(А6) написаны на основе тео-
рии, изложенной в [18], но в отличие от [18] учтены
потери во льду и дне. Аналогичные выражения
приведены также в [8], но при другой конфигура-
ции жидких и упругих сред.

Дополнительными условиями, выделяющими
единственное решение уравнений (A4) с гранич-
ными условиями (A5), являются: 1) условие рас-
пространения волн в дне в направлении от источ-
ника, 2) условие излучения на бесконечности.
Второе условие для дна в виде жидкого поглоща-
ющего полупространства сводится к ограниченно-
сти амплитуды волн на бесконечности [19]. Если
через  и  обозначить классы функций, соот-
ветствующие первому и второму дополнитель-
ным условиям, то они запишутся в виде

(A7)

4.2. Решение задачи

Задача (A4)–(A7) при  const имеет точное
решение (вывод аналогичен [8, 11]). Для поля дав-
ления  в водном слое волновода ( ) точ-
ное решение имеет вид

(A8)

где функции  и  являются решения-
ми задач

(A9)

, , ,

 – функция Ханкеля первого рода,
 – определитель Вронского, кото-

рый не зависит от .
Функции  и  определяются

из граничных условий на нижней и верхней гра-
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ницах водного слоя, соответственно, и могут быть
представлены в виде

(A10)

(A11)

где , , ,

, ,  – опреде-
литель матрицы :

 – алгебраические дополнения к
соответствующим элементам матрицы  (первый
индекс – строка, второй индекс – столбец,  –
минор матрицы , равный определителю остав-
шейся матрицы при вычеркивании -й строки и

-го столбца).

Все радикалы  в приведенных выше форму-
лах и далее по тексту понимаются однозначно –
как главное значение2 комплексного квадратного
корня, у которого . Если , то вы-
бирается значение, у которого .

Интеграл (A8) может быть преобразован со-
гласно теории вычетов в сумму дискретного спек-
тра (сумма вычетов в полюсах , удовлетворяю-
щих равенству  на множестве ком-
плексных  при ) и непрерывного
спектра (интеграл по берегам разреза от точки
ветвления ). Пренебрегая непрерывным спек-
тром, запишем приближенное решение задачи
(A4)–(A7) при H = const в виде дискретного спек-
тра:

(A12)

где  – учитываемое число мод дискретного
спектра,  и  – нормированные собствен-
ные функции и собственные значения (полюса)
задачи Штурма–Лиувилля для области :

2 Второе неглавное значение комплексного квадратного
корня отличается от главного значения знаком.
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где , , ,  – значения функций , ,

,  в точке .

В частном случае при  const собственные
значения  определяются как корни уравнения:

(А14)

При этом собственные функции равны:

(А15)

где  – коэффициент нормировки, определяе-
мый из условия нормировки (последнее равен-
ство в (А13)):

(А16)

Заметим, что формулы для волновода безо льда
получаются при .

Определенное выше правило понимания ра-
дикала , как главного значения корня для дей-
ствительных и комплексных , приводит к беско-
нечному количеству полюсов , а значит и числу
мод . Данное правило соответствует М-разрезу
на комплексной плоскости, идущему от точки
ветвления  по гиперболе 
при  [15]. На практике М-разрез экви-
валентен разрезу Пекериса, идущему от точки 
вертикально вверх, поскольку дает такие же по-
люса и моды. Среди бесконечного числа мод, как
правило, имеется конечное число нормальных
мод и бесконечное число квазимод. Как показано
в [15], учет квазимод дает хорошее приближение к
точному решению на коротких расстояниях

.
В данной работе расстояние от источника

, поэтому необходимо учитывать моды
всех типов: нормальные (распространяющиеся и
вытекающие) и квазимоды, принадлежащие к
классу вытекающих мод. Общее количество учи-
тываемых мод  необходимо выбирать таким,
чтобы прибавление новых мод практически не
влияло на результат расчета дискретного спектра
поля.
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ГРИГОРЬЕВ и др.

Для волновода с плавным изменением толщи-
ны водного слоя , решение для поля при

 может быть записано в адиабатическом
приближении [6]:

(А17)

где  и  – собственные функции и
собственные значения, вычисленные согласно
(А13)–(А16), при каждом поперечном сечении
волновода для фиксированного значения ,

.
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