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На основе метода продолженных граничных условий разработаны два алгоритма численного реше-
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ВВЕДЕНИЕ

Частицы, покрытые тонкими экранами (в
частности, частицы Януса), представляют боль-
шой интерес в антенной технике, медицине и
биологии. Например, частицы Януса использу-
ются в качестве нано- или микропловцов, управ-
ляемых бегущими акустическими волнами, для
точного позиционирования лекарств. Их также
можно использовать как микрозонды или сенсо-
ры в силу того, что разные части частиц Януса да-
ют различные отклики на внешнее воздействие.
Асимметрия частиц Януса позволяет частицам
легко перемещаться, что открывает возможности
для создания микромоторов [1–3]. Несмотря на
прикладную значимость частиц Януса, рассеяние
волн на таких структурах исследовано достаточно
слабо. В литературе имеется ряд работ, посвя-
щенных как акустической, так и электромагнит-
ной задаче дифракции на сфере Януса [3–7]. Для
решения данной задачи дифракции использова-
лись, например, метод моментов, основанный на
решении переопределенных алгебраических си-
стем [3], метод интегральных уравнений [4], ме-
тоды, основанные на теории сумматорных урав-
нений [5] и метод T-матриц [6, 7].

В настоящей работе рассмотрена акустическая
задача дифракции плоской волны на проницае-
мом шаре, частично покрытом бесконечно тон-
ким абсолютно мягким или абсолютно жестким
сферическим экраном. Задача рассеяния на по-
крытом шаре решалась методом продолженных
граничных условий (МПГУ), который успешно
применялся ранее к решению широкого круга
двумерных и трехмерных задач теории дифрак-
ции [8–11]. Основная идея метода состоит в том,
что граничное условие краевой задачи “перено-
сится” на вспомогательную поверхность, распо-
ложенную на небольшом расстоянии от исходной
поверхности экрана в области, где ищется поле.
Возможность такого подхода обусловлена веще-
ственной аналитичностью дифракционного поля.
Таким образом, например, если граничное условие
выполняется на поверхности экрана, то оно при-
ближенно выполняется и в некоторой “окрестно-
сти” этой поверхности.

Решение рассматриваемой задачи дифракции
при помощи МПГУ основано на использовании
функции Грина (ФГ) проницаемого шара. При
этом исходная краевая задача сводится к инте-
гральному уравнению первого рода относительно
поля или его нормальной производной на по-
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верхности экрана с ядром, выражающимся через
ФГ шара. Для решения интегрального уравнения
использовались две методики. Первая основана
на кусочно-постоянной аппроксимации неиз-
вестной функции по двум угловым координатам
(в сферической системе координат). С целью ал-
гебраизации задачи использовался метод Крыло-
ва–Боголюбова. При этом осевая симметрия за-
дачи не учитывалась. Данный подход применялся
ранее авторами для решения близкой задачи ди-
фракции электромагнитного поля на плоском
экране, расположенном на границе раздела двух
сред [11]. Второй метод основан на использова-
нии осевой симметрии рассматриваемой задачи
дифракции. При помощи проектирования дву-
мерного интегрального уравнения на стандарт-
ный базис Фурье по азимутальному углу, задача
сводилась к решению бесконечного набора одно-
мерных интегральных уравнений относительно
зенитного угла . Для решения указанных одно-
мерных интегральных уравнений применялся ба-
зис из полиномов Якоби с соответствующим ве-
сом, учитывающим особенность на краю сфери-
ческого экрана. При этом применялся метод
коллокации, аналогичный методу, описанному в
работе [12]. При таком подходе удается добиться
большей точности, чем при использовании перво-
го метода. Отметим, что данный подход является
обобщением двумерной задачи дифракции на
цилиндрическом экране, рассмотренной в рабо-
те [13].

Основной трудностью при решении рассмат-
риваемой задачи дифракции, как при использо-
вании первой, так и второй методики, является
расчет ФГ проницаемого шара, так как ФГ выра-
жается в виде медленно сходящегося ряда, непри-
годного для численных расчетов. С целью ускоре-
ния сходимости указанного ряда выделялась
асимптотика n-го члена ряда при  (эту ве-
личину можно назвать сингулярной частью ФГ).
Сингулярная часть ФГ суммировалась аналити-
чески с использованием производящей функции
полиномов Лежандра. Оставшаяся (регулярная)
часть ФГ представляла собой достаточно быстро
сходящийся ряд.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим математическую постановку задачи.
Пусть однородный шар радиуса a покрыт беско-
нечно тонким сферическим экраном  с углом
раскрыва . Введем сферическую систему коор-
динат, причем ось z направим вдоль оси рассмат-
риваемого тела вращения (сферы Януса). Геомет-
рия задачи изображена на рис. 1. Предполагаем,
что волновые числа и плотности сред вне и внут-
ри шара равны  и  соответственно. Та-
ким образом, волновое поле вне и внутри шара

θ
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S
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При  выполнены условия сопряжения
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ответствующей величины. Предполагаем, что
сфера Януса облучается плоской волной, которая
имеет вид:

(5)

Здесь  – угол падения плоской волны. Рассеян-
ное поле  удовлетворяет условию излучения на
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Рис. 1. Осевое сечение сферы Януса.
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(6)

Полное поле удовлетворяет также условию
Мейкснера на краю сферического экрана.

2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ПРИ ПОМОЩИ МПГУ
Применим МПГУ для решения поставленной

задачи дифракции. С этой целью представим по-
ле вне проницаемого шара в виде

(7)

в случае абсолютно мягкого экрана и

(8)

в случае абсолютно жесткого. Здесь  – пер-
вичное поле, определяемое из решения задачи
дифракции на шаре в отсутствие экрана,

 в случае абсолютно мягкого экра-

на и  – в случае абсолютно жесткого.

В формулах (7) и (8)  – функция Грина про-
ницаемого шара, которая при  имеет вид

(9)
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,  – сферические функции Бесселя и
Ханкеля соответственно, Pn(x) – полиномы Ле-
жандра.
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(15)

где .

→∞

 ∂ + = ∂ 

1
1

1lim 0.
r

Ur ikU
r

= − 
0( ) ( ) ( ') ( , ') '

S

U U J G dsr r r r r

∂
= +

∂
0 ( , ')

( ) ( ) ( ') '
'S

G
U U J ds

r
r r

r r r

0( )U r

=
<

 ∂=  ∂ 
Jθ θ

( ')
' r a

UJ
r

r

[ ] =
<

=
Jθ θ

( ') r aJ Ur

( , ')G r r
>r a

= +0 1,G G G

−
= = −

1

0 , ' ,
4π

ik ReG R
R

r r

∞

=
= + (2) (2)1

1 1 1
0

(2 1) ( ') ( ) (cos γ),
4π n n n n

n

kG n V h k r h k r P
i
γ = θ θ ψ + θ θ

ψ = ϕ − ϕ
cos sin sin ' cos cos cos ',

',

−=
−

12 1 2 1 2
(2)

1 2 12 1 2

μ ( )η ( ) η ( ) ( ) ,
ξ ( ) ( ) μ ( )η ( )

n n n n
n

n n n n

j k a k a k a j k aV
k a j k a h k a k a

= = = (2)1
12

2

μ ''μ , η ( ) ( ), ξ ( ) ( ),
μ n n n nx xj x x xh x

( )nj x (2)( )nh x

∞
−

=−∞

= +

+ +

0
пад

(2)
1 0

( ) ( )

(2 1) ( ) (cos γ ),n
n n n

n

U U

i n V h k r P

r r

= +0 0 0cos γ (θ,φ) sin θ sin θ cos φ cos θ cos θ

В соответствии со стандартной схемой МПГУ
подставим далее формулу (7) или (8) в граничное
условие (2) или (3), поставленное на вспомога-
тельной поверхности , смещенной на малое рас-
стояние  от поверхности  [8–11]. В результате за-
дача сведется к решению интегрального уравнения
первого рода относительно функции :
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либо

(17)

соответственно в случае абсолютно мягкого или
жесткого экрана.

С использованием сферических координат,
интегральные уравнения (16) и (17) могут быть за-
писаны в виде
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сходится очень медленно в силу того, что отноше-
ние  и, следовательно, непригоден
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вых, заметим, что
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(23)

(24)

где . Ряды (23) и (24) сходятся по-преж-
нему очень медленно, поэтому выделим асимпто-
тики величин  и  при , используя из-
вестные асимптотические разложения сфериче-
ских функций Бесселя и их производных [14]:
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ния (18), на примере условия Дирихле на поверх-
ности экрана. Запишем ФГ (23) в виде
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. В формуле (31) . Коэффициент 
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Аналогично, в случае абсолютно жесткого экрана
c использованием равенства

(39)

и, учитывая, что  ≡ 

при , получим

(40)

(41)

Коэффициенты  находим из асимптоти-
ки следующей величины (при ):

(42)

При этом сохраняем только три члена разложения.
В силу громоздкости соответствующих выкладок,
для нахождения коэффициентов  ис-
пользовались символьные вычисления в среде Ma-
ple. Отметим, что члены рядов в формулах (37) и

(41) имеют порядок не больше , то есть сходят-

ся достаточно быстро.

3. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ДВУМЕРНОГО 
ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ
НА ОСНОВЕ ДВУХ ПОДХОДОВ

Рассмотрим вопрос о численном решении
уравнений (18) при помощи двух методов. Пер-
вый подход основан на использовании кусочно-
постоянной аппроксимации неизвестной функ-
ции с последующим применением метода колло-
кации. А именно, вводим сетку:

(43)

Неизвестную функцию  ищем в виде:

(44)
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где  и  – импульсные функции:

(45)

где . Подставив выражение (44)

в интегральное уравнение (18) и приравняв левую и
правую части полученного равенства в точках колло-
кации с координатами  ( ),
получим систему линейных алгебраических урав-
нений (СЛАУ):

(46)

где

(47)

(48)

В последнем интеграле применяем приближен-
ную формулу, являющуюся двумерным аналогом
формулы прямоугольников:

(49)

так как “регулярная” часть  ядра интегрального
уравнения является медленно меняющейся функ-
цией углов . Правая часть СЛАУ имеет вид

(50)

в случае абсолютно мягкого экрана и

(51)

в случае абсолютно жесткого.
В качестве результата решения задачи дифрак-

ции мы рассматривали диаграмму рассеяния ча-
стицы Януса, которая в данном случае определя-
ется по формулам:
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Здесь

(53)

(54)

– диаграмма первичного поля,

(55)

в случае абсолютно мягкого экрана и

(56)

в случае абсолютно жесткого. В формулах (55) и (56)

(57)

Опишем основные моменты решения инте-
грального уравнения (18) при помощи второй ме-
тодики. Учтем осевую симметрию частицы Януса.
Разложим неизвестную функцию в ряд Фурье

(58)

В результате подстановки формулы (58) в инте-
гральное уравнение (18) и проектирования обеих
частей равенства на базис Фурье, получим следу-
ющую бесконечную систему одномерных инте-
гральных уравнений
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в случае абсолютно мягкого экрана и

(63)

(64)

(65)

в случае абсолютно жесткого. Здесь

(66)

(67)

а функция  имеет вид (38). В формуле (63)
 – цилиндрические координаты

точки наблюдения и точки источника. Эффек-
тивный численный алгоритм нахождения функ-
ций  и их производных приведен в [15].

Для решения одномерных интегральных урав-
нений (59) воспользуемся разложением неизвест-
ных функций  в ряд по ортогональным по-
линомам Якоби с весом, учитывающим особен-
ность на краю экрана. Предварительно сделаем
замену переменной . В результате
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в случае абсолютно жесткого. Здесь  и

 – полиномы Якоби, . По ана-
логии с работой [12] применим метод коллока-
ции, выбрав точки коллокации, удовлетворяю-
щие соотношению

(70)

где
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соответственно в случае условия Дирихле или
Неймана на экране. Тогда в результате подста-
новки разложений (68) и (69) в уравнения (59),
получим следующий бесконечный набор СЛАУ
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интегрировании сингулярной части ядра (см.
формулы (73) и (76)) мы заменили переменную x
на . Соответствующие интегралы вычисляли
при помощи адаптивной программы на языке
Matlab. Интегралы в (74) и (77) вычисляли при
помощи квадратурных формул с весом 
или .

Приведем формулы для диаграммы рассеяния
при использовании второй методики. Диаграмма
вновь имеет вид (53). При этом
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4. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Рассмотрим результаты численного моделиро-

вания. Для тестирования разработанных методов
было проведено сравнение с результатами, полу-
ченными при помощи метода Т-матриц в работе [7].
Волновые числа и плотности сред вне и внутри шара
были равны  и , соот-
ветственно. Параметр  при использовании МПГУ
во всех случаях брался равным . Угол полурас-
крыва экрана был равен . Угол падения пер-
вичной волны . Рассматривались два различ-
ных радиуса шара  и . Число точек
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−310
= °Jθ 90

= °0θ 0
=1 3k a =1 6k a

коллокации для первого метода ,
для второго метода . В качестве рассматрива-
емой характеристики бралась интенсивность рассе-
янного поля, определяемая следующим образом:

(84)

На рис. 2 и 3 приведены угловые зависимости
интенсивности рассеяния для метода Т-матриц
(кривая 1) и предлагаемых подходов на основе
МПГУ (кривая 2 соответствует первому, а кривая
3 – второму методу). На рис. 2 видно, что для

= =1 240, 160N N
= 32L

= 2
2

1

1I(θ) (θ,0) .g
k

Рис. 2. Угловые зависимости интенсивности рассеянного поля сферы Януса в виде проницаемого шара, частично покрытого
абсолютно мягким сферическим экраном для двух волновых размеров (а) –  и (б) – , полученные при помощи
метода Т-матриц и при помощи алгоритмов на основе МПГУ. Угол полураскрыва экрана (а) –  и (б) – .
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Рис. 3. Угловые зависимости интенсивности рассеянного поля сферы Януса в виде проницаемого шара, частично покрытого
абсолютно жестким сферическим экраном для двух волновых размеров (а) –  и (б) – , полученные при помощи
метода Т-матриц и при помощи алгоритмов на основе МПГУ. Угол полураскрыва экрана (а) –  и (б) – .
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Таблица 1. Точность выполнения оптической теоремы для сферы Януса в виде проницаемого шара, частично
покрытого абсолютно жестким сферическим экраном (первая методика)

15 2.489595 2.515150 1.03 ×10–2

25 2.544564 2.564611 7.88 ×10–3

35 2.570533 2.587121 6.45 ×10–3

40 2.578923 2.594292 5.96 ×10–3

15 14.917236 15.227829 2.08 ×10–2

25 15.002267 15.247020 1.63 ×10–2

35 15.060940 15.255580 1.29 ×10–2

40 15.081490 15.257716 1.17 ×10–2

=1 2 1, 4N N N σ ( )− θ0Im ( ,0)g Δотн

=1 3k a

=1 6k a

Таблица 2. Точность выполнения оптической теоремы для сферы Януса в виде проницаемого шара, частично
покрытого абсолютно жестким сферическим экраном (вторая методика)

L

16 2.634956 2.640329 2.04 ×10–3

32 2.636773 2.642852 2.30 ×10–3

48 2.633772 2.638545 1.81 ×10–3

64 2.632997 2.637633 1.76 ×10–3

16 15.24457 15.25526 7.01×10–4

32 15.22389 15.21330 6.96 ×10–4

48 15.25218 15.26120 5.91×10–4

64 15.26292 15.26505 1.39 ×10–4

σ ( )− 0Im (θ ,0)g Δотн

=1 3k a

=1 6k a

условия Дирихле на экране результаты, получен-
ные всеми тремя методами, совпадают с графиче-
ской точностью. Для условия Неймана (рис. 3)
результаты расчета интенсивности рассеянного
поля, которые получены при помощи подхода,
основанного на использовании кусочно-посто-
янной аппроксимации (кривая 2), отличаются
меньше от соответствующих результатов, полу-
ченных методом Т-матриц, чем при использова-
нии второго метода. Данный факт можно объяс-
нить тем, что базис (69) учитывает особенность
неизвестной функции на краю экрана, в то время
как в методе Т-матриц и в первом методе на осно-
ве МПГУ эта особенность не учитывается. Отме-
тим также, что в силу наличия второй нормаль-
ной производной ФГ в случае условия Неймана
на экране, точность расчета диаграммы при по-
мощи МПГУ несколько ниже, чем в случае усло-
вия Дирихле.

В качестве критерия проверки правильности
полученных результатов рассматривалась опти-
ческая теорема, которая записывается в виде [16]

(85)

где

(86)

Для оценки точности выполнения оптической
теоремы рассчитывалась относительная разность
левой и правой частей в формуле (85):

(87)

Результаты этой проверки для первого и вто-
рого из предлагаемых подходов при рассмотрен-
ных выше параметрах приведены в табл. 1 и 2. Как
было отмечено ранее, для условия Неймана на

( )σ = − θ0Im ( ,0) ,g

π π

σ = θ ϕ θ θ ϕ
π  

2
2

0 0

1 ( , ) sin .
4

g d d

( )σ + θΔ ≡
σ

0
отн

Im ( ,0)
.

g
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экране точность выполнения оптической теоре-
мы ниже, чем для условия Дирихле, поэтому рас-
сматривался случай абсолютно жесткого экрана.
Из табл. 1 видно, что при использовании первого
подхода относительная разность правой и левой
частей равенства (87) – величина  – уменьша-
ется с ростом числа точек коллокации  и не

Δотн

1N

превышает 3 × 10–2. При одинаковых значениях
 для тела меньших размеров точность выполне-

ния оптической теоремы выше. Для второго под-
хода оптическая теорема выполняется с более высо-
кой точностью в случае большего размера тела, а
именно не превосходит 3 × 10–3 для  и 2 × 10–4

для .
В качестве еще одной проверки разработанных

алгоритмов, для второго из рассматриваемых
подходов была вычислена невязка краевого усло-
вия, определяемая формулой:

(88)

где  имеет вид (68) или (69). Невязка вычисля-
лась на контуре осевого сечения вспомогательной
поверхности . На рис. 4 и 5 приведены кривые
зависимости невязки от номера N точки наблю-
дения  (число точек, в которых вычислялась не-
вязка, было выбрано равным 128). Угол падения
падающей волны , размеры шара ,
угол наблюдения , а остальные параметры
такие же, как и для рис. 2 и 3. На рис. 4 рассмат-
ривался абсолютно мягкий экран, а на рис. 5 –
абсолютно жесткий. Как видно из графиков, не-
вязка для условия Неймана на экране имеет два
выброса, имеющие порядок 0.3. В то же время
максимальный уровень невязки на большей ча-
сти контура осевого сечения экрана не превосхо-
дит , т.е. достаточно мал. Расчеты показы-
вают, что для первого подхода невязка краевого
условия имеет на порядок большие значения.

На рис. 6 и 7 изображены угловые зависимости
интенсивности рассеянного поля от угла раскры-
ва сферического экрана. Кривая 1 соответствует
дифракции на проницаемом шаре, который не
покрыт экраном. Соответствующая кривая полу-
чена при помощи подстановки в формулу (84)
диаграммы первичного поля  вместо

. Кривой 6 на рисунках показаны зависи-
мости интенсивности при дифракции плоской
волны на абсолютно мягкой (рис. 6) или абсолют-
но жесткой (рис. 7) сфере соответствующего вол-
нового размера, полученные при помощи моди-
фицированного метода дискретных источников
(ММДИ) [17]. Кривые 2–5 соответствуют углам
раскрыва экрана, равным 45°, 90°, 135° и 179°.
Волновой размер сферы Януса и угол падения
волны – . Материальные парамет-
ры сред и волновые числа те же, что и для преды-
дущих рисунков. Результаты, приведенные на ри-
сунках, получены при помощи первой из рас-

1N

=1 3k a
=1 6k a

θ∞

=−∞

Δ θ ϕ =
 

= θ θ θ θ θ − θ × 
  

× ϕ

 
0

( , )

( , ') ( ') sin ' ' ( )

exp( ),

J

m m m
m

K I d B

im

mI

δS

θ

= °0θ 45 =1 6k a
=φ 0

−× 22 10

θ ϕ0( , )g
θ ϕ( , )g

= =1 06,  θ 0k a

Рис. 4. Распределение невязки на контуре осевого се-
чения вспомогательной поверхности для сферы Яну-
са в виде проницаемого шара, частично покрытого
абсолютно мягким сферическим экраном. Угол паде-
ния первичной волны .
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Рис. 5. Распределение невязки на контуре осевого се-
чения вспомогательной поверхности для сферы Яну-
са в виде проницаемого шара, частично покрытого
абсолютно жестким сферическим экраном. Угол па-
дения первичной волны .
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сматриваемых методик при . На
рисунках видно, что в случае, когда экран почти
полностью покрывает шар (кривая 6), график ин-
тенсивности рассеянного поля совпадает с ре-
зультатами для идеально отражающей сферы, что
соответствует физической картине рассматривае-
мого явления. Видно также, что в случае абсолют-
но мягкого и абсолютно жесткого экранов имеется
резкий максимум интенсивности в направлении

= =1 240,  160N N

угла падения плоской волны. В случае условия
Дирихле величина максимума имеет наибольшее
значение для  (когда экран вырождается
в сферу). При отсутствии экрана (то есть при ди-
фракции на проницаемом шаре) максимум в на-
правлении падения волны имеет еще большее
значение (чем для покрытого шара). В направле-
нии обратного рассеяния (при ) также
имеется максимум интенсивности, который при-
нимает наибольшие значения при  и

. В случае абсолютно жесткого экрана ве-
личина максимума интенсивности в направлении
падения плоской волны имеет существенно боль-
шее значение для  по сравнению с други-
ми углами раскрыва экрана. Уровень обратного
рассеяния также максимален при .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На основе МПГУ разработаны два алгоритма
численного решения задачи дифракции плоской
волны на сфере Януса в виде проницаемого шара,
частично покрытого абсолютно мягким или абсо-
лютно жестким сферическим экраном. Выполне-
но сравнение результатов расчета интенсивности
рассеянного поля, полученной с использованием
предложенных методов с результатами, найден-
ными методом T-матриц. Показано хорошее сов-
падение результатов как при применении обеих
методик на основе МПГУ, так и при использова-
нии метода Т-матриц. Проведена проверка точ-
ности выполнения оптической теоремы и невяз-
ки краевого условия в случае условий Дирихле и
Неймана на экране. Показано, что погрешность
выполнения оптической теоремы не превосходит

 при использовании первой методики и
 в случае применения второго метода. По-

казано, что невязка краевого условия при приме-
нении второй методики имеет малые значения на
большей части осевого сечения экрана. Таким об-
разом, можно сделать вывод о том, что вторая ме-
тодика дает более точные результаты. Построены
и исследованы угловые зависимости интенсивно-
сти рассеянного поля для различных углов рас-
крыва отражающего экрана. Показано суще-
ственное различие между поведениями угловых
зависимостей интенсивности в случае абсолютно
мягкого и абсолютно жесткого экранов. Установ-
лено, что для выбранных параметров задачи мак-
симальный уровень обратного рассеяния дости-
гается при .

Работа выполнена при частичной финансовой
поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проекты № 18-02-00961, 19-02-00654).
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Рис. 6. Угловые зависимости интенсивности рассеян-
ного поля сферы Януса для различных углов раскры-
ва покрывающего ее абсолютно мягкого сферическо-
го экрана.
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Рис. 7. Угловые зависимости интенсивности рассеян-
ного поля сферы Януса для различных углов раскры-
ва покрывающего ее абсолютно жесткого сфериче-
ского экрана.
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