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В физике, в частности, акустике время традиционно рассматривается как непрерывная координата.
Некоторое исключение составляет обработка сигналов, где дискретизация необходима для расчетов
на компьютерах. Но все акустические задачи формулируются и решаются с помощью непрерывных
по времени моделей, описываемых дифференциальными уравнениями и их решениями в виде не-
прерывных функций времени. Между тем эти задачи могут быть эквивалентным образом сформу-
лированы и решены с помощью дискретно-временных моделей, описываемых конечно-разностны-
ми уравнениями и их решениями в виде временных рядов. Как показывает опыт некоторых других
областей науки, например, теории управления, дискретный подход имеет ряд преимуществ перед
непрерывным подходом, использование которых значительно облегчает решение многих задач.
Данная статья имеет цель частично восполнить имеющийся здесь пробел в акустике и направлена
на создание теоретических основ дискретно-временного подхода к решению акустических задач.
Статья ограничена рассмотрением одной широко распространенной в акустике колебательной си-
стемы – линейной структуры с N степенями свободы, состоящей из сосредоточенных инерцион-
ных, упругих и диссипативных элементов, к которой, в частности, приводит метод конечных эле-
ментов. Для нескольких непрерывных моделей этой системы в статье построены эквивалентные
дискретно-временные модели, выведены конечно-разностные уравнения и получены их реше-
ния. Критерием эквивалентности непрерывных и дискретных моделей в статье принято матема-
тически точное равенство соответственных решений во все дискретные моменты времени. Исхо-
дя из этого критерия, между параметрами непрерывных и дискретных моделей и их уравнений
установлены аналитические связи, позволяющие по непрерывной модели системы строить ее
дискретно-временную модель и, наоборот, по известной дискретной модели строить ее непре-
рывную модель. Особое внимание в статье уделено вынужденным колебаниям системы под дей-
ствием кинематического возбуждения, важного во многих акустических задачах, тогда как в ли-
тературе рассматривается исключительно силовое возбуждение. В статье также рассмотрено одно
из самых полезных свойств дискретного моделирования – простота построения дискретных мо-
делей по экспериментально измеренным сигналам. Приведен соответствующий пример. Отме-
тим, что термин “ARMA-модель” является сокращением для “модели авторегрессии и скользящего
среднего”, общепринятым в теории управления, теории систем и в других областях науки.

Ключевые слова: колебательные системы с N степенями свободы, эквивалентность дискретной и
непрерывной моделей, энергетический критерий адекватности модели
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ВВЕДЕНИЕ

В акустике все физические переменные (дав-
ление, смещения и др.) традиционно рассматри-
ваются как непрерывные функции времени и
пространственных координат, а колебательные
модели сред и структур описываются дифферен-
циальными уравнениями, обыкновенными или в
частных производных. В последнее время, одна-
ко, исследователям и инженерам все чаще прихо-
дится иметь дело с ситуациями, где переменные и

непрерывные функции дискретизируются и за-
меняются числовыми рядами. Так, компьютер-
ная обработка и хранение непрерывных времен-
ных сигналов доступны только после их дискре-
тизации по времени, а уточненные численные
решения колебательных и волновых краевых за-
дач стали возможны благодаря использованию
методов конечных и граничных элементов, в ко-
торых непрерывные среды и конструкции заме-
няются их дискретными пространственными мо-
делями. Нет сомнений в том, что в ближайшее
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время, благодаря широкому применению ком-
пьютеров, дискретизация переменных и парамет-
ров будет использоваться все шире, а дискретная
математика будет все более активно внедряться в
теорию и инженерную практику решения акусти-
ческих задач.

Между тем, существуют области, где исследуе-
мые явления и процессы по своей природе явля-
ются дискретными или измеряются только в
определенные моменты времени. Многообразие
и доступность таких измерений способствовали
раннему развитию научных исследований. На-
блюдения за температурой воздуха в городах, за
морскими приливами, солнечными пятнами и
другими дискретными явлениями уже в 18-м веке
привели ученых к формулировке математическо-
го понятия временных рядов, детерминированных
и случайных, и к необходимости их анализа с це-
лью извлечения из них информации, необходи-
мой для понимания природы явлений, а также
для построения их динамических моделей, про-
гнозирования и управления. В начале 20-го сто-
летия на основе этих исследований был сформи-
рован самостоятельный научный раздел “Анализ
временных рядов” с большим числом важных ре-
зультатов и приложений в области спектрального
оценивания, статистики (см., например, [1–4]).

Настоящий прорыв в развитии дискретных
моделей и методов исследования временных про-
цессов начался в середине 20-го века и продолжает-
ся сейчас в связи с бурным развитием промышлен-
ности, особенно транспорта, и с необходимостью
проектирования оптимальных систем автомати-
ческого управления производственными процес-
сами и работой транспортных средств. Эта об-
ласть науки, которую принято называть “теорией
управления” (прежнее название “теория автома-
тического регулирования”), является сегодня од-
ной из самых развитых. Здесь уже написаны де-
сятки монографий как непосредственно по теории
управления, например [5–9], так и по примыкаю-
щим к ней дисциплинам – по “идентификации
систем”, т.е. по построению математических мо-
делей динамических систем на основе экспери-
ментальных данных [10–13], по цифровой обра-
ботке временных сигналов [4, 14] и др. По этой те-
матике также имеются тысячи публикаций в
журналах и трудах многочисленных регулярных
конференций – см., в частности, [15, 16], где в от-
крытом доступе печатаются доклады конферен-
ций, проводимых под эгидой Международной
федерации по автоматическому управлению (Inter-
national Federation on Automatic Control – IFAC) за
1960–2014 гг. [15] и c 2015 г. по настоящее время
[16]. Многие теоретические и практические ре-
зультаты теории управления, в том числе дис-
кретные модели и методы исследования времен-
ных процессов, в последние годы были успешно
распространены на другие области, включая та-
кие, казалось бы, далекие от техники области как

биология, медицина, языкознание и другие (см.,
например, [17, 18]).

Однако, акустику эти процессы затронули не-
значительно, несмотря на наличие целого ряда
проверенных на практике достоинств дискрет-
ных методов (простота экспериментального по-
строения дискретных моделей, экономичность в
вычислениях, робастность, т.е. работоспособность
при низких значениях отношения “сигнал/шум”,
возможность прогнозирования случайных про-
цессов и др.). В литературе можно найти отдель-
ные статьи, где дискретные модели временных
процессов применяются для решения задач мо-
дального анализа, акустического мониторинга и
диагностики колебательных систем, например, в
[19–23]. Но на регулярной основе, если не счи-
тать обработку сигналов, дискретные методы ис-
следования временных процессов в акустике по-
ка не применяются, насколько известно авторам
данной статьи, которые не смогли найти в извест-
ных монографиях и справочниках по акустике да-
же упоминания о них.

В предлагаемой работе делается попытка ча-
стично восполнить этот пробел. Основное вни-
мание в ней уделено построению дискретных по
времени моделей по известным непрерывным мо-
делям для простейших акустических структур – ко-
лебательных систем с конечным числом степеней
свободы. В основу построения положен крите-
рий, согласно которому временные ряды, описы-
вающие свободные и вынужденные колебания
дискретных моделей, должны в точности совпа-
дать с соответственными дискретизированными
непрерывными решениями. Такое требование
продиктовано особенностью акустических задач,
которая заключается в высокой чувствительности
волновых и колебательных свойств к изменению
модельных параметров. В частности, ниже в ста-
тье показано, что повсеместно применяемая в ли-
тературе процедура построения дискретных мо-
делей путем формальной замены непрерывных
производных конечными разностями приводит к
физически неприемлемым результатам – см.
Приложение А. Для построенных на основе ука-
занного критерия дискретных моделей в статье
выведены конечно-разностные уравнения и по-
лучены их решения для свободных и вынужден-
ных колебаний под действием как силового, так и
кинематического возбуждения. Между парамет-
рами непрерывных и соответственных дискрет-
ных моделей установлены аналитические соотно-
шения, позволяющие без труда переходить от не-
прерывных моделей к дискретным и наоборот.
Отмечено одно из примечательных свойств дис-
кретных моделей – это специальная структура их
конечно-разностных уравнений. Она делает чрез-
вычайно простым построение самой модели экс-
периментально без предварительного знания со-
ответственных непрерывных моделей и с исполь-
зованием весьма ограниченного объема данных
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измерений. В статье приведен пример такого по-
строения.

Отметим особую роль, которую в данной рабо-
те играет известная теорема отсчетов Котельни-
кова [24] (в западной литературе она известна под
названием теорема Найквиста–Шеннона). Тео-
рема гласит: любая непрерывная функция x(t) с
ограниченным спектром (ω < ωc) может быть точ-
но представлена своим дискретным временным
рядом x(nT) с интервалом дискретизации T, рав-

ным , и восстановлена с помощью раз-

ложения

где sinc(z) = sin(z)/z, n – целое число. Она, таким
образом, означает, что два представления вре-
менной зависимости, в виде непрерывной функ-
ции времени и в виде временного ряда, являются
при выполнении определенных условий эквива-
лентными. По существу, но в другой форме, тео-
рема была получена математиками ранее в рамках
решения задачи интерполяции функций [25]. Од-
нако ее пришлось заново переоткрывать в 1930-х гг.
для нужд теории связи, где она, в силу ее фунда-
ментальной важности, получила название, свя-
занное с выдающимися учеными этой области
науки и техники. В настоящее время теорема от-
счетов лежит в основе современных численных
методов обработки сигналов, теории управления
и других областях науки. Поскольку данная ста-
тья посвящена установлению аналитической связи
между эквивалентными непрерывными и дис-
кретными моделями колебательных систем, то
теорема отсчетов и здесь предполагается выпол-
ненной во всех приводимых соотношениях, и, та-
ким образом, также лежит в основе предложен-
ной в статье теории.

Подчеркнем, что данная статья рассматривает
дискретизацию колебательных процессов по вре-
мени и совсем не затрагивает дискретизацию по
пространственным координатам, хотя она столь
же актуальна и важна из-за широкого примене-
ния методов конечных и граничных элементов.
Эти два научных направления, основанные на
временной и на пространственной дискретиза-
ции, развивались независимо, решая разные фи-
зические задачи и используя разные математиче-
ские аппараты. Важное отличие между ними за-
ключается, в частности, в том, что все временные
зависимости, в отличие от зависимостей от про-
странственных координат, подчиняются прин-
ципу причинности. С некоторыми имеющимися
методами и результатами решения современных
пространственно-дискретных или, иначе, сете-
вых и решетчатых задач читатель может ознако-
миться, например, в статье [26].

π< ≤
ω

0
c

T

( ) ( ) ( )∞

=−∞

 = π −   sinc ,
n

tx t x nT n
T

В заключение Введения приведем перечень и
краткую характеристику известных [2] времен-
ных дискретных моделей, которые используются
в данной статье. Это, прежде всего, ARMA-мо-
дель или авторегрессионная модель скользящего
среднего (AutoRegressive Moving Average model). В
литературе используются и другие названия этой
модели, например, ARX. Она описывается конеч-
но-разностным уравнением вида

(1)

где x[n] – подлежащая определению скалярная
величина, например, смещение; w[n] – заданное
внешнее воздействие, например, сила; квадрат-
ные скобки указывают на принадлежность вре-
менному ряду, т.е. на значение функций x и w в
дискретные моменты времени t = nT, где T – ин-
тервал дискретизации, например, x[n] = x(nT); n,
p, q, P и Q – целые числа. Коэффициенты ap и bq
являются параметрами модели, а пара чисел (P, Q)
называется порядком модели.

Модель (1) является объединением двух моде-
лей – авторегрессионной модели (AR-модели),
которая получается из (1) при P ≥ 1 и Q = 1 или 0,
и модели скользящего среднего (MA-модели),
которая соответствует уравнению (1) при P = 0 и
Q ≥ 1. Эти две модели независимы, но при отдель-
ном использовании требуют большого, часто бес-
конечного, числа параметров, в то время как поря-
док ARMA-модели, как правило, невелик. Одна из
часто применяемых в литературе разновидностей
MA-модели, которая используется и в данной
статье, носит название “модели черного ящика”
или “фильтра с одним входом и одним выходом”
и характеризуется конечно-разностным уравне-
нием типа

(2)

где временной ряд h[n], называемый импульсной
передаточной функцией, представляет собой вы-
ходной сигнал фильтра (черного ящика) при дей-
ствии на его вход дискретной δ-последовательно-
сти Кронекера

(3)

В разных разделах науки ряд h[n] имеет и другие
названия, например, в акустике – это дискретная
функция Грина. В соответствии с принципом
причинности импульсная передаточная функция
тождественно равна нулю при отрицательных n.

Большой класс составляют ARMA-модели с
векторными переменными x[n] и w[n], которые
описываются конечно-разностными уравнения-
ми (1) с матричными коэффициентами. Ниже в
статье будет использоваться одна такая модель –
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так называемая SS-модель (State Space model), т.е.
модель в пространстве состояний. Ее конечно-
разностное уравнение записывается как

(4)

Для колебательных систем с N степенями свобо-
ды вектор x[n] имеет размерность 2N, его компо-
нентами являются комплексные амплитуды N сме-
щений и N скоростей, а A и B – это 2N×2N-матри-
цы. SS-модель является наиболее общей моделью
для динамических систем. Она широко применяет-
ся в общих теоретических исследованиях, а в теории
управления считается основной моделью [9].

Что касается непрерывных моделей систем с N
степенями свободы, в статье используется хорошо
известная M–C–K-модель конечно-элементного
типа, состоящая из сосредоточенных масс m,
демпферов c и упругостей k, описываемая систе-
мой N обыкновенных дифференциальных урав-
нений второго порядка; непрерывная SS-модель,
описываемая системой 2N обыкновенных урав-
нений первого порядка, а также модель черного
ящика, которая описывается импульсной переда-
точной функцией h(t), т.е. откликом на ẟ-функ-
цию Дирака, и интегральным уравнением

(5)

описывающим вынужденные колебания системы
и являющимся непрерывным аналогом уравне-
ния (2).

1. ДИСКРЕТНО-ВРЕМЕННОЕ 
МОДЕЛИРОВАНИЕ КОЛЕБАТЕЛЬНЫХ 
СИСТЕМ С N СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ
Целью данного раздела является построение

дискретно-временных моделей для колебатель-
ных систем с конечным числом степеней свободы
по их известным непрерывным моделям. В основу
построения положено требование полного совпа-
дения колебаний непрерывной и дискретной мо-
делей в дискретные моменты времени. Постановка
этой задачи мотивирована потенциальными воз-
можностями дискретного подхода к решению
акустических задач и, частично, некорректно-
стью часто используемого в литературе метода
построения дискретных моделей на основе фор-
мальной замены производных конечными разно-
стями – см. Приложение А. Основным результатом
раздела являются аналитические зависимости меж-
ду соответственными дифференциальными и ко-
нечно-разностными уравнениями, их параметра-
ми, решениями и спектрами, которые позволяют
строить как дискретные модели по непрерывным
моделям, так и непрерывные модели по дискрет-
ным моделям. Ряд результатов раздела, относя-
щихся к силовому возбуждению систем, известны
в литературе и приводятся без вывода. Результа-

[ ] [ ] [ ]+ − =1 .n A n B nx x w

( ) ( ) ( )
∞

= τ − τ τ
0

,x t h w t d

ты, относящиеся к кинематическому возбужде-
нию, насколько известно авторам, являются но-
выми. Для наглядности изложение начинается с
простейшей колебательной системы, имеющей
одну степень свободы. Затем полученные резуль-
таты распространены на системы с произволь-
ным числом N степеней свободы.

1.1. Механический осциллятор

1.1.1. Непрерывный подход. Классической не-
прерывно временной моделью произвольной ли-
нейной колебательной системы с одной степенью
свободы общепринято считать механический ос-
циллятор (рис. 1), т.е. структуру, состоящую из
трех сосредоточенных элементов – массы m, пру-
жины с жесткостью k и вязкого демпфера с коэф-
фициентом демпфирования c, которая описыва-
ется обыкновенным дифференциальным уравне-
нием второго порядка,

Здесь t – время, u(t) – смещение массы, f(t) –
внешняя сила, приложенная к массе, u0(t) – внеш-
нее кинематическое возбуждение (смещение), при-
ложенное к пружине и демпферу со стороны ос-
нования, которое имеет место, например, при ис-
пытаниях на вибрационных стендах, точка
означает производную по времени.

Механические параметры модели M–C–K вы-
браны произвольно в качестве основных предста-
вителей для всего класса колебательных систем с
одной степенью свободы. Реальные системы мо-
гут иметь физически другие инерционные, упру-
гие и демпфирующие элементы. Однако, резуль-
таты, полученные для модели (6), будут верны и
для других представителей этого класса после со-
ответственной замены параметров. Для удобства

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

+ + =  +
 

0 0

, (6a)
. (6б)

f t
mu t cu t ku t

cu t ku t

Рис. 1. Общая механическая модель колебательной
системы с одной степенью свободы при (а) – силовом
и (б) – кинематическом внешнем воздействии.

(a)

m m

k kc c

f(t)
u(t) u(t)

u0(t)

(б)
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дальнейшего рассмотрения уравнение (6) поде-
лим на m и представим в виде

где введены следующие обозначения:  –

коэффициент затухания,  – собственная

частота недемпфированной системы.

Напомним некоторые известные свойства
колебаний этой структуры. Прежде всего, рас-
смотрим собственные или свободные колебания
осциллятора, которые соответствуют решениям
однородного уравнения (7) без правой части.
Разыскивая его решение в стандартном виде
u(t) = eλt, получим характеристическое уравнение

(8)

и два его корня

где  – собственная частота демпфи-
рованной системы.

В большинстве практических случаев количе-
ство демпфирования в системах невелико, и ком-
плексно-сопряженные корни (9a) встречаются
чаще всего, а два независимых собственных коле-
бания являются гармоническими функциями ча-
стоты ωd с экспоненциально затухающими ам-
плитудами

(10a)

Существует немало и сильно демпфированных
систем с большими значениями параметра c,
близкими или превышающими критическое зна-
чение , при котором имеет место один
корень двойной кратности (9б). При большем
демпфировании рассматриваемая система пере-
стает быть колебательной и все ее собственные
движения становятся экспоненциально затухаю-
щими. В случае кратного корня (9б) собственные
функции равны

(10б)

а в случае (9в) – это две затухающие экспоненты
вида

(10в)

Произвольные свободные движения системы для
всех значений демпфирования являются линей-
ными комбинациями собственных функций (10)
с амплитудами, однозначно определяемыми по
начальным условиям.

Вынужденные колебания механического ос-
циллятора определяются его импульсной переда-
точной функцией h(t):

(11)

Функция h(t) является по определению откликом
системы на мгновенный единичный импульс,
действующий в момент t = 0, и удовлетворяет
уравнению (7) с правой частью в виде δ-функции
Дирака, f(t) = δ(t) или u0(t) = δ(t). В силу принципа
причинности, h(t) = 0 при t < 0. Во всех дальней-
ших выкладках для краткости мы будем предпо-
лагать, что γ < ω0, т.е. что осциллятор имеет до-
критическое демпфирование и комплексно со-
пряженные корни (9а). Вычисления для сильно
демпфированного осциллятора производятся
аналогично и далее будут опущены.

Импульсная передаточная функция для сило-
вого возбуждения при t > 0 равна:

(12а)

а для кинематического возбуждения u0(t) = δ(t)
имеет вид:

(12б)

При анализе и проектировании колебательных
систем важное значение имеют также их спек-
тральные характеристики. Приведем поэтому
классическое преобразование Фурье от импульс-
ных передаточных функций (12):

 (13а)
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(13б)

Их принято называть частотными характеристи-
ками системы (frequency response function или
FRF); при этом модуль |H(ω)| называется ампли-
тудно-частотной характеристикой (АЧХ), а угол
θ(ω) – фазово-частотной характеристикой (ФЧХ)
системы. Частотная характеристика, как функ-
ция частоты, определена на всей комплексной
плоскости ω и обладает свойством симметрии:

, где черта сверху означает ком-
плексное сопряжение. Другими словами, ее дей-
ствительная часть  является четной
функцией частоты, а мнимая часть  –
нечетной. При действии на осциллятор произ-
вольного силового f(t) или кинематического u0(t)
возбуждения спектр его смещения равен, соглас-
но (11), произведению частотной характеристики
(13) и спектра Фурье воздействия.

1.1.2. Дискретизация и ARMA-модель. Пусть
теперь представленные выше непрерывные по t
свободные и вынужденные колебания механиче-
ского осциллятора рассматриваются только в
дискретные равноотстоящие моменты времени
t = nT, где n – целое число, T – интервал дискре-
тизации, равный обратному значению частоты
дискретизации. Выясним, как при этом изменя-
ются уравнения движения, импульсные функции
и спектры осциллятора.

Рассмотрим сначала свободные колебания.
Дискретизация двух независимых собственных
колебаний осциллятора (10) превращает их в два
независимых бесконечных временных ряда

(14)

В соответствии с общей теорией [25], они должны
удовлетворять однородному конечно-разностно-
му уравнению, имеющему порядок два, равный
числу независимых решений. Запишем это урав-
нение в следующем авторегрессионном виде

(15)
где a1 и a2 – неизвестные пока постоянные коэф-
фициенты. В литературе часто находят эти коэф-
фициенты непосредственно из однородного не-
прерывного уравнения (7) путем замены в нем
производных по времени конечными разностя-
ми. Однако, в данном случае этого делать нельзя,
т.к. такая замена приводит к физически неоправ-
данным последствиям – см. Приложение А.

Чтобы найти нужные значения коэффициен-
тов a1 и a2, два независимых решения уравнения (15)
представим [25] в стандартном виде как (u1)n и
(u2)n, где n – целое, а u1 и u2 являются корнями ха-
рактеристического уравнения
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[ ] [ ] [ ]+ − + − =1 21 2 0,u n a u n a u n

(16)
и сравним их с рядами (14). Чтобы эти решения
совпадали, требуется, очевидно, выполнение сле-
дующих равенств

(17)
где λ1 и λ2 – корни “непрерывного” характери-
стического уравнения (8). Тогда, по известной
теореме Виета, искомые коэффициенты уравне-
ния (15) равны

(18а) 
или после подстановки значений (9а)

(18б) 
Нетрудно найти и обратные зависимости. Если

известны коэффициенты (18) конечно-разност-
ного уравнения (15), то относительные значения
двух коэффициентов соответственного непре-
рывного уравнения (6) выражаются через них как

(19а) 

или в более компактной записи

(19б) 

где u1 и u2 – корни характеристического уравне-
ния (16). Для нахождения третьего коэффициента
уравнения (6), т.е. массы m механического осцил-
лятора, нужно рассмотреть его вынужденные ко-
лебания.

В непрерывной постановке вынужденные ко-
лебания осциллятора при различных типах воз-
буждения полностью характеризуются импульс-
ными передаточными функциями (12), которые
после дискретизации превращаются во времен-
ные ряды:

(20а) 

(20б)

Найдем теперь конечно-разностные уравне-
ния, которым удовлетворяют ряды (20) при t ⩾ 0.
Эти уравнения должны иметь один и тот же вид
ARMA-уравнения (1):

(21)
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отличаясь только значениями MA-коэффициен-
тов в правой части. Действительно, левая часть
(21) должна совпадать с левой AR-частью уравне-
ния (15) с коэффициентами (18), т.к. при n > 1 оба
ряда (20) по своему определению удовлетворяют
(15). Однако, правая часть (21) зависит от типа
возбуждения. Для силового возбуждения нужен
только один коэффициент, а в случае кинемати-
ческого возбуждения правая часть (21), имитируя
непрерывную дельта-функцию Дирака и ее произ-
водную, должна содержать дельта-последователь-
ность Кронекера (3), приложенную в два началь-
ных момента времени n = 0 и n = 1 с неизвестными
пока коэффициентами b0 и b1. Эти коэффициенты
мы определим, найдя частное решение уравнения
(21) и приравняв его поочередно рядам (20). 

Поскольку при n > 1 уравнение (21) является
однородным, его решение равно комбинации
двух решений уравнения (15):

где u1 и u2 – корни характеристического уравне-
ния (16), а C1 и C2 – неизвестные константы. Под-
ставив это решение в (21) и положив n = 0 и n = 1,
с учетом h[n < 0] = 0 в силу принципа причинно-
сти, найдем C1 и C2 и частное решение уравнения
(21) в виде:

(22а) 

или после подстановки в него (13) и (14)

(22б) 

а также соотношения

(23)

Если теперь подставить в (23) значения эле-
ментов рядов (20) в начальные моменты времени
n = 0 и 1, то найдем искомые коэффициенты b0 и
b1 уравнения (21). Для силового возбуждения, как
и ожидалось, отличен от нуля только один коэф-
фициент

(24а)

а для кинематического возбуждения оба коэффи-
циента отличны от нуля
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Таким образом, временные ряды (20) удовлетво-
ряют одному и тому же конечно-разностному
ARMA-уравнению (21), но с разными коэффици-
ентами правой части. Авторы проверили, что ре-
шения (22) уравнения (21) с коэффициентами
(24) в точности и для всех n совпадают с рядами
(20) дискретизированных непрерывных импульс-
ных функций (12).

Произвольные вынужденные колебания ос-
циллятора в дискретной постановке вычисляют-
ся по его импульсным передаточным функциям
(20) с помощью дискретной конволюции (2) с
функциями возбуждения.

1.1.3. Спектральный анализ. Рассмотрим, как
дискретизация изменяет спектр колебаний ос-
циллятора, в частности, как меняются его частот-
ные характеристики (13). Воспользуемся следую-
щей известной теоремой [4], играющей важную
роль в теории дискретных систем: дискретизация
любой непрерывной функции приводит к перио-
дическому продолжению ее спектра с периодом,
равным частоте дискретизации. В нашем случае
это означает, что спектр Фурье Hd(ω) дискретной
импульсной функции (20) равен (см. Приложе-
ние Б)

(25)

где H(ω) – спектр непрерывной импульсной
функции (13),  – круговая частота дис-
кретизации. Из этого результата следует одно
практически важное ограничение, накладывае-
мое при дискретном анализе колебательных си-
стем на частоту дискретизации, ширину частот-
ной характеристики исследуемой системы и
спектра возбуждения f[n] или u0[n]. Оно называ-
ется теоремой отсчета Котельникова и заключа-
ется в том, что спектр Фурье исследуемого сигна-
ла в непрерывной постановке не должен выхо-
дить за рамки частотного интервала .
В противном случае, соседние слагаемые в (25)
накладываются друг на друга, делая невозмож-
ным точное восстановление спектра H(ω) непре-
рывного сигнала по спектру Hd(ω) дискретного
сигнала.

Например, при спектральном анализе смеще-
ния механического осциллятора с силовым воз-
буждением и умеренным демпфированием его
частотная характеристика (13) является быстро
убывающей функцией частоты (убывает как ω–2

при  так что в интервале [–2ω0, 2ω0], где
ω0 – это собственная частота осциллятора, содер-
жится, как нетрудно проверить, более 95% энер-
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гии сигнала. Частоту 2ω0 поэтому можно считать
верхней граничной частотой спектра непрерыв-
ного сигнала. Чтобы теорема Котельникова вы-
полнялась, частота дискретизации Ω должна в
этом случае быть выбрана выше так называемой
частоты Найквиста , равной удвоенной
частоте граничной частоты спектра.

Однако, если механический осциллятор возбуж-
дается кинематически, как показано на рис. 1б, или
в нем измеряется не смещение, а ускорение, ши-
рина его частотной характеристики увеличивает-
ся. Одновременно должна увеличиться частота
дискретизации и, как следствие, число вычисле-
ний. Еще более широкие спектры имеют слож-
ные колебательные системы с большим числом
степеней свободы и собственных частот. В таких
случаях следует ограничивать спектры внешнего
возбуждения. Подробное обсуждение ограниче-
ний при дискретном спектральном анализе при-
ведено в книгах по цифровой обработке сигна-
лов, например, в [4, 14].

Формула (25) полезна для теоретического ана-
лиза. Для практических вычислений удобнее при-
менять z-преобразование – см. Приложение Б. На-
пример, чтобы вычислить спектры временных
рядов (20), воспользуемся непосредственно урав-
нением (21) и легко проверяемым свойством z-
преобразования: сдвиг временного ряда на один
шаг назад эквивалентен умножению z-спектра на

. Умножив уравнение (21) на  и просумми-
ровав результат, получим формулу

(26)

которая после подстановки  с точностью
до множителя Ω совпадает с (25). Было провере-
но, что обращение z-спектра (26) с помощью вто-
рой формулы (Б13) в Приложении Б после взятия
интеграла вычетами дает дискретные импульс-
ные функции (20). Проверено также, что если
рассматривать (26) как функцию частоты ω и
взять классическое обратное преобразование Фу-
рье в бесконечных пределах, то получим непре-
рывные импульсные функции (12), умноженные
на функцию дискретизации – см. Приложение Б.

Подведем итоги исследования механического
осциллятора. Переход от непрерывного подхода к
анализу свободных и вынужденных колебаний
осциллятора к дискретному подходу требует су-
щественного изменения математических и физи-
ческих средств анализа: непрерывные функции
заменяются временными рядами; вместо обык-
новенных дифференциальных уравнений долж-
ны решаться уравнения в конечных разностях;
спектры дискретных колебаний всегда являются
бесконечными и периодическими независимо от
того, каков спектр при непрерывном анализе.
Устанавливая соответствие между непрерывным

Ω =N 04ω
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и дискретным подходами, мы исходили из усло-
вия, что временные ряды, описывающие колеба-
ния осциллятора, должны совпадать со значения-
ми дискретизированных соответственных непре-
рывных функций времени. При этом между
параметрами непрерывных и дискретных моде-
лей были установлены взаимно однозначные ана-
литические связи, позволяющие переходить от
одной модели к другой и обратно. Было в то же
время показано, что это можно делать не всегда и
корректный переход от непрерывной модели к
дискретной модели возможен только для колеба-
тельных систем, спектры колебаний которых
ограничены сверху по частоте, т.е. когда выпол-
няется теорема отсчетов Котельникова. Эти вы-
воды верны и для более сложных колебательных
систем.

1.2. Колебательная система
с N степенями свободы

В этом подразделе результаты, полученные
при исследовании механического осциллятора,
распространены и на случай линейных колеба-
тельных систем с N степенями свободы. Для этих
систем существует довольно много векторных
моделей, как непрерывных, так и дискретных [12,
27], которые отличаются друг от друга числом ис-
пользуемых переменных. Ниже будут рассмотрены
две наиболее распространенные модели – SS-мо-
дель и модель черного ящика (фильтра с одним
входом и одним выходом). SS-модель использует
максимально возможное количество переменных
2N в пространстве состояний и удобна для теоре-
тических исследований. Модель черного ящика
использует одну переменную и удобна в экспери-
ментальных исследованиях. Следуя принятой в
статье общей схеме исследования, ниже для обо-
их случаев сначала формулируется непрерывная
модель, а затем по ней строится соответственная
дискретная модель. Как и для механического ос-
циллятора, между дифференциальными и конеч-
но-разностными уравнениями, их параметрами и
решениями будут установлены аналитические
связи.

1.2.1. Общая непрерывная модель. Для описа-
ния колебательных и волновых процессов слож-
ных систем в акустике традиционно применяются
две основные модели – пространственно непре-
рывные упругие среды, описываемые уравнениями
в частных производных и граничными условиями, а
также структуры, состоящие из сосредоточенных
элементов и описываемые обыкновенными диф-
ференциальными уравнениями. Время в обеих
моделях считается непрерывным. В последние
годы, благодаря повсеместному применению ме-
тода конечных элементов, эти модели сближаются,
отличаясь количеством степеней свободы. По-
этому в качестве наиболее общей непрерывной
акустической модели колебательных систем мы
примем здесь вторую модель, т.е. дискретную
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структуру, состоящую из N масс, соединенных
между собой (и с основанием) сосредоточенными
упругостями и вязкими демпферами. Модель хо-
рошо изучена и описывается практически во всех
учебниках и справочниках по акустике [28, 29].
Как и в случае механического осциллятора, вы-
бор M–C–K в качестве параметров модели явля-
ется условным, вместо них могут подразумевать-
ся физически другие сосредоточенные элементы.
Модель описывается системой N обыкновенных
дифференциальных уравнений второго порядка

(27)

где , 

 и  –
это N-векторы обобщенных смещений масс, сме-
щений основания и внешних сил, приложенных
к массам, инерционная N × N-матрица M дей-
ствительна, симметрична и положительно опре-
делена, упругая матрица K и матрица C вязких
демпферов действительны, симметричны и не-

отрицательны,  и
. Уравнения (27) опи-

сывают колебания широкого класса колебатель-
ных систем с N степенями свободы, в том числе
конечно-элементные модели. Уравнения отлича-
ются от общепринятых добавлением варианта с
кинематическим возбуждением u0(t). Примерами
задач с таким возбуждением могут служить коле-
бания зданий во время землетрясений, а также
стендовые испытания конструкций на вибраци-
онных столах.

1.2.2. SS-модели. Для представления модели
(27) в виде непрерывной SS-модели в простран-
стве состояний нужно удвоить количество пере-
менных, например, приняв скорости масс  в
качестве дополнительных N переменных. Систе-
ма (27) N уравнений второго порядка запишется
тогда в виде следующей системы 2N уравнений
первого порядка:

(28)

где введены обозначения

индексы α и β в блочном представлении векто-
ров и матриц соответствуют значениям

 и .
Положим, что при t < 0 система уже совершала

свободные колебания, так что в момент времени
t = 0 она приобрела смещение и скорости y(0) =
= y0, которые примем за начальные условия зада-
чи. Кроме того, будем считать, при t < 0 внешнее
возбуждение отсутствует, начинает действовать в
момент t = 0 и продолжает действовать в последу-
ющее время. При таких условиях решение систе-
мы (28) записывается в виде суммы двух слагае-
мых – общего решения однородной системы и
частного решения неоднородной системы урав-
нений

(29)

Это решение взято из книги Ф.Р. Гантмахера [30],
где также подробно разъяснено, как вычислять
функции от матриц.

Как и в случае механического осциллятора,
вынужденные колебания рассматриваемой си-
стемы удобно выразить через импульсную пере-
даточную вектор-функцию h(t) – см. (11). Она
описывается вторым слагаемым в (29), если в него
вместо N-вектора f(t) или u0(t) подставлять вектор
eδ(t), где e = [1, 1 …, 1]T – это N-вектор с единич-
ными элементами, δ(t) – это дельта-функция Ди-
рака. В результате для силового возбуждения по-
лучим

(30а)

Для кинематического возбуждения нужно снача-
ла с помощью интегрирования по частям преоб-
разовать слагаемое с производной от дельта-
функции и затем произвести интегрирование.
В результате имеем:

(30б)
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где N × N-матрицы  и  даны в (27). Дискрети-
зация полученных решений (29), (30) сводится к
замене t = nT, T – интервал дискретизации, пре-
вращая эти непрерывные векторные функции во
временные векторные ряды.

Рассмотрим теперь дискретный подход к ана-
лизу колебательной системы с N степенями сво-
боды и покажем, каким конечно-разностным
уравнениям удовлетворяют временные ряды дис-
кретизированных непрерывных решений, а также
установим аналитическую связь между парамет-
рами непрерывной и дискретной моделей. Как и
при непрерывном подходе, воспользуемся для
этого дискретной SS-моделью как наиболее об-
щей среди всех дискретных моделей. В данном
случае эта модель описывается следующей систе-
мой 2N конечно-разностных уравнений первого
порядка

(31)

где x[n] и w[n] – это 2N-векторы состояния и
внешних воздействий, А – матрица порядка 2N
параметров рассматриваемой системы и B – это
2N × 2N-матрица, зависящая от особенностей
внешнего воздействия, например, силового или
кинематического, и учитывающая формальные
особенности модели, такие как умножение воз-
буждения на обратную инерционную матрицу
или V в (28) и другие. Порядок этой модели опре-
делен количеством переменных, необходимых
для полного описания всех степеней свободы, т.е.
равен 2N. При тех же условиях, что и в непрерыв-
ном подходе, т.е. при начальных условиях x[0] = x0 и
при отсутствии внешнего возбуждения при отри-
цательных n < 0, решение системы уравнений на-
ходится стандартным способом [25] и равно

(32)

Первое слагаемое описывает свободные колеба-
ния, второе – вынужденные.

Найдем связь между параметрами A и B дис-
кретной SS-модели (31) и материальными пара-
метрами U и V непрерывной SS-модели (28), ис-
ходя из условия равенства 2N-векторов состоя-
ния решений (29) и (32) во всех дискретных
моментах времени nT при свободных и при вы-
нужденных колебаниях, иначе говоря, из равен-
ства x[n] = y(nT).

Приравнивая свободные колебания (первые
слагаемые в (29) и (32)), непосредственно получа-
ем соотношение

(33)
которое позволяет вычислить авторегрессионные
параметры дискретной SS-модели рассматривае-
мой колебательной системы по известным мате-
риальным параметрам M, C, K непрерывной мо-
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дели, точнее по их отношениям M–1K и M–1C.
Верно и обратное утверждение: если известна ав-
торегрессионная матрица A колебательной систе-
мы, то по ней можно найти отношения матриц
материальных параметров:

(34)

Чтобы связать с материальными параметрами
вторую матрицу дискретной SS-модели (31) –
матрицу B, достаточно приравнять соответствен-
ные векторы импульсных переходных временных
рядов. Для непрерывной модели этот вектор ра-
вен (30) для t = nT, а для дискретной модели он ра-
вен второму слагаемому решения (32), в котором
внешнее воздействие отлично от нуля только в
момент времени kT = 0 и соответствует 2N-векто-
ру w[0], в котором каждый элемент равен едини-
це, точнее:

(35)

В результате, приравнивая (35) и hf(nT) в (30а),
получим, что для силового возбуждения системы
искомая матрица равна:

(36а)

А приравнивая (35) и hk(nT) в (30б), для кинемати-
ческого возбуждения получим:

(36б)

Формулы (36) дают возможность определить мат-
рицу B в дискретной модели (31), если известны
все материальные параметры непрерывной моде-
ли. В случае силового возбуждения верно и обрат-
ное: зная матрицу Bf, можно вычислить инерци-
онную матрицу системы:

которая вместе с формулами (34) определяет все
материальные параметры колебательной системы
M, C, K. Однако, для кинематического возбужде-
ния это не так: по известным матрицам A и Bk
можно найти только некоторые отношения мате-
риальных матриц. Чтобы определить все матери-
альные матрицы колебательной системы в отдель-
ности, включая матрицы  и  которые характе-
ризуют соединение системы с вибрирующим
основанием, необходимо знание матрицы A и обе-
их матриц (36).

Нетрудно проверить, что для случая N = 1, т.е.
для колебательной системы с одной степенью
свободы, полученные в этом подразделе результа-
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ты в точности совпадают с результатами, полу-
ченными выше для механического осциллятора.
В этом случае для непрерывной SS-модели (28)
имеем следующие параметры а для дискретной модели (31) они равны

Проверено, что, исключив из векторов состоя-
ния x и y вторую компоненту (скорость), из этих
уравнений можно получить все соотношения,
приведенные в п. 1.1.1.

1.2.3. Одномерная модель черного ящика. Век-
торные SS-модели колебательных систем со мно-
гими степенями свободы и соответственные
уравнения и их решения удобны для теоретиче-
ского анализа свободных и вынужденных колеба-
ний. Однако они содержат много переменных и
неудобны для экспериментального анализа слож-
ных систем. Современные эксперименты, как
правило, ограничиваются измерениями в неболь-
шом числе точек и для их описания требуются бо-
лее простые модели. В этом подразделе рассмат-
ривается простейший случай, когда колебания
системы измеряются только в одной точке и воз-
буждение производится тоже в одной точке, этой
же или другой. Для описания такого эксперимен-
та, очевидно, достаточно модели черного ящика с
одной скалярной переменной. Как будет показа-
но далее, в непрерывном варианте модель опи-
сывается одним обыкновенным дифференци-
альным уравнением порядка 2N с правой ча-
стью, содержащей помимо самого возбуждения
также множество его производных. А соответ-
ственная дискретная модель является в общем
случае ARMA-моделью (1) порядка (2N, 2N), ко-
нечно-элементное уравнение которой содержит
2N авторегрессионных коэффициентов и 2N ко-
эффициентов скользящего среднего для кинема-
тического возбуждения и 2N-1 для силового воз-
буждения. Для этих моделей ниже будут установле-
ны аналитические связи между коэффициентами
и решениями их уравнений, которые, как и в слу-
чае механического осциллятора и SS-моделей,
позволяют строить дискретную модель по извест-
ной непрерывной модели и, наоборот, непрерыв-
ную модель по известной дискретной модели.
Начнем с вывода дифференциального уравнения
для непрерывной модели.

Рассмотрим снова систему уравнений (27) с
силовым возбуждением и преобразуем ее следую-
щим образом. Введя для краткости обозначение

для производной по времени , перепишем

систему (27) в виде:  где каждый
элемент N × N-матрицы D(∂) является полиномом
второй степени относительно оператора ∂. Формаль-
ным решением системы является ,
в котором j-ая компонента смещения удовлетво-
ряет соотношению [30]

(37)

Здесь |D(∂)| – определитель матрицы D(∂), а
Ajk(∂) – алгебраическое дополнение ее элемента
Dkj(∂). Определитель |D(∂)| есть полином по ∂ сте-
пени 2N, а определитель Ajk(∂) – полином степени
(2N – 2). Поэтому соотношение (37) фактически
является обыкновенным дифференциальным
уравнением 2N-го порядка для смещения uj(t) с
правой частью в виде заданных внешних сил и их
производных по времени. Очевидно, что другие
компоненты смещения удовлетворяют тому же
дифференциальному уравнению, что и (37), отли-
чаясь друг от друга правыми частями.

Физический смысл уравнения (37) состоит в
том, что оно описывает передачу колебаний от N
источников (сил) на j-ую массу N различными пу-
тями. Если источник только один, например,
fk(t), то уравнение (37) описывает один такой путь
передачи колебаний от силы fk(t), приложенной к
массе с номером k, на массу с номером j. Этот
путь, очевидно, ветвистый и объединяет множе-
ство “дорожек”, проходящих через всю колеба-
тельную систему и соединяющих эти две массы.
В уравнении (37) этот факт отражается в виде
производных различного порядка от fk(t). Для од-
ного пути передачи колебаний, т.е. для колебаний
в одной точке колебательной системы, вызван-
ных возбуждением в другой точке, уравнение (37)
записывается после деления на коэффициент при
старшей производной как
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Если к k-ой массе вместо силы fk(t) приложено
кинематическое возбуждение uk0(t) аналогично
тому, как показано на рис. 1б для механического
осциллятора, число производных в правой части
уравнения увеличивается на единицу. Далее в
этом подразделе мы не будем указывать, какой
именно путь и какое возбуждение имеется в виду,
так как они однотипны, и рассмотрим одно об-
щее уравнение, верное для всех этих случаев:

(38)

где u(t) означает смещение какой-либо массы, а
f(t) – силу или смещение основания, действую-
щие на эту или другую массу рассматриваемой
колебательной системы. Верхние индексы в круг-
лых скобках обозначают производные по време-
ни соответственных порядков.

Отметим основные особенности уравнения (38).
Главная из них это то, что для всех путей переда-
чи, т.е. для всех uj(t), левая часть дифференциаль-
ного уравнения (38) одна и та же. Это линейный
дифференциальный оператор, порядок которого
равен удвоенному числу степеней свободы коле-
бательной системы. Физически это вполне объ-
яснимо, т.к. свободные колебания системы, опи-
сываемые однородным уравнением (38), опреде-
ляются только внутренними параметрами
системы в целом и не зависят от того, где их на-
блюдают или как их возбуждают. Эта особенность
дает теоретическое обоснование положения о том,
что по измерениям колебаний в нескольких или
даже в одной точке сложной колебательной си-
стемы можно получить полную информацию о
собственных частотах, потерях и некоторых дру-
гих свойствах системы в целом.

Еще одна важная особенность уравнения (38) –
это структура его правой части, которая помимо
силы fk(t) или смещения основания u0k(t) содер-
жит множество их производных. Наличие произ-
водных связано с тем, что, как отмечалось выше,
передача колебаний по системе происходит по
многим дорожкам вязко-упруго соединенных
масс. Чем больше связей между массами, тем
больше дорожек, соединяющих источник с точ-
кой наблюдения и тем больше слагаемых с произ-
водными. В общем же случае число коэффициен-
тов {αj} дифференциального уравнения (38) и ко-
эффициентов {βj} его правой части одинаково и
равно удвоенному числу степеней свободы системы.

Дискретным аналогом дифференциального
уравнения (38) является конечно-разностное
уравнение типа ARMA-уравнения (1), у которого
число авторегрессионных коэффициентов совпа-
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дает с числом коэффициентов скользящего сред-
него и равно удвоенному числу степеней свободы
исследуемой системы:

(39)

где x[n] – скалярный временной ряд (в данном
случае смещение какой-либо массы), w[n] –
внешнее возбуждение. Число ненулевых коэф-
фициентов скользящего среднего в случае сило-
вого возбуждения равно 2N – 1, т.е. на единицу
меньше. Отметим, что результаты (38), (39) для
силового возбуждения были получены другим
методом в работе [31].

Найдем связь между коэффициентами {αj, βj}
дифференциального уравнения (38) и коэффици-
ентами {ak, bk} ARMA-уравнения (39). Однород-
ное непрерывное уравнение (38) имеет 2N неза-
висимых решений вида

(40)

где λk – это корни характеристического уравнения

(41)

Так как коэффициенты этого уравнения действи-
тельны, то все его мнимые и комплексные корни
состоят из сопряженных пар.

Однородное ARMA-уравнение (39) также име-
ет 2N независимых решений вида [25]:

(42)

где xk – это корни характеристического уравнения

(43)

Приравнивая ряды (42) и временные ряды, полу-
ченные дискретизацией непрерывных решений
(40),   найдем ана-
литическую связь между корнями характеристи-
ческих уравнений (41) и (43)

(44)

А так как коэффициенты характеристических
уравнений равны коэффициентам {αk}, {ak} урав-
нений (38) и (39) и, по теореме Виета, аналитиче-
ски выражаются через корни этих уравнений, то
соотношения (44) позволяют установить следую-
щую связь между коэффициентами {αk} и {ak}. Ес-
ли известно уравнение (38) и, следовательно, из-
вестны его коэффициенты {αk} и корни {λk}, то
авторегрессионные коэффициенты {ak} выража-
ются через них как
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(45)

Обратно, если известно ARMA-уравнение (39) и,
соответственно, известны коэффициенты ak и
корни xk, то коэффициенты дифференциального
уравнения (38) равны

(46)

Связь коэффициентов (45) и (46), очевидно, не-
явная и выражена через корни характеристиче-
ских уравнений {λk} и {xk}, которые между собой
связаны функционально в (44). Но если удается
корни исключить из уравнений (44), (45) и (46),
то связь становится явной как, например, в слу-
чае механического осциллятора – см. (18) и (19).

Связь между правыми частями уравнений (38)
и (39) получим, как и в случае механического ос-
циллятора, приравняв их импульсные передаточ-
ные функции. Импульсную функцию для непре-
рывного случая получим, применив преобразова-
ние Фурье к уравнению (38), положив в нем в
качестве внешнего воздействия дельта-функцию
Дирака, f(t) = δ(t). Прямое Фурье-преобразова-
ние дает следующую частотную характеристику
системы

(47)

представленную в виде отношения двух полино-
мов от частоты. Вычисление вычетами обратного
Фурье-преобразования после подстановки t = nT
дает искомую импульсную передаточную функ-
цию, дискретизированную по времени

(48)

где λk – это корни характеристического уравне-
ния (41).
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Импульсную функцию для дискретного слу-
чая получим, применив z-преобразование к
ARMA-уравнению (39), в котором в качестве
внешнего возбуждения использована дельта-
последовательность Кронекера (3). Прямое z-
преобразование дает частотную характеристику
системы

(49)

которая, как и (47), представлена в виде отноше-
ния двух полиномов с той лишь разницей, что в
(49) переменной полиномов является экспоненци-
альная функция exp(iωT), периодическая с частотой
дискретизации . Вычисление вычетами
обратного z-преобразования (см. Приложение Б)
дает искомую импульсную передаточную функ-
цию в виде временного ряда

(50)

где zk – корни характеристического уравнения (43),
совпадающие со значениями xk, штрих означает
производную по z.

По принятому условию, временные ряды (48)
и (50) должны совпадать, и равенство

(51)

должно выполняться при любых n. Выше уже бы-
ла установлена связь (44) между корнями харак-
теристических уравнений (41) и (43), а также
связь (46), (47) между коэффициентами диффе-
ренциального уравнения (38) и авторегрессион-
ными коэффициентами уравнения (39). Поэтому
все эти величины будем считать известными, а
равенство (51) используем для установления пря-
мой связи между коэффициентами {βk} и {bk} в
правых частях уравнений (38) и (39). Поскольку
число этих коэффициентов равно 2N, то, поло-
жив число n в (51) равным 2N независимым значе-
ниям, например, n = 1, 2, …, 2N, получим систему
2N алгебраических линейных уравнений, кото-
рая устанавливает требуемую связь между векто-
рами коэффициентов  и

:

(52)

где элементы 2N × 2N-матриц R и S равны
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Если известны коэффициенты β, т.е. известно
дифференциальное уравнение (38), то коэффи-
циенты b скользящего среднего в ARMA-уравне-
нии (39) равны b = S–1Rβ, и наоборот.

В частности, для механического осциллятора
N = 1 имеем:

(53)

где λ1,2 даны в (9). Нетрудно проверить, что соот-
ношение (52) с матрицами (53) верно как для си-
лового (вектор  дан в (7а); b дан в
(24а)), так и для кинематического возбуждения

 дан в (7б); b дан
в (24б)).

Таким образом, все результаты, полученные
для механического осциллятора, распространены
на произвольные линейные колебательные си-
стемы со многими степенями свободы. Для наи-
более известных непрерывных моделей этих си-
стем построены дискретные аналоги и показано,
что они одинаково полно описывают свободные
и вынужденные колебания систем. Критерием их
эквивалентности в статье принято считать равен-
ство их смещений во все дискретные моменты
времени. Между параметрами и решениями
обыкновенных дифференциальных уравнений,
которыми описываются непрерывные модели, и
конечно-разностных уравнений дискретных мо-
делей установлены аналитические связи, позво-
ляющие строить дискретные модели по непре-
рывным моделям и, наоборот, строить непрерыв-
ные модели по дискретным моделям. Однако
непрерывные модели и их дискретные аналоги
имеют разные структуры, используют разные ма-
тематические аппараты и физические интерпре-
тации результатов. Поэтому при решении одних и
тех же задач они могут сильно отличаться по фи-
зическим свойствам результатов, по области при-
менимости и эффективности. В частности, реше-
ние некоторых акустических задач оказывается
предпочтительнее при использовании именно
дискретных моделей. Таковыми являются, на-
пример, задачи моделирования сложных колеба-
тельных систем по экспериментальным данным,
типовые задачи модального анализа и другие.

2. ПОСТРОЕНИЕ ARMA-МОДЕЛИ
Одним из достоинств дискретного подхода к

анализу колебательных систем является простота
построения их ARMA-моделей по эксперимен-
тальным данным. Действительно, как видно из
ARMA-уравнений (1) и (39), неизвестные пара-
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метры модели – коэффициенты авторегрессии ap
и скользящего среднего bq входят в эти уравнения
линейно и легко находятся с помощью стандарт-
ных методов решения систем линейных алгебра-
ических уравнений, если известны (экспери-
ментально измерены) временные ряды x[n] и
w[n] – см., например, [12, 23, 31–33]. Единствен-
ное затруднение, которое может при этом воз-
никнуть, состоит в том, что порядок модели, т.е.
количество неизвестных коэффициентов, необ-
ходимо знать заранее.

В общей теории идентификации динамиче-
ских систем [10–13] определение порядка модели
является одной из основных не решенных до кон-
ца проблем моделирования и ей уделено в литера-
туре много внимания. Был предложен целый ряд
критериев, по которым оценивают адекватность
модели и ее порядок. Наиболее часто использу-
ются так называемые информационные крите-
рии, основанные на оценке количества инфор-
мации в модельных сигналах, а также критерии,
основанные на оценке способности модели пра-
вильно прогнозировать случайные временные
ряды [11, 12, 34, 35]. Для вычисления некоторых
из этих критериев в МАТЛАБе составлены стан-
дартные программы [36]. Однако, как следует из
публикаций, эффективность этих критериев за-
висит от решаемой задачи, так что универсально-
го критерия, по-видимому, не существует, по
крайней мере, для моделирования сложных дина-
мических систем.

Несколько иная ситуация имеет место в акусти-
ке при дискретном моделировании колебательных
систем с N степенями свободы. Выше в п. 1 статьи
приведен теоретический результат, который облег-
чает определение порядка ARMA-модели таких си-
стем. Результат устанавливает однозначную анали-
тическую связь между порядком ARMA-модели и
числом N степеней свободы системы, найти кото-
рое как правило нетрудно, например, по числу
резонансных частот в спектре колебаний. Поми-
мо этого, для нахождения наилучшей модели или
ее подтверждения мы предлагаем количествен-
ный критерий адекватности модели, названный
энергетическим критерием EC. Он определяется
как отношение разности спектральных плотно-
стей мощности (PSD) колебаний системы и моде-
ли к PSD системы:

(54)

где интегрирование производится по рабочему
диапазону частот. Он количественно характери-
зует точность модели по мощности сигналов, что
выгодно отличает его от других известных крите-
риев при решении акустических задач.

В качестве примера рассмотрим простейшую
колебательную систему – механический осцил-
лятор, экспериментально исследованный ранее
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одним из авторов данной статьи с целью опреде-
ления в ней количества демпфирования [23]. Ос-
циллятор возбуждался кинематически на одном
из вибростендов случайным сигналом, имеющим
постоянную спектральную плотность мощности
в рабочем диапазоне частот – см. рис. 2а. Спектр
колебаний массы осциллятора (рис. 2б) содержит
один резонанс на частоте f0 = 275 Гц. Следователь-
но, система имеет одну степень свободы, и поря-
док ее ARMA-модели был принят равным (2, 2).
Все четыре коэффициента ARMA-уравнения бы-
ли определены в [23], найдены материальные па-
раметры (масса, жесткость, коэффициент демпфи-
рования) и модальные параметры (собственная ча-
стота недемпфированной системы и коэффициент
потерь). Они совпали с большой точностью со зна-
чениями, измеренными другими способами.

На рис. 3а приведен также график критерия
EC как функции двух переменных – количества
авторегрессионных коэффициентов AR и коэф-
фициентов MA скользящего среднего. По графи-
ку видно, что порядок (2, 2) соответствует малому
значению критерия, EС(2, 2) = 0.012. При мень-
ших порядках значение критерия, т.е. ошибка мо-
делирования, сильно возрастает. При больших
порядках ошибка моделирования также невели-
ка, поэтому любая модель порядка больше (2, 2)
допустима для использования, однако, требует
значительно большего объема вычислений по
сравнению с моделью (2, 2). Таким образом, как
следует из рис. 3а, для рассматриваемой системы
существует много приемлемых моделей, однако,
наилучшая из них соответствует минимальному
значению порядка, который совпадает с найден-

Рис. 2. Спектральная плотность мощности (а) – ускорения входного кинематического воздействия и (б) – ускорения
массы осциллятора.
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ным выше теоретическим значением (2, 2). Для
справки на рис. 3б приведен график наиболее по-
пулярного в литературе информационного кри-
терия Акаике AIC [34]. Он, как можно видеть,
приводит в данном случае к несколько завышен-
ному значению порядка модели.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Одной из наиболее ранних и развитых обла-
стей математики является теория временных ря-
дов, т.е. моделирование и анализ временных про-
цессов, детерминированных и случайных, задан-
ных в дискретные моменты времени. Известны ее
богатые на результаты приложения в области
спектрального анализа, в теории автоматическо-
го регулирования (теории управления) и других
областях науки, в том числе не связанных с тех-
никой. Однако в акустике методы дискретно-вре-
менного анализа пока не нашли должного приме-
нения, несмотря на их достоинства и перспективы.
Данная статья направлена на то, чтобы частично
исправить эту ситуацию. В ней создана теорети-
ческая основа дискретно-временного подхода к
решению акустических задач, связанных с линей-
ной системой из сосредоточенных параметров с N
степенями свободы. Свободные и вынужденные
колебания этой системы под действием внешних
сил хорошо изучены в непрерывно-временной
постановке. В данной статье, в добавление к из-

вестным в литературе результатам, учтены также
вынужденные колебания этой системы под дей-
ствием кинематического возбуждения, которое
имеет место во многих практических задачах.
В статье получены следующие основные результаты.

– Сформулирован критерий эквивалентности
дискретной и непрерывной моделей колебатель-
ной системы: они должны давать одинаковые ре-
шения во все дискретные моменты времени.

– На основе критерия эквивалентности для
нескольких непрерывных моделей системы с N
степенями свободы (модели в пространстве со-
стояний, модели черного ящика) построены со-
ответственные дискретно-временные модели,
конечно-разностные уравнения и их решения.

– Получены аналитические соотношения
между параметрами дифференциальных уравне-
ний непрерывных моделей и параметрами соот-
ветственных конечно-разностных уравнений дис-
кретных моделей; эти соотношения позволяют од-
нозначно строить дискретно-временную модель
системы по известной непрерывной модели и,
наоборот, непрерывную модель по дискретной.

– Показано, что ARMA-модель системы с N
степенями свободы, совершающей вынужденные
колебания под действием кинематического воз-
буждения, имеет порядок (2N, 2N), а под действи-
ем силового возбуждения – порядок (2N, 2N – 1).

Рис. 3. Графики адекватности ARMA-моделирования осциллятора для различных значений порядка модели (AR, MA) со-
гласно (а) – энергетическому критерию (54) и (б) – информационному критерию Акаике; стрелкой указана модель (2, 2).
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– Предложен энергетический критерий адек-
ватности ARMA-модели, характеризующий точ-
ность моделирования по спектральной плотности
мощности колебаний.

Представленная статья посвящена теории. Ее
применение к решению практических задач, в
частности, актуальной, но еще не решенной до
конца, задачи экспериментального определения
количества демпфирования в колебательных си-
стемах, авторы планируют на ближайшее время.

ПРИЛОЖЕНИЕ А

ЗАМЕНА ПРОИЗВОДНЫХ КОНЕЧНЫМИ 
РАЗНОСТЯМИ

Одним из часто используемых в литературе
методов построения дискретных конечно-раз-
ностных уравнений по известному непрерывному
дифференциальному уравнению является метод,
основанный на простой замене производных со-
ответственными конечными разностями. В этом
приложении на примере механического осциллято-
ра показано, что этот метод может приводить к су-
щественному изменению колебательных свойств
осциллятора и, следовательно, не может приме-
няться к решению акустических задач.

Пусть имеется механический осциллятор без
потерь (рис. 1, с = 0), который описывается одно-
родным обыкновенным дифференциальным
уравнением (7):

(А1)

и совершает свободные колебания с заданной ча-
стотой ω0 и начальными условиями:

(А2)

Нетрудно получить решение задачи (А1)–(А2).
Оно равно

(А3а)
или после дискретизации с частотой Ω = 2π/T

(А3б) 
Решение (А3) описывает незатухающие гармони-
ческие колебания с амплитудой u0 и частотой ω0.

Построим теперь для этого осциллятора ко-
нечно-разностное уравнение, заменив формаль-
но в уравнении (А1) вторую производную извест-
ным конечно-разностным выражением, и срав-
ним его решение с решением (А3). Положив в
(А1) u(t) = u[n] и заменив вторую производную
так называемой нисходящей конечной разностью
второго порядка [37]

(А4)
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получим следующее однородное конечно-раз-
ностное уравнение для дискретных колебаний
механического осциллятора:

(А5)

и его общее решение [25], равное

где C1, C2 – произвольные постоянные. Наложив
на него начальные условия u[0] = u0, u[1] – u[0] = 0,
аналогичные условиям (А2), получим C1 = C2 = u0/2
и окончательное решение задачи

(А6)

где  и , описыва-
ющее свободные дискретные колебания рас-
сматриваемого механического осциллятора с на-
чальным смещением u0 и нулевой начальной ско-
ростью.

Сравнение двух решений (А3) и (А6), получен-
ных для одной и той же структуры, показывает,
что они близки по форме и численно только при
малых интервалах дискретизации T и небольших
значениях количества отсчетов n. Однако с физи-
ческой (колебательной) точки зрения они разли-
чаются принципиально. Во-первых, амплитуда
колебаний (А6) не остается постоянной, а растет
экспоненциально со временем, т.к. r > 1. Физиче-
ски это означает, что осциллятор обладает отри-
цательным демпфированием и является, следова-
тельно, неустойчивой колебательной системой,
что, очевидно, не соответствует действительно-
сти. Во-вторых, согласно (А6), осциллятор колеб-
лется с частотой ω, которая не равна заданной ω0.

Для наглядности рассмотрим пример, когда
частота дискретизации Ω в 10 раз превышает ча-
стоту колебаний осциллятора ω0. В этом случае
ω0T = π/5 ≈ 0.628 и амплитуда колебаний (А6) воз-
растает более чем в 5 раз через каждые 10 отсче-
тов, а частота колебаний уменьшается почти в два
раза, ω/ω0 = 0.56.

Таким образом, метод получения дискретного
AR-уравнения из непрерывного уравнения путем
замены производной по времени конечной раз-
ностью превратило обычный механический ос-
циллятор без потерь в совершенно другую струк-
туру, обладающую качественно отличными аку-
стическими свойствами.

Отметим, что если вторую производную по
времени в уравнении (А1) заменить, вместо (А4),
восходящей конечной разностью второго поряд-
ка [37],

то вместо (А6) получится уравнение
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имеющее решение

(А7)

с теми же значениями r и ω, что и в (А6). Но в от-
личие от (А6), решение (А7) экспоненциально
убывает по амплитуде, что физически эквива-
лентно наличию положительного демпфирова-
ния в осцилляторе.

Таким образом, показано, что общепринятый
способ перехода от непрерывных уравнений к
дискретным конечно-разностным уравнениям с
помощью замены производных конечными раз-
ностями может приводить к большим отличиям от
соответственных непрерывных решений, вплоть
до изменения типов колебательного или волно-
вого движения, сопровождаясь изменением соб-
ственных частот и появлением ложных потерь.
Из проведенного анализа следует, что для реше-
ния акустических задач применение рассмотрен-
ного метода некорректно и нужно использовать
другие методы, которые не изменяют колебатель-
ных или волновых свойств исследуемых сред и
структур, например, метод данной статьи, осно-
ванный на равенстве решений непрерывного и
дискретного уравнений в дискретных точках.

ПРИЛОЖЕНИЕ Б

ВЫВОД ФОРМУЛЫ (25), ЕЕ СВЯЗЬ 
С ВРЕМЕННЫМИ РЯДАМИ

И z-ПРЕОБРАЗОВАНИЕМ
Когда говорят о спектре какого-либо непре-

рывного временного сигнала x(t), то чаще всего
подразумевают классическое преобразование
Фурье в бесконечных пределах, уточняя при этом
величину постоянных множителей перед прямым
и обратным преобразованием. Однако, существу-
ют и другие определения спектра, например,
спектр временного ряда (т.е. дискретно-времен-
ное преобразование Фурье), спектр периодиче-
ского сигнала (ряд Фурье), конечный ряд Фурье.
Наконец, существует z-преобразование и z-спектр
дискретных сигналов, тесно связанный с рядом
Фурье. Подробный анализ и связь между этими
спектральными вариантами можно найти в книге [4].
В данной статье в качестве главного используется
определение спектра, основанного на классиче-
ском преобразовании Фурье в следующей тради-
ционной форме:

(Б1)
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Таковыми, например, являются спектры (13) и
(25). Доказательство теоремы (25), которое дано в
этом Приложении, также производится в рамках
преобразования (Б1). Однако, в конце Приложе-
ния приведена связь со спектрами временных ря-
дов, а также с z-спектрами, использование кото-
рых во многих практических задачах оказывается
технически эффективнее.

Пусть в соответствии с (Б1) имеется непрерыв-
ный сигнал x(t) и его спектр Фурье X(ω). Требует-
ся найти спектр Фурье дискретизированной
функции xd(t) и показать, что он равен (25).

Адекватным представлением дискретизиро-
ванной функции является в этом случае произве-
дение непрерывной функции x(t) и так называе-
мой функции дискретизации (Time Sampling
function) или “гребенки Дирака” TST(t):

(Б2)

Она определяется через дельта-функции Ди-
рака как

(Б3)

где T – интервал дискретизации. Функция дис-
кретизации – это периодическая функция време-
ни с периодом T, отличная от нуля в дискретных
точках t = nT, n – целое. В силу периодичности
она может быть представлена также в виде ряда
Фурье [37]:

(Б4)

где  – круговая частота дискретизации.

Для доказательства равенства (25) нам потре-
буется спектр Фурье STS(ω) функции дискретиза-
ции, т.е. ее прямое преобразование (Б1). Вос-
пользовавшись ее представлениями (Б3) и (Б4), с
помощью первой формулы (Б1) получим для него

(Б5)

Здесь функция  – это частотная гре-
бенка Дирака (Frequency Sampling function), рав-
ная временной гребенке после замены t и T на ω и
Ω. Таким образом, спектр временной гребенки
Дирака пропорционален гребенке Дирака в ча-
стотной области.

Найдем теперь классический спектр Фурье
дискретной функции (Б2):
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(Б6)

Из теории преобразования Фурье [4] известно,
что спектр произведения двух функций времени
равен свертке их спектров, т.е.

Подставляя сюда спектры (Б1) и (Б5), получим

(Б7)

что и доказывает справедливость теоремы (25).
Нетрудно проверить правильность этого ре-

зультата, взяв от (Б7) обратное преобразование
Фурье. Действительно, в результате элементар-
ных преобразований имеем:

что и должно быть. Здесь было использовано
представление (Б4) для функции дискретизации.

Укажем теперь на связь классического спектра
Фурье (Б7) со спектром временного ряда и z-
спектром. В теории временных рядов [3, 14]
спектр временного ряда x[n] определяется как

(Б8)

Сравнение определения (Б8) с соотношением
(Б6) приводит к равенству

(Б9)

которое означает, что спектр  временного
ряда как функция частоты ω равен с точностью до
множителя Ω классическому спектру Xd(ω) дис-
кретизированной функции x(nT). Как и спектр
Xd(ω), спектр временного ряда является периоди-
ческой функцией частоты ω с периодом Ω и потому
представим в виде ряда Фурье в частотной области:

(Б10)

Соотношение (Б8) как раз и является таким
представлением, причем коэффициенты ряда
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Фурье равны соответственным значениям вре-
менного ряда. Покажем это также напрямую, ис-
ходя из общей теории рядов Фурье. Действитель-
но, по определению [37] n-ый коэффициент раз-
ложения равен:

(Б11)

т.е. n-ому значению временного ряда x[n]. Таким
образом, спектр временного ряда полностью
определяется соотношениями (Б8)–(Б11), кото-
рые фактически являются обычным рядом Фурье
в частотной области.

Важной особенностью спектра временного ря-
да, как это видно из (Б8) и (Б10), является то, что
он представляет собой так называемую сложную
функцию частоты, т.е. он является функцией не-
которой промежуточной переменной, которая в
свою очередь является функцией частоты. Эта
промежуточная переменная в данном случае рав-
на z-переменной:

(Б12)
Нетрудно видеть, что именно z-переменная

обеспечивает периодичность спектра по частоте
ω с периодом , в то время как сама спек-
тральная функция Sx(z) периодической по z не яв-
ляется. Как показано в тексте статьи (см., напри-
мер, (26)), для дискретных ARMA-сигналов она
представляет собой отношение двух полиномов
по z.

В теории временных рядов [3, 14] вместо ряда
Фурье (Б10), (Б11) обычно используется т.н. z-
преобразование, которое получается из него с по-
мощью замены переменной (Б12). Формально z-
преобразование характеризуется соотношениями

(Б13)

которые эквивалентны (Б10) и Б11). Интегриро-
вание в обратном z-преобразовании (Б13) произ-
водится в комплексной плоскости z по единич-
ной окружности против часовой стрелки. “Свер-
тывание” периодичности спектров временных
рядов с помощью замены (Б12) существенно
упрощает спектральный анализ благодаря ком-
пактности и простоте, что сделало z-преобразова-
ние незаменимым в теории дискретных систем и
превратило его в самостоятельный хорошо разви-
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тый раздел математической теории цифровой об-
работки сигналов [4, 14].
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