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Развит новый подход к изучению долгопериодических и вековых возмущений в небесной механике.
В отличие от традиционного использования аппарата возмущающей функции Лагранжа, мы опира-
емся на взаимную потенциальную энергию эллиптических колец Гаусса. Такой подход важен в свя-
зи с тем, что вместо усреднения выражения для возмущающей функции Лагранжа, полученного
очень сложным образом, методически проще оказывается сразу вычислить взаимную энергию ко-
лец Гаусса. В данной работе рассматривается задача для двух колец Гаусса с одним общим фокусом,
имеющих малые эксцентриситеты, небольшой угол взаимного наклона и произвольный угол между
линиями апсид. Получено выражение для взаимной энергии  такой системы колец в виде ряда с точ-
ностью до членов 4-го порядка малости включительно. Это выражение  используется для вывода и
решения системы дифференциальных уравнений, описывающих эволюцию колец в эклиптической
системе отсчета. Метод применяется для детального изучения двупланетной задачи Солнце–Юпи-
тер–Сатурн. Получены результаты, дополняющие и уточняющие результаты других авторов. Новое
выражение возмущающей функции может применяться не только к планетной задаче, где все на-
клонения должны быть малыми, но и к задаче с кольцами непланетного типа, обнаруженными у ма-
лых небесных тел.

DOI: 10.31857/S0004629920060031

1. ВВЕДЕНИЕ

В небесной механике для нахождения возму-
щений основным является метод Лагранжа, в ко-
тором используется разложение возмущающей
функции по наклонам и эксцентриситетам орбит
[1]. Однако подход Лагранжа при всей его несо-
мненной ценности является весьма трудоемким,
поэтому актуальными остаются поиски других
способов решения задач о возмущениях в небес-
ной механике. Новый шаг в решении проблемы в
1818 г. сделал Гаусс, который ввел представление
о специальных кольцах. Гауссово кольцо получа-
ется при “размазывании” точечной массы  по
эллиптической орбите с одномерной плотностью
вещества, обратной скорости движения спутника
на данном участке траектории. Элемент массы
кольца на угловом интервале  равен

(1)

где  – угол истинной аномалии, e – эксцентри-
ситет орбиты.

Ньютоновский потенциал гауссова кольца вы-
ражается через полные эллиптические интегралы
Лежандра и был найден в работе [2] (см. также
книгу [3]). Отметим, что на практике указанный
подход к нахождению возмущений может опи-
раться на систему из нескольких колец Гаусса [4].
Подчеркнем, что в этом методе не рассматривает-
ся обратное влияние пробного тела на возмущаю-
щее кольцо. Условно назовем этот метод расчета
возмущений прямым.

Однако в небесной механике часто встречают-
ся и такие задачи, когда необходимо учитывать не
только прямое влияние кольца на внешнее тело,
но и обратное влияние возмущаемых тел на коль-
цо. Здесь основной интерес для нас представляет
задача, в которой рассматривается взаимодей-
ствие между двумя (или несколькими) гравитиру-
ющими кольцами Гаусса. В таких задачах усред-
нение по быстрым переменным необходимо
делать как для возмущающего, так и для возмущае-
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мого тела. Условно назовем этот второй подход
методом полного усреднения.

В указанных задачах для изучения эволюции
взаимодействующих колец Гаусса необходимо
знать взаимный гравитационный потенциал (или
взаимную гравитационную энергию Wmut) этих
колец. Эффективность метода, основанного на
применении функции Wmut, была показана на
примере исследования упрощенного варианта
двупланетной задачи Солнце–Юпитер–Сатурн
[5, 6]. В этих работах был найден взаимный по-
тенциал двух однородных гравитирующих круг-
лых колец, пересекающихся по диаметру под уг-
лом α друг к другу. С точностью до квадрата угла
наклона α2 включительно это выражение взаим-
ной энергии колец равно

(2)
где

(3)

Здесь R1 и R2 – радиусы колец, а  и  –
полные эллиптические интегралы Лежандра пер-
вого и второго рода соответственно. Через Wmut
легко найти момент сил M между кольцами

(4)

Момент сил между кольцами пропорционален
углу  в первой степени, и этого достаточно при
требуемой точности расчетов. Зная момент сил
(4) и наделяя кольца соответствующим планетам
угловым моментом, можно вычислить скорость
прецессии узлов  ≈ /год. Результат приме-
нения метода показал его адекватность (метод
Лагранжа дает  = /год [7]) и позволил дать
простое и наглядное объяснение явлению веко-
вой прецессии плоскостей орбит планет-гиган-
тов.

Развивая данную тему, в работе [8] авторы от-
казались от упрощающего предположения о кру-
говых кольцах. Предполагая кольца Гаусса ком-
планарными слабо сжатыми эллипсами, выраже-
ние для взаимной гравитационной энергии было
найдено в квадратичном по эксцентриситетам e1
и e2 приближении

(5)
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где использованы обозначения:

(6)

Здесь  есть отношение больших полу-
осей колец, а β – угол между линиями их апсид.
Заметим, что в (5) и (6) от угла  зависит только
коэффициент при смешанном члене W12(n).

Предлагаемая работа продолжает указанную
тематику: в ней задача о взаимной потенциальной
энергии двух гауссовых колец решается в более
общей постановке, когда оба кольца являются сла-
бо эллиптическими и некомпланарными друг другу.
Это позволяет применить новый метод для де-
тального изучения вековой и долгопериодиче-
ской эволюции орбит Юпитера и Сатурна в рам-
ках двупланетной задачи. В разделе 2 дана поста-
новка задачи. В разделе 3 получено выражение
для взаимной энергии колец Гаусса, имеющих
малые эксцентриситеты и небольшой наклон
плоскостей друг к другу; результат представлен в
виде ряда с точностью до членов четвертого по-
рядка малости включительно. В разделе 4 выра-
жение для взаимной энергии используется для
вывода системы пяти дифференциальных урав-
нений, описывающих вековую эволюцию колец
Гаусса. Получено решение этих уравнений эво-
люции. В разделе 5 разработанный математиче-
ский аппарат применяется для более тщательно-
го, чем ранее, исследования двупланетной задачи
Солнце–Юпитер–Сатурн. В разделе 6 обсужда-
ются полученные результаты.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Даны два эллиптических кольца Гаусса с пара-
метрами:

(7)

Здесь αi, ei – большая полуось и эксцентриситет
i-го кольца,  – угол истинной аномалии на нем,
( ) – углы наклона, аргументы перицентра
и восходящего узла;  – распределение одно-
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мерной плотности вдоль кольца, mi – масса коль-
ца. Вклад во взаимную энергию колец от двух эле-
ментарных точечных масс  и  равен

(8)

где G – универсальная гравитационная постоян-
ная;  и  – элементарные массы на участках
колец, представленные формулой (1). Расстояние
r12 между этими элементарными массами выра-
жается следующим образом:

(9)

где ϕ – угол между  и 

Выражение для взаимной энергии двух эллип-
тических колец Гаусса можно получить теперь
методом двукратного усреднения по средним
движениям исходного выражения (8):

(10)

Введем декартову вспомогательную систему
координат , в которой ось  направлена
вдоль общей линии узлов колец Гаусса на восхо-
дящий узел, ось  – вдоль вектора углового мо-
мента 1-го кольца, а плоскость  совпадает с
плоскостью внешнего кольца под номером 1.
В этой системе координат удобно находить вза-
имную энергию двух колец Гаусса, а также ком-
поненты вектора  момента действующих сил.
Радиус-вектор точки на k-ом кольце Гаусса (k = 1,
2) можно записать в виде  = , ,

. Обозначим угол взаимного наклона
плоскостей колец через  (хотя в системе

 угол , но для симметрии в формулах
мы его формально сохраним), тогда косинус угла
между этими радиус-векторами будет равен  =
=  + , где  = ,
а  – аргумент перицентра k-го кольца. С учетом
закона распределения массы на каждом кольце
(1), взаимную энергию (10) колец Гаусса можно
представить двойным интегралом [5]
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1dm 2dm

= − 1 2
mut

12

,
G dm dm

dW
r

1dm 2dm

= + − ϕ
− −= =

+ +

2 2
12 1 2 1 2

2 2
1 1 2 2

1 2
1 1 2 2

2 cos ,

(1 ) (1 ); ,
1 cos 1 cos

r r r r r

a e a er r
e ev v

1r 2.r

( ) ( )
= −  

1 2

2
mut 1

12

.
m m

dmW G dm
r

ξηζO η

ζ
ξηO

M

kr {cosk kr u sin cosk ku i
sin sin }k ku i

Δ = −2 1i i i
ξηζO =1 0i

ϕcos
1 2cos cosu u ( )Δ1 2sin sin cosu u i ku + ωvk k

ωk

( ) ( )

π π

− −= − ×
π

×
+ + 

v v

v v

3 2 3 22 2
1 2 1 2

mut 2

2 2
1 2

2 2
12 1 1 2 20 0

(1 ) (1 )
4

.
1 cos 1 cos

Gm m e eW

d d
r e e

3. ВЗАИМНАЯ ЭНЕРГИЯ КОЛЕЦ. 
РАЗЛОЖЕНИЕ В РЯД

3.1. Случай некомпланарных колец

Далее для преобразования (11) введем новые
переменные интегрирования 

после чего интеграл (11) примет вид

(11a)

Так как в силу периодичности подынтегральной
функции пределы интегрирования в (11a) можно
сместить (см. также [9]), в итоге приводим (11) к
виду

(12)

где входящие в выражение для  радиусы-векто-
ры эллиптических орбит и косинус угла между
ними равны

(13)

Полагая далее, что эксцентриситеты колец ,
 и угол взаимного наклона  малы, разложим

подынтегральное выражение в (12) по степеням
указанных трех малых параметров в ряд Тейлора.
Это разложение в ряд проведем до 4-й степени
включительно. В итоге, после большого объема
работы, (12) можно представить в виде

(14)

Найдены все четырнадцать коэффициентов 
которые входят в выражение взаимной энергии
колец Гаусса (14):
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Модуль полных эллиптических интегралов пер-
вого и второго рода, входящих в компоненты

, симметричен относительно перестановки
индексов у колец и равен

(27)

Выражения всех коэффициентов  из (15)–
(26) были нами тщательно проверены.

Отметим, что формула для взаимной энергии
(14), записанная в виде ряда по степеням малых
эксцентриситетов и малого взаимного наклона
колец Гаусса, не содержит членов нечетных сте-
пеней по совокупности малых величин. Проверено,
что член пятого порядка тождественно равен ну-
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лю, а шестого порядка не равен нулю, поэтому
следующая поправка к выражению для взаимной
энергии будет иметь сразу 6-й порядок малости.

3.2. Случай компланарных колец
В более простом случае, когда оба кольца рас-

положены в одной плоскости, полагая в (14) угол
взаимного наклона колец  равным нулю,
получим выражение взаимной энергии колец (с
точностью до членов четвертого порядка мало-
сти) в виде:

(28)

Кроме того, в квадратичном по эксцентрисите-
там  и  приближении формула (28) еще более
упрощается

(29)

Для контроля заметим, что выражение (29) экви-
валентно полученному ранее выражению (5).
В этом можно убедиться, сделав в (29) преобразова-
ния Ландена [10] для эллиптических интегралов

(30)

Нетривиально также, что в общем некомпланар-
ном случае взаимная энергия колец (14) зависит
не только от разности углов , но и от
каждого угла  и  в отдельности.

4. УРАВНЕНИЯ ЭВОЛЮЦИИ 
КОЛЕЦ ГАУССА

Под действием взаимных возмущений два гра-
витирующих кольца Гаусса не будут стационар-
ными – они должны эволюционировать. Здесь
нас интересует долгопериодическая и вековая
эволюция эллиптических колец Гаусса (а значит,
и соответствующих этим кольцам орбит).

4.1. Уравнения Лагранжа и уравнения
для компонентов момента сил

Как известно, система уравнений Лагранжа
для оскулирующих элементов имеет вид:
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(31)

В (31) опущено уравнение для , так как в на-
шем случае возмущающая функция не содержит
явно угол средней аномалии  Поэтому

 и, как следствие,

(32)

В (32) получен первый важный результат: в ходе
эволюции колец Гаусса их большие полуоси оста-
ются неизменными.

Переходя далее к другой системе оскулирую-
щих элементов (a, e, i, ε, π, Ω) и полагая ω = π – Ω;

ε = π + M, с учетом очевидного равенства ,

третье из уравнений (31) можно записать в другом
виде

(33)

Замечание 1. Вариант (33) для уравнения эволю-
ции наклона используется далее для того, чтобы
во втором уравнении в системе уравнений (42) в
знаменателе исчез “опасный” член ∆i.

4.2. Уравнения, описывающие компоненты 
момента сил

Для дальнейших преобразований уравнений
Лагранжа (31) рассмотрим основное уравнение
вращающихся тел [11]

(34)

где  – угловой момент тела,  – момент внеш-
них сил, действующих на него. В нашей задаче, во
введенной в разделе 2 вспомогательной системе
координат  векторное уравнение (34) в про-
екциях дает

(35)

С учетом известного выражения для углового мо-
мента тела на эллиптической орбите ,
где , формулы (35) при условии (32)
примут вид:

(36)
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Принимая во внимание выражение для эволю-
ции истинной аномалии v, выраженной только
через оскулирующие элементы ([12], стр. 504)

(37)

а также указанное выше условие независимости
возмущающей функции от средней аномалии, из
уравнений Лагранжа (31) получим следующую
вспомогательную систему уравнений

(38)

Заметим, что третье уравнение в (38) для компо-

нента  эквивалентно полученному ранее в рабо-

те [2] моменту сил , см. выше формулу

(4). Проведение такой аналогии важно для пони-
мания физического смысла уравнений (38).

4.3. Запись уравнений для оскулирующих элементов 
через компоненты момента сил

Теперь надо учесть, что при поворотах систе-
мы координат инвариантными остаются: модуль
и направление углового момента , модуль и на-
правление момента действующих сил , а также
изменение истинной аномалии. Кроме того, не
изменяется при этом и форма эллипса. Эти усло-
вия запишем в виде (штрихами отмечены величи-
ны в новой системе отсчета)

(39)

С учетом инвариантности величин (39) урав-
нения эволюции оскулирующих элементов в
инерциальной системе отсчета можно предста-
вить в виде:

(40)
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4.4. Уравнения взаимной эволюции колец Гаусса
Рассмотрим вначале эволюцию 2-го кольца

под действием 1-го. Исходим из того, что возму-
щающая функция связана с взаимной потенци-
альной энергией выражением

(41)

Сама же функция  была получена выше, см.
формулу (14).

Подставляя (41) во вспомогательную систему
уравнений (38), с учетом (14) после многих расче-
тов получим

(42)

Здесь все индексы k, l, m – неотрицательные чис-
ла и, кроме того, под знаками суммы в (42) мы
обозначили следующие коэффициенты:

(43)

(44)

= − mut

2

.WR
m

mutW

( )

( )
ζ− = ×

π + −

22
2 1

2 3 3 2 2
2 1 2

1
16 (1 )(1 )

Me Gm
e a n n n nL

( )

+ + =
× Δ

3
2

1 2
1

,k l m
klm

k l m

e e e i

( )

( )
( )ξ

+ =

Δ= −
π + − 

2 2
21

1 22 3 3 2 2
21 2

,
8 (1 )(1 )

k l
kl

k l

M Gm i i e e
a n n n nL

( )

( )

( )
η = − ×

Δ π + −

2
1

2 3 3 2 2
1 2

1
sin 8 (1 )(1 )

M Gm
i a n n n nL

( )

+ + =
× Ω Δ

2
2

1 2
0

,k l m
klm

k l m

e e i

  = × 
  π + −

v2 1
3 3 2 2
1 216 (1 )(1 )

d Gm
dt a n n n n

( ) −

+ + =
× Δ v

3
2 1

1 2
1

.k l m
klm

k l m

e e i

( )

( )

( )

 − − − += − −


− − + + ω ω −



 − − − +− − −

 
− − − + ω ω 

 

2 4 6 8
2

102 2

2 4 2
1 2

2 4 6 8

2

2 2 2
1 2

4 15 26 15 4 ( )
1

(4 11 4 )(1 ) ( ) cos sin

4 21 110 21 4 ( )
1

(4 )(1 4 )(1 ) ( ) sin cos ;

n n n ne E k
n

n n n K k

n n n n E k
n

n n n K k

( )

( )
 + − += − − −


− − + × ω ω



2 4 6
2

012 2

2 4
2 2

3 23 3 ( )
1

(3 ) ( ) 4 sin cos ;

n n ne E k
n

n n K k n



414

АСТРОНОМИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 97  № 5  2020

КОНДРАТЬЕВ, КОРНОУХОВ

(45)

(46)

(47)

(48)

остальные коэффициенты .
Замечание 2. В правых частях уравнений (42)

присутствуют 22 коэффициента; в дополнение к
шести коэффициентам (43–48), 16 других коэф-
фициентов , ,  даны в Приложении Б.

4.5. Уравнения взаимной эволюции колец Гаусса
в эклиптической системе отсчета

Теперь необходимо записать уравнения эво-
люции колец в основной, инерциальной системе
отсчета. В качестве таковой естественно взять эк-
липтическую систему координат. Чтобы перейти
в (40) от вспомогательной системы координат

 к эклиптической , необходимо вы-
полнить преобразования, связанные с вращени-
ем первой системы отсчета вокруг оси  на угол

, который может быть найден с помощью
сферического треугольника, показанного на
рис. 1 (соответствующие формулы см. в Приложе-
нии А).

Итак, используя вспомогательные формулы
(А2), уравнения эволюции (40) запишем в виде
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Подставляя в уравнения (49) величины (42) и де-
лая замены

(50)

получаем систему дифференциальных уравнений
эволюции для оскулирующих элементов 2-го
кольца под действием 1-го:
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Рис. 1. Сферический треугольник в задаче о переходе
к эклиптической системе координат. Здесь  – угол
между кольцами Гаусса;  =  –  – разность
долгот восходящих узлов колец Гаусса, отсчитывае-
мая в некоторой плоскости (в нашем случае это плос-
кость эклиптики);  и  – наклонения, соответствен-
но, первого и второго колец Гаусса к плоскости эк-
липтики;  – угол между линией узлов i-го кольца,
лежащей в плоскости эклиптики, и общей линией уз-
лов двух колец.
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(51)

Замечание 3. Уравнения (51) записаны в инер-
циальной (эклиптической) системе отсчета. Ин-
тересно, что в ней взаимный наклон колец

, вообще говоря, уже не равен (см. вто-
рую формулу в (50)) разности наклонов во вспо-

могательной системе отсчета, то есть  ≠

≠ .

Замечание 4. Чтобы получить уравнения эво-
люции первого кольца под действием второго,
нужно сделать перестановку индексов в уравне-
ниях (51).

5. ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ВЗАИМНОЙ 
ЭНЕРГИИ К РЕШЕНИЮ ДВУПЛАНЕТНОЙ 

ЗАДАЧИ СОЛНЦЕ–ЮПИТЕР–САТУРН

Как известно, в небесной механике для изуче-
ния вековых и долгопериодических возмущений
обычно применяется аналитический метод
Лагранжа, основанный на разложении возмуща-
ющей функции в ряд по малым значениям экс-
центриситетов и углов наклона орбит. Ранее этим
методом Лаплас доказал замечательную теорему
об устойчивости (в первом приближении) Сол-
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нечной системы. Численными расчетами было
установлено, что в эволюции орбит планет и их
спутников важную роль играют резонансы. Не-
ожиданные эволюционные закономерности бы-
ли открыты для орбит планет-гигантов. Оказа-
лось, что на больших масштабах времени проти-
воположные узлы орбит Юпитера и Сатурна на
плоскости Лапласа совпадают и движутся веко-
вым образом. Направление этого движения узлов

попятное и скорость равна  ≈ /год (Стоку-
элл, в книге [7]). Характерным является синхрон-
ное движение узлов и периодические колебания в
противофазе эксцентриситетов и наклонений ор-
бит Юпитера и Сатурна. Согласно [13], период
изменения взаимного наклона орбит равен T ≈
≈ 51 000 лет, а эксцентриситетов T ≈ 70000 лет.

В целом метод Лагранжа является весьма объ-
емистым и трудоемким, о чем можно судить, на-
пример, по монографии ([13], раздел 7.3). Поэто-
му полученные ранее результаты по эволюции
орбит Юпитера и Сатурна важно проверить дру-
гим методом, основанным на применении взаим-
ной энергии колец Гаусса. Проблема сводится к
изучению эволюции оскулирующих элементов
колец под действием их взаимного гравитацион-
ного возмущения.

Расчеты по полученным выше формулам (51)
дали следующие результаты (штрихи теперь опу-
щены). На рис. 2 показана долгопериодическая
зависимость от времени эксцентриситетов колец
Юпитера и Сатурна.

Мы нашли, что период и амплитуды этих дол-
гопериодических колебаний эксцентриситетов
имеют следующие значения:

(52)

Углы наклона колец к эклиптике также имеют
долгопериодические колебания, см. рис. 3а. Пе-
риод и амплитуды этих колебаний равны:

(53)

Интересно, что взаимный наклон колец в эклип-
тической системе отсчета имеет биения, которые
показаны на рис. 3б. Период биений равен

 лет.

Эволюция углов направления линий апсид у
колец также имеет сложный характер (рис. 4a).
Установлено, что эволюция перицентров харак-
теризуется не только долгопериодическими коле-
баниями для долгот перицентров с периодом

(54)

но имеет также вековое вращение, причем перио-
ды полного поворота линий апсид на  360° для
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Юпитера и Сатурна сильно различаются и соот-
ветственно равны

(55)

На рис. 4б показан график для разности углов

. Период этого вращения равен

 лет.

Вычитая из  и  соответствующие вековые
компоненты эволюции, вместо рис. 4а, б мы по-
лучим графики, показанные на рис. 4в, г. В сущ-
ности, график на рис. 4г представляет собой раз-
ность двух кривых, данных на рис. 4в.

В двупланетной задаче важно также найти пре-
цессионное движение самих плоскостей двух ко-
лец. На рис. 5а, б это прецессионное движение
колец представлено эволюцией долготы восходя-
щего узла. Важно подчеркнуть, что указанная
прецессия имеет не вековой характер, а описыва-
ется долгопериодическими поворотными колеба-
ниями.

ϖ ϖ= × = ×
1 2

sec 4 sec 3
37.2 10 лет, 58.2 10 лет.T T

Δϖ = ϖ − ϖ2 1

Δϖ = × 3
69.0 10T

ϖ Δϖ

Особенно наглядно периодичность прецесси-
онного движения орбит Юпитера и Сатурна по-
казана на рис. 5б. Период и амплитуды колебаний
долгот восходящих узлов и их разности соответ-
ственно равны:

(56)

Обратим внимание, что узлы в эклиптике у колец
Юпитера и Сатурна не находятся строго в проти-
вофазе, как это имело бы место для узлов колец в
плоскости Лапласа.

6. ОБСУЖДЕНИЕ И РЕЗУЛЬТАТЫ

В статье развит новый метод для изучения дол-
гопериодических и вековых возмущений в дина-
мической системе, которую можно моделировать
двумя гравитирующими кольцами Гаусса. Уста-
новлено, что вместо усреднения полученного
очень сложным образом выражения для возму-
щающей функции Лагранжа, проще и эффектив-

Ω ΔΩ

Ω Ω ΔΩ

= × = ×
= ° = ° = °

1 2

3 3
49.9 10 лет, 49.9 10 лет;

19.5 , 49.5 , 66.7 .

T T
A A A

Рис. 2. Зависимость от времени эксцентриситета кольца Юпитера (сплошная линия) и Сатурна (штрихи), представ-
ляющие долгопериодическую эволюцию орбит планет под действием взаимного возмущения.
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Рис. 3. а). Зависимость от времени наклона (к эклиптике) кольца Юпитера (сплошная линия) и Сатурна (штрихи); б)
биения угла наклона между кольцами Гаусса планет-гигантов.
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нее сразу вычислить взаимную энергию двух ко-
лец Гаусса.

Основное внимание в работе уделяется задаче,
где два кольца Гаусса имеют малые эксцентриси-
теты, небольшой угол взаимного наклона и про-
извольный угол между линиями апсид. При этих

предположениях получено выражение для взаим-

ной энергии колец Wвз в виде ряда с точностью до

членов 4-го порядка малости включительно. Най-

дены и тщательно проверены все четырнадцать

сложных коэффициентов, которые входят в вы-

ражение (14) для взаимной энергии двух колец

Рис. 4. а) зависимость долготы перицентра для орбиты Юпитера (сплошная линия) и Сатурна (штрихи); б) зависи-

мость от времени угла  = , в) зависимость от времени угла  (за вычетом векового компонента эволюции)

для Юпитера (сплошная линия) и Сатурна (штрихи); г) зависимость  (также за вычетом векового компонента эво-

люции).
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Рис. 5. а) Зависимость изменения долготы восходящего узла для Юпитера (сплошная линия) и Сатурна (штрихи),
представляющие вековую прецессию плоскостей орбит планет-гигантов под действием взаимного возмущения; б)
разность долгот узлов орбиты Юпитера и Сатурна как функция времени.
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Гаусса. Установлено, что выражение для взаим-
ной энергии, записанное в виде ряда по степеням
малых эксцентриситетов и малого взаимного на-
клона колец Гаусса, не содержит членов нечет-
ных степеней по совокупности малых величин.
Проверено, что член пятого порядка тождествен-
но равен нулю, а шестого порядка не равен нулю,
поэтому следующая поправка к выражению для
взаимной энергии будет иметь сразу 6-й порядок
малости.

Важным элементом в проведенных расчетах
является учет того, что взаимная энергия инвари-
антна к преобразованиям переноса и повороту
системы отсчета, поэтому можно выбрать систе-
му отсчета для изучения вековых возмущений
наиболее удобным образом. Именно так мы и по-
ступили в разделе 2 с выбором вспомогательной

системы координат . В этой системе коорди-
нат удобно находить взаимную энергию двух ко-
лец Гаусса, а значит, и вектор момента действую-
щих сил. Но для практических приложений важ-
ным является переход к инерциальной системе

координат , связанной с плоскостью эк-
липтики.

Выражение взаимной энергии  двух колец
используется для вывода и решения системы пяти
дифференциальных уравнений, описывающих их
эволюцию. Решение уравнений эволюции также
получено в виде степенных рядов.

Сравнение наших результатов с полученными
традиционным методом разложения возмущаю-
щей функции Лагранжа на примере известной
двупланетной задачи Солнце–Юпитер–Сатурн
показало адекватность нового подхода. Более то-
го, наши результаты в решении этой задачи до-
полняют и уточняют результаты других авторов.
Дело в том, что, как уже говорилось, выражения
для возмущающих функций получены у нас до
членов 4-й степени малых величин, а в книге [13]
только до членов 2-й степени малости. Кроме то-
го, разработанный здесь принципиально новый
метод получения возмущающей функции позво-
ляет сразу изучать вековые и долгопериодические
возмущения элементов орбит.

Новый метод позволил выявить неизвестные
ранее особенности движений в двупланетной за-
даче. В частности, показано, что прецессионное
движение плоскостей двух орбит описывается
долгопериодическими поворотными колебаниями

с периодом  лет, причем амплитуды
колебаний долгот восходящих узлов у обоих планет

заметно различаются , . От-

метим, что узлы в эклиптике у колец Юпитера и
Сатурна не находятся строго в противофазе, как
это имело бы место для узлов колец в плоскости
Лапласа.

ξηζO

ξ η ζ' ' 'O

mutW

Ω = × 3
49.9 10T

Ω = °
1

19.5A Ω = °
2

49.5A

Отметим, наконец, что выражение возмущаю-
щей функции через взаимную гравитационную
энергию может применяться не только к планет-
ной задаче, где все наклонения должны быть ма-
лыми, но и к задаче с недавно обнаруженными у
малых небесных тел кольцами уже не планетного
типа [14–16].

ПРИЛОЖЕНИЕ А
Из сферического треугольника на рис. 1 полу-

чаем формулы

(A1)

Тогда компоненты вектора момента сил (делен-
ные на модуль углового момента 2-го кольца),
действующего со стороны 1-го кольца на 2-е, пре-
образуются так
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