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Рассмотрена задача увода опасного астероида с орбиты столкновения с Землей с помощью двигате-
ля малой тяги, направленной по касательной к траектории. Двигатель может быть смонтирован на
астероиде, или на “гравитационном тягаче”. Целью статьи является установление принципиальной
возможности увода астероида на безопасное расстояние за время порядка месяца и года. Это при-
емлемо, поскольку падение астероида диаметром порядка 100 м сразу после его открытия малове-
роятно. Мы ограничились модельной постановкой задачи: двигатель обеспечивает постоянное ка-
сательное ускорение. Соответствующие уравнения типа Эйлера были нами преобразованы методом
осреднения ранее. Здесь мы решили их методом рядов по степеням “медленного времени” и пока-
зали адекватность решения на временах в десятки лет. Оказалось, что астероиды до 55 м в диаметре
можно увести за год при тяге двигателя в 1 Н. При тяге в 20 Н астероиды до 50 м в диаметре можно
увести за месяц, а с диаметром до 150 м – за год. Увод более крупных астероидов требует больше вре-
мени или более мощных двигателей. Результаты сравнены с полученными ранее аналогичными
данными для случая, когда возмущающее ускорение направлено по трансверсали. Во всех случаях
касательная тяга приводит к лучшим результатам. Однако для орбит с эксцентриситетами до 0.4 оба
варианта практически совпадают. Различие становится значимым при .
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1. ВВЕДЕНИЕ

В статьях [1, 2] сформулирована задача о дви-
жении точки  нулевой массы под действием
притяжения к центральному телу  и возмущаю-
щего ускорения , постоянного в одной из при-
вилегированных системах отсчета. Здесь мы рас-
сматриваем орбитальную систему  с ортами ,

, . Орты направлены по касательной, главной
нормали к оскулирующей орбите и бинормали
(направленной по вектору площадей) соответ-
ственно. Отношение модулей возмущающего
ускорения  и вызванного притяжением к цен-
тральному телу основного ускорения  счита-
ется малым, квадратом этой величины пренебре-
гается. Здесь  – произведение постоянной тяго-
тения на массу , , . К уравнениям
движения применено осредняющее преобразова-
ние. Найдены уравнения движения в средних

элементах и формулы перехода от оскулирующих
элементов к средним.

В статье [3] осредненные уравнения проинте-
грированы в квадратурах, если хотя бы один из
трех компонентов , ,  век-
тора возмущающего ускорения  равен нулю.
Здесь мы применим эти результаты к задаче об
уводе опасного астероида с орбиты столкновения
с Землей с помощью двигателя малой тяги. По-
следний может быть установлен на астероиде,
или на “гравитационном тягаче” [4]. Малая тяга
позволяет сдвинуть астероид на приемлемое рас-
стояние лишь за длительное время (годы, в луч-
шем случае месяцы). Это приемлемо, поскольку
падение астероида диаметром порядка 100 м сразу
после его открытия маловероятно. Заметим, что,
к счастью, маловероятно само столкновение с
Землей. Частота оценивается в одно событие за
200 лет [5–7]. Вероятность же столкновения сразу
после открытия опасного объекта еще существен-
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но ниже1. В общем случае он несколько раз про-
летает мимо Земли на близком расстоянии (и то-
гда обнаруживается), прежде чем столкнуться с
ней [8].

Направим тягу двигателя коллинеарно вектору
скорости. Такой выбор направления локально
оптимален для разгона или торможения объекта
[9, 10]. В предыдущей статье [11] мы рассмотрели
математически более простой случай возмущаю-
щего ускорения, направленного вдоль трансвер-
сали. Для круговых орбит оба варианта совпада-
ют. Для эллиптических первый случай предпо-
чтительнее, как будет показано ниже.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Обозначим через , , , , , ,  угловую
скорость (среднее движение по астрономической
терминологии), эксцентриситет, наклон к основ-
ной неподвижной плоскости с ортами , , долго-
ту восходящего узла, аргумент перицентра, сред-
нюю аномалию и большую полуось. Независимы
первые 6 элементов, параметр

(1)

считается функцией от . Выбор угловой скоро-
сти вместо большой полуоси в качестве независи-
мой переменной упрощает операции осреднения,
поскольку скорость изменения  в невозмущен-
ном движении линейно зависит от , но суще-
ственно нелинейно от .

Пусть компоненты возмущающего ускорения
 в системе  равны , . В статье

[2] выполнено осредняющее преобразование [12–
14] уравнений Эйлера [13, 15] для изменения
оскулирующих элементов с точностью до первого
порядка относительно отношения  к основно-
му ускорению . Переход от оскулирующих
элементов к средним выполняется по формулам

(2)

Здесь  – семь оскулирующих элементов, взятых
в указанном выше порядке;  – семь средних
элементов. Величины  считаются функциями
средних элементов . Впрочем, в первом при-
ближении безразлично, считать ли аргументы 
средними или оскулирующими.

Замкнутые выражения  содержат неполные
эллиптические интегралы [2]. Предпочтительнее

1 Это не так для тел метрового и декаметрового размера, от-
крываемых только в непосредственной близости от Земли.
Но столь малые тела отклонять не нужно. Достаточно опо-
вещения населения.
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степеням эксцентриситета:

(3)

( )
( )

= − − − −
ω

− + − ,


3 5
1

2 4 4

3 1 3 sin
4 64

1 1 1sin 2 sin 4
8 32 256

u e e e E
a

e e E e E T

( )
( )

( )

= − + +
ω

+ − + + +

+ − −

2 4
2 2

3 5

2 4

1 9 112 sin
4 32

1 1 19 sin 2
2 4 256

1 1 sin 3
12 192

u e e E
a

e e e E

e e E

( )− + +

+ − ,


= = ,

3 5

5 5

3 4

1 1 sin 4
32 256

3 1sin 5 sin 6
320 256

0

e e E

e E e E

u u

T

( ) (
) (

= − + + + − + +
ω

+ + + − −

2 4
5 2

3 5 2

1 3 9 2 31
8 64 4

9 79 1 1cos
32 512 2 8

u e e e
ea

e e E e

) (
) ( )

− + − − +

+ + + −

4 3

5 2 4

17 1 1cos 2
256 12 192

7 1 1cos 3 cos 4
1536 32 128

e E e e

e E e e E

( )− + + −

− ,


3 5 4

5

3 13 1cos 5 cos 6
320 2560 256

5 cos 7
3584

e e E e E

e E T

( ) (
) (

) ( )

= + + + + +
ω

+ + − + +

+ + + + −

2 4
6 2

3 5 2

4 3 5

1 13 1 2 131
8 64 4

1 41 1 25cos
32 512 2 16

11 1 53 7cos 2 cos 3
256 12 192 64

u e e e
ea

e e E e

e E e e e E

( )
( )

− + +

+ + − +

+ ,


2 4

3 5 4

5

1 59 cos 4
32 1024

3 3 1cos 5 cos 6
320 128 256

5 cos 7
3584

e e E

e e E e E

e E T

( )
( )

= − − −
ω

− + − .


3 5
7 2

2 4 4

2 1 3 sin
4 64

1 1 1sin 2 sin 4
8 32 256

u e e e E

e e E e E T



756

АСТРОНОМИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 97  № 9  2020

ХОЛШЕВНИКОВ и др.

Здесь  – эксцентрическая аномалия. Ряды схо-
дятся при . Мы сохраняем члены до  вклю-
чительно. Важно, что соотношения (3) не содер-
жат малых знаменателей, поскольку имеется
лишь одна быстрая переменная  и резонанс не-
возможен.

Замечание 1. В статье [2] содержится досадная
опечатка. В формулах (9) и (11) следует поменять
знак в выражениях для , . В формуле (11) вы-
ражение для  ошибочно. Однако все коэффици-
енты при компонентах  и  в [2] верны. В при-
веденных формулах выше (в которых  соответ-
ствует  из [2]) погрешность устранена.

Замечание 2. Метод осреднения определяет  с
точностью до слагаемого, не зависящего от быст-
рой переменной. В (3) оно выбрано из условия
нулевого среднего  по переменной .

Замечание 3. Мы считаем разложения типа (3)
рядами по степеням эксцентриситета, но для
удобства группируем слагаемые при косинусах и
синусах одинаковой кратности.

Замечание 4. В статье [2] аналогичные (3) выра-
жения представляли собой многочлены невысо-
кой степени от . Переход к средней аномалии от
эксцентрической превращал бы их в бесконечные
ряды. Переход же к средней аномалии в рядах (3)
кажется на первый взгляд разумным. Это не так,
поскольку радиус сходимости в этом случае по-
низился бы от единицы до предела Лапласа

.
Дифференциальные уравнения для средних

элементов просты [2]:

(4)

Здесь и ниже  – отличная от нуля постоянная,
,

точка (жирная точка для ) отмечает дифферен-
цирование по времени .

Мы опустили черту над средними элементами,
поскольку это не приводит к недоразумениям.

Найдем решение уравнений (4) и оценим
вклад периодических возмущений (3).
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3. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ
В СРЕДНИХ ЭЛЕМЕНТАХ

Описывающие ориентацию эллипса элементы
, ,  постоянны. Уравнения (4) автономны, по-

этому за начальную эпоху удобно принять .
Начальные значения переменных будем снабжать
индексом 0. Далее следует рассмотреть два случая
в зависимости от начального значения эксцен-
триситета.

3.1. Круговая начальная орбита

Пусть . В этом случае касательное уско-
рение  совпадает с трансверсальным  и мы мо-
жем воспользоваться точным решением, полу-
ченным в статье [3]:

(5)

Здесь введены обозначения

(6)

Величина  имеет размерность времени,  – без-
размерное “медленное время”.

Пусть . Решение (5) существует
при , . Поведение решения
на концах интервала тривиально: , 
при , ; ,  при ,

. Что касается средней аномалии, то
 при , ; 

при , . При нулевом эксцентриситете
истинная аномалия совпадает со средней. Поэто-
му орбита  представляет собой спираль, делаю-
щую бесконечное число витков в прошлом (нама-
тывается на притягивающий центр), и конечное
число витков в будущем (уходя на бесконечность
за конечное время).

Пусть . Критическое значение
,  теперь в прошлом, с ростом  время

уменьшается. Решение существует при ,
, и его поведение аналогично описан-

ному выше при перестановке прошлого и будущего.
Замечание 1. Уход на бесконечность за конеч-

ное время не имеет физического смысла. Такое
поведение решения говорит лишь о том, что ме-
тод осреднения применим только при , не слиш-
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ком близком к единице: например, при ,
т.е. . Действительно, метод предполагает
малость величин . Между тем при  соглас-
но (3)

(7)

что не ограничено при .
Замечание 2. Согласно (7) на половине каждого

оборота  оскулирующий экс-
центриситет отрицателен. Это нормально, т.к. от-
рицательность эксцентриситета меняет местами
перицентр и апоцентр.

3.2. Некруговая начальная орбита

Уравнения (4) при  проинтегрирова-
ны в [3] в квадратурах, приводящих к неполным
эллиптическим интегралам. Здесь мы рассматри-
ваем случай малого  (оценки см. ниже), так что
гораздо проще использовать ряды по степеням
медленного времени. Получим решение методом
рядов Ли [16–19]. Первые два уравнения (4) не за-
висят от остальных. Запишем их решение в виде
ряда Ли

(8)

Здесь  – оператор дифференцирования вдоль
траекторий системы (4):

В правые части (8) после дифференцирования сле-
дует подставить начальные значения элементов.

Легко доказать, что

(9)

Здесь  определяются индуктивно:

(10)

Ряды для   мы привели с точностью до
 при . Из (10) вытекает, что все  также

точны до .
Аналогично для эксцентриситета

(11)
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Из (12) вытекает, что  точны до .
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Таким образом, потери точности не происхо-
дит: все  точны до , а все  точны до .

Замечание. Множитель  в (10) приводит к
тому, что  при  содержат  множите-
лем. Множитель  в (12) при  равен

. Это приводит к тому, что  при  со-
держат  множителем.

Согласно (6)

Поэтому ряды (8) с учетом (9, 11) становятся ря-
дами по степеням :

(13)

С точностью до второй степени медленного вре-
мени

(14)

Первые два равенства (14) получены из (13), по-
следнее выведено из первого в силу (1). Интегри-
руя первое соотношение (14), получим

(15)

Здесь введено обозначение

Напомним, что в квадратных скобках удержива-
ются члены до четвертой степени эксцентрисите-
та, и что под  справа в (14), (15) следует понимать

. Как и должно быть, вековые возмущения по-
зиционных элементов пропорциональны време-
ни. Вековые возмущения средней аномалии про-
порциональны квадрату времени, ибо в третьем
уравнении (4) отсутствует слагаемое, пропорцио-
нальное .

Замечание. При  решение (14), (15) сов-
падает с (5) с принятой точностью рядов по степе-
ням .
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3.3. Сходимость рядов

1. Пусть .
Элементы  являются согласно (5) много-

членами по времени, и вопрос о сходимости не
стоит.

Для большой полуоси имеется замкнутое вы-
ражение, см. (5). Его можно разложить в ряд

радиус сходимости  которого равен единице.
2. Пусть .
Воспользуемся точными выражениями для

первых двух уравнений (4) [2], переходя к медлен-
ному времени в качестве независимой перемен-
ной:

(16)

Здесь ,  – эллиптические интегралы в
форме Лежандра.

Оценим радиус сходимости  решений (16) с
помощью теоремы Коши [19, теорема 8.2.2]):

Здесь

(17)

функции  и  – правые части уравнений (16), а
величины  и  задают их область определения:

Положим , , . Выбор ,
разумеется, не влияет на значение радиуса сходи-
мости, но определяет величину оценки  снизу,
которую дает теорема Коши. Мы подберем  так,
чтобы оценка  была бы максимальной.

По принципу максимума модуля, для вычис-
ления  и  достаточно рассмотреть лишь
точки граничных окружностей:

Здесь ,  – мнимая единица. Оче-
видно,

(18)
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(19)

За ,  можно взять числа, большие или равные
,  соответственно.

Поскольку , можно положить

За  примем зависящую от  правую часть фор-
мулы (41) из Приложения: . Те-
перь формулы (18), (19) можно представить в виде

(20)

Наилучшая нижняя оценка  величины 
получится при совпадении правых частей соотно-
шений (20):

(21)

Здесь

Производная от левой части (21),

отрицательна. Поэтому левая часть (21) убывает
от  до 0 с ростом  от 0 до 1, и каждому  отвеча-
ет единственное значение .

Решая уравнение (21) численно, представим 
и  в табл. 1 и на рис. 1. Заметим, что полученные
по теореме Коши оценки существенно занижают
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Таблица 1. Значения  и  в зависимости от 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

0.9619 0.9556 0.9468 0.9342 0.9155 0.8867 0.8405

0.0561 0.0558 0.0555 0.0550 0.0542 0.0531 0.0511

0.7 0.8 0.9 0.95 0.99 0.999 0.9999

0.7627 0.6385 0.4512 0.3131 0.1344 0.0413 0.0130

0.0478 0.042 0.0322 0.0239 0.0113 0.0037 0.0012
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область сходимости. Так, , тогда как
.

4. НОРМА СМЕЩЕНИЯ

Пусть ,  – первые пять оскулирую-
щих элементов, постоянных в невозмущенном
движении (медленные переменные);  –
средняя аномалия (быстрая переменная). Восста-
новим черту над средними элементами. Нас инте-
ресует смещение  положения  за время , вы-
званное возмущающим ускорением . По опре-
делению

(22)
Напомним, что разности оскулирующих и сред-
них элементов  обладают нулевым средним по
средней аномалии. Полезно наряду с  ввести ве-
личины  при .

Заменим (2) соотношением

(23)

Теперь в начальную эпоху , .
Соотношение (22) представим в форме

(24)
где

(25)

(26)
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τ = .(0) 0 056*
τ =* (0) 1

ne = , ,1 5n …

=6 Me

Δr ! t
T

Δ = , − , + ω .0 0( ) ( (0) )n nM M tr r re e

nu
nu

= − v�n n nu u =v (0)n nu

= + .�n n nue e

=� (0) 0nu =(0) (0)n ne e

Δ = Δ + Δ + Δ ,1 2 3r r r r

Δ = + , + ω + δ + −
− + , + ω + δ + ,

� �1 0 0 6

0 0 6

( )
( )

n n

n n

u M t M u
u M t M u

r r
r

e

e

Δ = + , + ω + δ + −
− , + ω + δ ,

2 0 0 6

0 0

( )
( )

n n

n

u M t M u
M t M

r r
r

e

e

Δ = , + ω + δ − , + ω .3 0 0 0 0( ) ( (0) )n nM t M M tr r re e

Смещения ,  вызваны отличием оскулирую-
щих элементов от средних. Смещение  вызва-
но дрейфом средних элементов.

4.1. Влияние отличия оскулирующих
элементов от средних

Оценим смещения , . Поскольку , 
малы и периодически зависят от M, разности (25),
(26) также малы и периодичны, так что вековой
тренд отсутствует. Для оценки достаточно вычис-
лить среднеквадратические нормы

(28)

Норма  приведена в [20, формулы (9), (13)]:

(29)

Замечательно, что  зависит только от двух эле-
ментов орбиты  и  (или, что то же самое, от 
и ).

Заметим, что при  и замене  на  форму-
ла (29) совпадает с формулой (16) из [11], как и
должно быть.

Величина  является квадратичной формой
от . Величина  отличается от  заменой 
на , или, что то же самое, на . Она неудоб-
на тем, что зависит от всех начальных данных.
Для оценки примем, что интегралы (28) от них
равны, так что .
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Рис. 1. Графики  и  в зависимости от .
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4.2. Влияние дрейфа средних элементов
В этом разделе все элементы считаются сред-

ними. При  пять из них  постоянны,
а шестой  линейно зависит от времени.
Поскольку , с точностью до вто-
рого порядка малости смещение (27) согласно
[21] равно

где  – аргумент широты. Вычислим среднеквад-
ратичную норму:

(30)

Приращения  и  – линейные функции от ,
, . Последние согласно (14), (15) зависят

лишь от начальных данных ,  и времени, но не
зависят от положения на орбите . Условимся в
интеграле (30) считать  независящим от . Тогда
при интегрировании приращения , ,  ве-
дут себя как постоянные, и мы можем воспользо-
ваться результатами статьи [21]:

(31)

Значения коэффициентов при приращениях вы-
числяются на начальную эпоху . Подставляя
(14), (15) в (31), получим

(32)

при

(33)

Здесь  отвечает смещению поперек орбиты, а
– вдоль орбиты.
Обратим внимание, что , если  отвеча-

ет дуге в несколько градусов;  и  сопоставимы
по величине на дуге порядка полуоборота;

 на дуге в один и более оборотов. Действи-
тельно,
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согласуется со сказанным в начале параграфа: од-
ному обороту отвечает .

Замечание 1. Правая часть (29) инвариантна от-
носительно замены , . Это не так
для правой части (32). Однако она становится ин-
вариантной, если пренебречь нечетными (попра-
вочными) степенями .

Замечание 2. Формулы (29), (32) оценивают пе-
риодическое и вековое смещения  в системе от-
счета . По инвариантности расстояний относи-
тельно сдвигов и вращений оба соотношения
остаются справедливыми в любой декартовой си-
стеме отсчета.

4.3. Сравнение со случаем возмущающего ускорения, 
направленного вдоль трансверсали

Сравним полученные результаты с приведен-
ными в [11], где рассматривался случай постоян-
ства возмущающего ускорения в системе отсчета

, орты которой , ,  направлены по радиусу-
вектору, трансверсали (перпендикуляру к радиу-
су-вектору в плоскости оскулирующей орбиты в
сторону движения) и бинормали (направленной
по вектору площадей). Считалось ,

.
Пусть .
При  результаты совпадают, как и долж-

но быть: трансверсаль в этом случае служит каса-
тельной.

Считаем далее . Величины, описываю-
щие случай постоянства  в системе , снабдим
символом .

Опираясь на (33) и аналогичные формулы из
[11], образуем отношения

(35)

где мы пренебрегли величинами порядка  и, как
всегда, величинами порядка .

Формулы (35) показывают, что как смещение
поперек орбиты, так и смещение вдоль орбиты
больше в системе отсчета . Различие увеличи-
вается с ростом эксцентриситета. При малых 
различие незначительно. При  различие
достигает 5%, а при  достигает 50%.

5. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ
А. Выберем то же подсемейство  семейства

потенциально опасных астероидов с известными
элементами и диаметром , использованное в
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статье [11]. Считаем, что на каждый из этих
66 астероидов действует возмущающая сила2 в
1 Н, вызывающая возмущающее ускорение

.
В табл. 2 представлены следующие сведения:

номер (предварительное обозначение) астероида;
диаметр ; масса ; элементы , , ; ускорение

; критическое время ; безразмерные времена

 и , отвечающие , 
тропический год; норма периодического смеще-
ния ; вековые смещения , . Данные
упорядочены по возрастанию . Приведены зна-
чения для первых 14 и последних 4 астероидов.

Масса  известна с точностью, на несколько
порядков худшей по сравнению с точностью
остальных исходных данных. Но наша задача на
данном этапе – оценить возможности метода, а
для этого имеющейся точности вполне хватает.

Вычисленные характеристики 66 астероидов
из семейства  показали следующее.

2 Все значения приводим в системе СИ, если не указано
противное.

= 1/mT

d m a e ω2

T *t

τ =1 1/ *t t τ =2 2/ *t t =1 30dt =2 1t

2� τ3 1( )� τ3 2( )�

d

m

^

1. Для всех астероидов

так что ,  лежат глубоко внутри круга сходимо-
сти. Более того, квадратичного по  приближения
в (14) и кубичного в (15) более чем достаточно.
С принятой точностью в формуле (33) можно
считать

(36)

2. На месячном интервале  в несколько раз
меньше : сдвиг вдоль орбиты меньше сдвига
поперек орбиты. Противоположная ситуация на
годичном интервале за одним исключением для
130-м астероида 2002 CX58. На обоих интервалах
различия доходят до двух трех порядков.

3. На месячном интервале : периоди-
ческие возмущения превосходят вековые. Проти-
воположная ситуация на годичном интервале

 за одним исключением для того же
130-м астероида 2002 CX58.
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Таблица 2. Параметры 14 астероидов в верхней части списка и 4 – в нижней

Примечание. Объект 2004 KH17  468468; Объект 2010 FH81  510055; Apophis  99942.

Объект d
m 

× 10–7 a, au e  
× 1014

 
× 108

t* 
× 10–12

 
× 106

 
× 105

 
× 10–6

 
× 10–5

 
× 10–6

2010 YD 26 2.30 2.04 0.538 0.466 4.35 0.480 5.40 6.58 36.8 33.7 74.5

2002 JR100 28 2.87 0.924 0.299 5.03 3.48 0.890 2.91 3.54 2.74 8.78 52.3

1998 KY26 30 3.53 1.23 0.202 2.12 2.83 0.948 2.73 3.33 5.32 10.5 43.8

2010 FX9 30 3.53 1.13 0.367 2.74 2.83 0.990 2.62 3.19 4.08 9.35 42.9

2010 HA 32 4.29 0.960 0.196 4.48 2.33 1.30 1.99 2.42 2.07 6.18 35.3

2010 JJ3 32 4.29 2.23 0.578 0.356 2.33 0.855 3.03 3.69 25.9 20.7 41.6

2010 CO44 34 5.14 1.07 0.231 3.23 1.94 1.48 1.75 2.13 2.39 5.95 29.6

2010 JO71 37 6.63 1.17 0.387 2.46 1.51 1.82 1.42 1.73 2.41 5.23 22.9

2010 QG2 38 7.18 1.67 0.517 0.846 1.39 1.65 1.57 1.91 6.48 8.05 22.3

2010 JH3 39 7.76 1.76 0.470 0.731 1.29 1.74 1.49 1.81 6.93 7.99 21.0

2010 JW39 39 7.76 1.64 0.390 0.903 1.29 1.81 1.43 1.75 5.62 7.19 20.7

2010 EX11 40 8.38 0.956 0.110 4.54 1.19 2.55 1.02 1.24 1.05 3.15 18.2

2010 MY1 43 10.4 1.21 0.211 2.21 0.961 2.81 0.921 1.12 1.73 3.49 14.8

2010 UC7 43 10.4 1.88 0.567 0.593 0.961 2.26 1.15 1.40 6.40 6.62 15.9

2004 KH17 197 1000 0.712 0.499 11.0 0.00999 353 0.00734 0.00893 0.00358 0.0184 0.146

2010 CB55 198 1020 1.13 0.148 2.72 0.00984 284 0.00912 0.0111 0.0144 0.0325 0.151

2010 FH81 200 1050 1.23 0.210 2.15 0.00955 282 0.00920 0.0112 0.0176 0.0351 0.148

Apophis 325 4490 0.922 0.191 5.06 0.00223 1390 0.00186 0.00226 0.00175 0.0056 0.0337

ω2 T τ1 τ2 ρ2 ρ τ3 1( ) ρ τ3 2( )

≡ ≡ ≡
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4. Величина  для большинства астероидов
оказалась меньше радиуса Земли . Лишь для
четырех астероидов . Мы приняли

 с учетом атмосферы.
5. Величина  для всех астероидов оказа-

лась меньше радиуса Земли. Увод астероидов за
месяц невозможен. Правда, возможно тонкое ма-
неврирование с привлечением периодических
возмущений для упомянутых четырех астерои-
дов. Но это слишком опасно.

6. Для всех 19 астероидов с диаметром до 55 м
включительно  превысило радиус Земли.
Для таких опасных астероидов увод возможен за
время около года. Учет периодических возмуще-
ний необходим.

7. Увод астероидов крупнее 55 м за год невоз-
можен.

Б. Увеличим возмущающую силу в  раз, со-
храняя остальные предположения п. А. При рас-
четах положим N = 20.

1. Значения , , , ,  увеличиваются в
 раз. В частности, при 

По-прежнему  и  находятся глубоко внутри
круга сходимости; квадратичного по  приближе-
ния в (13) и кубичного в (14) достаточно, и можно
пользоваться формулой (36). Поэтому значения

 увеличиваются в  раз, а  – в  раз.
2. Соотношения между  и  не изменя-

ются.
3. Соотношения между  и  не изменяются.
4. Для всех 18 астероидов с диаметром, мень-

шим 54 м, и еще для 11 астероидов с диаметром до
130 м  превысило радиус Земли. Учет периоди-
ческих возмущений для таких астероидов обяза-
телен.

5. Для всех 11 астероидов с диаметром, мень-
шим 40 м, и еще для 5 астероидов с диаметром до
53 м  превысило радиус Земли. Таким обра-
зом, для небольших опасных астероидов увод воз-
можен за время около месяца. Учет периодиче-
ских возмущений обязателен.

6. Для всех 55 астероидов с диаметром до 152 м
включительно  превысило радиус Земли.
Для таких астероидов увод возможен за время
около года. Учет периодических возмущений так-
же необходим.

7. Увод астероидов крупнее 150 м, в частности,
увод Апофиса, за год невозможен.

В. При каких условиях становится возможным
увод более крупных астероидов? Очевидно, сле-
дует либо увеличить тягу двигателя, либо время

2�

⊕R
⊕>2 R�

⊕ = . × 66 5 10R
τ3 1( )�

τ3 2( )�

N

T 1/ *t τ1 τ2 2�

N = 20N
−τ < τ < . × .3

1 2 1 3 10

τ1 τ2
τ

τ( )s kQ 2N τ3( )k� N
τ2( )Q τ1( )Q

2� τ3( )�

2�

τ3 1( )�

τ3 2( )�

маневра, либо и то, и другое. Для Апофиса нужно
увеличить отвечающее  значение  при-
мерно в 200 раз, чтобы оно превысило .

1. Добьемся этого за счет тяги. Полагая ,
получим , что по-прежнему позво-
ляет пользоваться упрощенной формулой (36).
Норма уклонения возрастет в те же 200 раз. Более
точный расчет показывает, что Апофис можно
увести с орбиты соударения за 0.98 года при тяге в
200 Н.

2. Добьемся этого за счет продолжительности
маневра. Величина  в 28 раз превышает

. Поэтому  в этом диапазоне приблизи-
тельно пропорциональна . Таким образом, Апо-
фис можно увести с орбиты соударения за  лет
при тяге в 20 Н. Более точный расчет дает для это-
го 3.14 года.

Столь большая тяга, или столь большое время
не позволяют сейчас передвинуть Апофис на без-
опасную орбиту. Но в не очень далекой перспек-
тиве это представляется вполне реальным.

Г. Сравним данные табл. 2 с данными анало-
гичной таблицы из [11]. Результат соберем в
табл. 3. В ней представлены следующие сведения
для 10 астероидов: номер (предварительное обо-
значение); эксцентриситет ; отношения , ,

, где

= 1N τ3 2( )�

⊕R

= 200N
−τ = . × 6

2 4 53 10

τ2 2( )Q
τ1 2( )Q τ3( )�

τ2

10

e β1 β2

β3

τ τβ = , β = , β = .
τ τ

* ** 3 1 3 22
1 2 3

2 3 1 3 2

( ) ( )
( ) ( )

� ��

� � �

Таблица 3. Сравнение эффективности касательного и
трансверсального ускорений

Примечание. Объект 2002 LT24  469 445; Объект 2004 FG11
 363599.

Объект e

2009 UY19 0.03 1.00 1.00 1.00

2010 FK 0.10 1.00 1.00 1.00

1998 KY26 0.20 1.00 1.01 1.01

2002 JR100 0.30 1.00 1.02 1.04

2010 JO71 0.39 1.01 1.04 1.06

2002 LT24 0.50 1.03 1.07 1.11

2010 EC43 0.60 1.09 1.12 1.16

2004 FG11 0.72 1.22 1.20 1.31

2010 DO 0.75 1.26 1.22 1.35

2010 LK34 0.81 1.41 1.29 1.46

β1 β2 β3

≡
≡
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Данные упорядочены по возрастанию . Как и в
разделе 4.3, символ ( ) указывает на касательное
ускорение , а его отсутствие – на трансверсаль-
ное  при  Н.

Теоретические выводы раздела 4.3 подтвер-
ждаются полностью. Во всех случаях тяга по каса-
тельной дает лучшие результаты по сравнению с
тягой по трансверсали. Различие пренебрежимо
мало при малых и даже умеренных эксцентриси-
тетах и возрастает вместе с . Различие становит-
ся заметным, начиная с , достигая 45% при

.
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Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского научного фонда (грант 18-12-00050).

Приложение

ОЦЕНКИ НЕКОТОРЫХ ФУНКЦИЙ 
КОМПЛЕКСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

Пусть , , , ,
,

(37)

Оценим модули функций (37). Очевидно,
,

Производная

обращается в нуль при

а при  также при

Отсюда без труда выводим

(38)

e
*

T

T = = 1TT

e
= .0 5e

= .0 8e

< <00 1e ≤ α ≤0 1 ≤ ψ < π0 2 ∈z C

≤| | 1z

ψ = + − ψ,
−α, = ,

− α
= − .

0 0

1

2
2

( ) (1 )Exp
1 zg ( z)

1 z
g (e) e(1 e ) (e)

e e e

D

ψ ≤| ( )| 1e

− ψ = − + − ψ −
− − ψ − ψ + − ψ ,

− = − ,ψ ,
= + − ψ − − ψ.

2
0 0 0

0 0 0
2 2 2

0 3 0
2 2 2

3 0 0 0

1 ( ) (1 ){1 2 cos
(1 )cos 2 [2 sin (1 )sin 2 ]}

|1 | 2(1 ) ( )

1 3 4 cos (1 )cos 2

e e e e
e e e

e e g e

g e e e

i

∂ = ψ + − ψ
∂ψ

2 23
0 04 sin [ (1 )cos ]g e e

ψ = , ψ = π,0

<0 1/ 2e

− −ψ = − , ψ = − .
− −

2 2 4
0 0 0

2 2 2
0 0

1 2cos cos 2
1 (1 )

e e e
e e

ψ
− ψ = ,2

4 0max |1 ( )| ( )e g e

где

Аксиома треугольника для точек , ,  ком-
плексной плоскости дает

(39)

Далее,

(40)

Действительно, (40) вытекает из очевидного не-
равенства

Соотношения (39, 40) влекут неравенство

Отсюда получаем оценку :

(41)

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Т. Н. Санникова, К. В. Холшевников, Вестн. СПбГУ.

Сер. 1: Математика. Механика. Астрономия,
Вып. 4. 134 (2013).

2. Т. Н. Санникова, К. В. Холшевников, Астрон. журн.
91(12), 1060 (2014).

3. Н. Батмунх, Т. Н. Санникова, К. В. Холшевников,
Астрон. журн. 95(4), 307 (2018).

4. E. T. Lu and S. G. Love, Nature 438(11), 177 (2005).
5. Ю. Д. Медведев, М. Л. Свешников, А. Г. Сокольский,

Е. И. Тимошкова, Ю. А. Чернетенко, Н. С. Черных,
В. А. Шор, Астероидно-кометная опасность, под
ред. А. Г. Сокольского (СПб: ИПА РАН, 1996).

6. А. М. Микиша, М. А. Смирнов, в Угроза с неба: рок
или случайность?, под ред. А. А. Боярчука (М.: Кос-
моинформ, 1999).

7. Н. Н. Горькавый, А. Е. Дудоров (ред.), Челябинский
суперболид (Челябинск: Челябинский ГУ, 2016).

8. А. В. Елькин, Л. Л. Соколов, в Астероидная опас-
ность-95. 23 25 мая 1995 г. С.-Петербург. Тезисы
докладов (СПб.: Изд-во МИПАО и ИТА РАН,
1995) 2, 41.

9. Г. Л. Гродзовский, Ю. Н. Иванов, В. В. Токарев, Ме-
ханика космического полета (проблемы оптимиза-
ции) (М.: Наука, 1975).

10. В. Н. Лебедев, Расчет движения космического аппа-
рата с малой тягой (М.: ВЦ АН СССР, 1968).

 − , ≤ ,= +
 − , ≥ .

0
0

4 0 0

0 0 0

12 если 1/ 2
( ) 1

4 (1 ) если 1/ 2

e e
g e e

e e e

1 z αz

− ≤ − α + − α .|1 | 1z z z z

− α ≤ − α .2 2| | |1 |z z z

− α ≤ − α + .1 2 1 ( )z z

α, ≤ .1| ( )| 2g z

2( )g e

π/

π/

≤ − , ≤

π≤ = .





2
2 2 2 2

2 1
0

2
2

4 0 4 0
0

( )|| 1 (sin ) sin

2 ( ) sin ( )
8

g e e e g x e xdx

g e xdx g e

–



764

АСТРОНОМИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 97  № 9  2020

ХОЛШЕВНИКОВ и др.

11. Н. Батмунх, К. И. Оськина, Т. Н. Санникова, В. Б. Ти-
тов, К. В. Холшевников, Астрон. журн. 96(11), 961
(2019).

12. Н. Н. Боголюбов, Ю. А. Митропольский, Асимпто-
тические методы в теории нелинейных колебаний
(М.: ФМ, 1963).

13. Д. Брауер, Дж. Клеменс, Методы небесной механики
(М.: Мир, 1964).

14. А. Пуанкаре, Лекции по небесной механике (М.: Нау-
ка, 1965).

15. М. Ф. Субботин, Введение в теоретическую астро-
номию (М.: Наука, 1968).

16. W. Gröbner, Die Lie-Reihen und ihre Anwendungen (Ber-
lin: VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, 1967).

17. Г. Е. О. Джакалья, Методы теории возмущений для
нелинейных систем (М.: Наука, 1979).

18. А. Х. Найфе, Методы возмущений (М.: Наука, 1976).
19. К. В. Холшевников, Асимптотические методы небес-

ной механики (Л.: Изд-во ЛГУ, 1985).
20. К. В. Холшевников, Н. Батмунх, К. И. Оськина,

В. Б. Титов, Астрон. журн. 97(4), 348 (2020).
21. Н. Батмунх, Т. Н. Санникова, К. В. Холшевников,

В. Ш. Шайдулин, Астрон. журн. 93(3), 331 (2016).



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


