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Работа посвящена изучению физической либрации Луны. Интерес к традиционной теме, связан-
ной с вращением Луны, вызван активностью многих стран в освоении окололунного пространства.
В научном отношении главным на повестке дня является учет вязкости ядра. На данном этапе раз-
работки теории учтены такие эффекты, как косвенные и прямые возмущения от планет, произведе-
но включение гармоники 4-го порядка в гравитационный потенциал Луны, и сделан учет усреднен-
ного приливообразующего потенциала. Введение описанных эффектов в уравнения вращения Лу-
ны привело к существенному улучшению решения при сравнении с соответствующими данными из
теории DE421, хотя остаточные разности по-прежнему остаются больше предъявляемой к теории
точности в 1 мс. Влияние прямого эффекта планет составило миллисекунды, влияние 4-й гармони-
ки проявилось в виде систематического сдвига порядка 0.85  в остаточных разностях в либрации по
долготе, а учет прилива позволил уменьшить остаточные разности в широте практически на поря-
док. При этом основным фактором, уменьшающим остаточные разности, является изменение в ко-
эффициентах Стокса второго порядка. Расчеты проводились с использованием эфемериды DE421,
построенной в Лаборатории реактивного движения NASA. Статья основана на докладе, сделанном
на конференции “Астрометрия вчера, сегодня, завтра” (ГАИШ МГУ, 14–16 октября 2019 г.).
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1. ВВЕДЕНИЕ
В представленном исследовании рассмотрены

факторы, которые позволяют повысить точность
теории физической либрации Луны по сравне-
нию с теорией, ранее построенной для модели
твердотельной Луны в рамках главной проблемы
физической либрации [1, 2]. Следует отметить,
что исследованию динамических свойств Луны
посвящено множество работ. Система Земля–Лу-
на является одним из интереснейших объектов
для изучения. Во-первых, на Луне были размеще-
ны сейсмографы, которые обеспечили независи-
мые подтверждения наличия лунного ядра [3, 4] и
существования расплавленного слоя на границе
ядро/мантия. Во-вторых, имеются высокоточные
гравиметрические измерения, выполненные в хо-
де многих космических миссий, включая Kaguya
и GRAIL, на основании данных которых были
построены точные карты масконов и определены
высокоточные значения коэффициентов Стокса
в разложении гравитационного поля Луны [5].
Уточненные значения коэффициентов Стокса
подтвердили сжатие лунного ядра [6]. В-третьих,

на сегодняшний день долговременная лазерная
локация Луны (ЛЛЛ) достигла высокой точности
(несколько десятков миллиметров) при опреде-
лении расстояния между Землей и Луной, что
позволило создать высокоточные эфемериды Лу-
ны, одной из которых является эфемерида DE421
[7]. С учетом новых данных и с применением эфе-
мериды DE421 Рамбо и Вильямс [6] построили
эмпирические ряды параметров физической либ-
рации Луны (ФЛЛ), являющиеся, по сути, самым
точным на сегодня аналитическим описанием
лунного вращения. Все это было бы невозможно
без развития самой теории ФЛЛ, с помощью ко-
торой допустима правильная интерпретация дан-
ных лазерной локации Луны, осуществляется мо-
делирование описанных эффектов, что в конеч-
ном итоге делается с целью улучшения точности
предсказания положения Луны на орбите, поло-
жения объектов на лунной поверхности и, конеч-
но, уточнения параметров внутреннего строения
лунного тела.

Также были обнаружены диссипативные про-
цессы, которым обязан сдвиг в узле экватора на

″

УДК 521.1



76

АСТРОНОМИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 98  № 1  2021

ЗАГИДУЛЛИН и др.

эклиптике на величину (по модулю) 5.81 , что эк-
вивалентно углу отклонения полюса вращения из
плоскости Кассини, равному 0.263 . Вильямс и
др. [8], а еще ранее Йодер [9], Дике и др. [10] пред-
ложили два возможных источника диссипации:
твердотельные приливы от Земли и Солнца и дис-
сипация на границе ядра с мантией. Было показа-
но, что эти эффекты можно рассматривать неза-
висимо друг от друга. Обработка долговременных
наблюдений ЛЛЛ показала, что приливная за-
держка составляет около 4 ч [8].

Включение этих внутренних эффектов в мо-
дель вращения Луны требует не только сложных
теоретических расчетов, но и использования вы-
сокоточных наблюдений, чувствительных к этим
эффектам. Самым очевидным является установка
дополнительных сейсмографов на лунную по-
верхность, с помощью которых можно было бы
более точно идентифицировать внутреннюю
структуру Луны. Другим решением является уста-
новка телескопа на поверхность Луны. Имея в на-
личии такой телескоп, можно будет вводить по-
правки в теорию ФЛЛ для уменьшения невязок
между наблюдаемыми положениями звезд и тео-
ретически рассчитанными. Данную идею плани-
руется осуществить в миссии ILOM [11, 12].

Таким образом, для изучения тонких эффек-
тов вращения Луны необходимо иметь инстру-
мент, позволяющий рассчитывать и вносить со-
ответствующие коррективы в расчет ФЛЛ для
уменьшения остаточных разностей. Так, нами
вначале была построена численная теория ФЛЛ,
которая по внутреннему содержанию полностью
соответствовала аналитической теории Петровой
[2]: в уравнения была заложена модель абсолютно
твердой Луны, гравитационный потенциал кото-
рой описывался гармониками второго и третьего
порядка, орбитальное движение Луны задавалось
аналитической теорией [13], построенной в рам-
ках задачи Хилла, т.е. описания движения Луны в
плоской задаче трех тел Солнце–Земля–Луна.
Точность аналитической теории [2], определяе-
мая сравнением с аналогичными аналитически-
ми теориями, была не очень высокой .
Полученное численное решение [1] отличалось
от соответствующего аналитического лишь в либ-
рации по долготе: остаточные разности имели ам-
плитуду  на резонансной частоте . Это
отличие, мы полагаем, обусловлено неточностью
аналитического решения при получении амплитуд
резонансных и с малыми знаменателями членов.

На данном этапе исследования мы рассматри-
ваем уже более точную модель лунного вращения.
Во-первых, переходим на современную числен-
ную эфемериду, определяемую теорией DE421.
Именно эта, а не более поздняя, модель была вы-
брана с целью иметь возможность проводить
сравнение полученного решения ФЛЛ с полуэм-
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пирическими рядами Рамбо и Вильямса [6], кото-
рые тоже получены на основе DE421. Такое срав-
нение нам было необходимо провести для того,
чтобы проверить корректность проводимых нами
операций по извлечению из динамической моде-
ли как параметров движения центра масс Луны,
так и параметров ФЛЛ.

Во-вторых, производим уточнение числовых
значений параметров, закладываемых в разраба-
тываемую теорию. Решение дифференциальных
уравнений численным методом в рамках задачи
Коши требует задания начальных условий для ис-
комых переменных, которыми являются углы
либрации и сопряженные им канонические им-
пульсы. Неточность в начальных данных ведет к
тому, что в решении появляются ложные близре-
зонансные гармоники. В нашем случае к неточ-
ности начальных значений наиболее чувстви-
тельна либрация по долготе, в которой описан-
ный эффект проявляется на периодах, близких к
3 годам. Поэтому мы с особой тщательностью вы-
верили начальные условия для переменных либ-
раций с эфемеридой DE421.

В-третьих, мы делаем приближенный учет де-
формации лунного тела вследствие твердотель-
ных приливов, вводя средние поправки к тензору
инерции Луны, полученные в [8] на основе ана-
лиза лазерных данных.

И, в-четвертых, помимо косвенного учета воз-
мущений от планет, реализованного через пере-
ход на динамическую эфемериду, мы произвели
учет прямого возмущения от планет.

После введения каждого из описанных эффек-
тов в развиваемую нами численную теорию ФЛЛ
мы получаем остаточные разности при сравнении
наших результатов с данными, извлеченными из
DE421, которые с высокой степенью точности
совпадают с расчетами по полуэмпирическим ря-
дам [6]. В итоге полученные разности, не превы-
шающие 1.2  для либрации по долготе и 2  по
широте, показывают, что мы используем пра-
вильный алгоритм работы с динамической эфе-
меридой, что введенные нами эффекты все боль-
ше приближают наше решение к результатам,
получаемым и с помощью полуэмпирических ря-
дов. В заключение мы обсуждаем природу остав-
шихся невязок и анализируем возможные не-
учтенные эффекты, способные уменьшить ам-
плитуду остаточных разностей.

2. ПОЛУЧЕНИЕ ОРБИТЫ ЛУНЫ ИЗ DE421

Сотрудниками лаборатории реактивного дви-
жения JPL NASA были написаны две программы
для первичной обработки файлов эфемерид, со-
держащих коэффициенты Чебышева. Первая
преобразует исходные данные в бинарный фор-
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мат, а вторая проводит интерполяцию Чебышева
на заданный момент времени.

Функция Pleph (ET, NTARG, NCTR, R), реа-
лизующая интерполяцию, написана на языке
Fortran. В ней:

ET – дата в юлианской шкале;
NTARG – индекс объекта, координаты кото-

рого хотим получить (см. табл. 1);
NCTR – индекс объекта, относительно кото-

рого хотим получить координаты небесного тела
NTARG;

R – массив координат и их производных.
Система координат, заложенная в эфемериду,

геоцентрическая с экватором эпохи J2000, накло-
ненным на  к эклиптике эпохи.
При построении численной теории ФЛЛ мы ис-
пользуем направляющие косинусы радиусов век-
торов, направленных из центра Луны в центры
Земли и Солнца. Переход от прямоугольных ком-
понентов к направляющим косинусам радиуса-
вектора (во вращающуюся эклиптическую систе-
му координат) реализуется следующим способом:

1. Поворот экваториальной системы коорди-
нат на угол 

2. Вычисление долготы  и широты  объекта
(Земли/Солнца) с переходом во вращающуюся
систему отсчета за счет вычета среднего движения

 из долготы

3. Вычисление направляющих косинусов ра-
диусов-векторов Луна–Земля, Луна–Солнце:

ε = . ″0 84381 406

ε0

 
 
 
 
 
 
 

   
   = ε ε .
      − ε ε   

ecl

0 0ecl

0 0ecl

1 0 0 (1)
0 cos( ) sin( ) (2)
0 sin( ) cos( ) (3)

X R
Y R
Z R

λ β

sidern

= + Ω − °;sider 180n F

−

−

  
π − − , <   +  λ = 

  − , > ;   +  

1 ecl
ecl2 2

ecl ecl

1 ecl
ecl2 2

ecl ecl

2 cos 0

cos 0

X n Y
X Y

X n Y
X Y

−  πβ = − .  + + 

1 ecl
2 2 2
ecl ecl ecl

cos
2

Z

X Y Z

+= λ ;
+ +

2 2
ecl ecl

ecl 2 2 2
ecl ecl ecl

cos( )X Ya
X Y Z

+= λ ;
+ +

2 2
ecl ecl

ecl 2 2 2
ecl ecl ecl

sin( )X Yb
X Y Z

= .
+ +

ecl
ecl 2 2 2

ecl ecl ecl

Zc
X Y Z

Полученные параметры необходимы для рас-
чета потенциальной энергии системы. Потенци-
альная энергия учитывает взаимодействие Луны с
Землей (через гармоники 2-го, 3-го и 4-го поряд-
ков) и с Солнцем (гармоника 2-го порядка). Ис-
пользуемые формулы приведены в [1].

Для проверки корректности вычисления пара-
метров орбиты мы провели сравнение получен-
ных нами значений на основе эфемерид DE421,
DE430 и DE431 со значениями, взятыми из базы
web-interface HORIZONS1, с заложенной моде-
лью DE431mx. Остаточные разности, рассчитан-
ные нами и аналогичные разности, полученные в
работе [7], приведены в табл. 2.

Поскольку разности между DE431 и Horizons
составляют миллионные доли метра, применяе-
мый нами алгоритм расчетов можно считать кор-
ректным.

3. РАЗРАБОТКА АЛГОРИТМА ИЗВЛЕЧЕНИЯ 
ПАРАМЕРОВ ЛИБРАЦИИ ИЗ DE421

3.1. Полуэмпирические ряды наблюдений

Модель DE421 была выбрана нами еще и пото-
му, что на ней построены полуэмпирические ря-
ды Рамбо и Вильямса [6], которые на сегодняш-
ний день представляют собой наиболее точное

1 https://ssd.jpl.nasa.gov/horizons.cgi

Таблица 1. Значения NTARG

NTARG Тело

5 Юпитер
2 Венера

13 Барицентр Земля–Луна
10 Геоцентр Луны

3 Земля
11 Солнце
15 ФЛЛ, NCTR = 0

Таблица 2. Остаточные разности между различными
орбитальными теориями  в компонентах Земли отно-
сительно Луны на интервале 80 лет

Радиус-
вектор, м

Долгота, 
м

Широта, 
м

DE430–DE421
DE431–Horizons
DE430–DE421 [7]

Δ

Δ

± .0 4 −0 2 ± .1 5
−± . × 61 5 10 −± . × 61 5 10 −± . × 60 2 10

± .0 2 −0 1 ±1
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аналитическое представление наблюдаемой фи-
зической либрации в виде рядов:

(1)

Ряды (1) корректно называть полуэмпирически-
ми [14], поскольку числовые значения их коэф-
фициентов и частот, представленных через фун-
даментальные аргументы Делоне (табл. 3), полу-
чены не из решения дифференциальных
уравнений ФЛЛ, а в результате сложного много-
параметрического анализа остаточных разно-
стей, полученных при сравнении численного ре-
шения DE421 для ФЛЛ с данными долговремен-
ных лазерных наблюдений. Другими словами,
ряды [6] являются, своего рода, аналитической
интерпретацией полученных из наблюдений па-
раметров ФЛЛ. Они не полностью соответствуют
DE421, т.к. содержат еще низкоамплитудные чле-
ны  ( ), которых нет в DE421, но они при-
сутствуют в наблюдениях. Баркин и др. [14] пока-
зали, что природа этих членов обусловлена нали-
чием свободной нутацией ядра Луны (Free Core
Nutation – FCN), и члены со статусом  соответ-
ствуют гармоникам, производным от FCN [15].

= =
= + + ε ϕ +

+ + ε ϕ .

 
1 1
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Ряды [6] используются нами для процедуры
проверки алгоритма (см. ниже, раздел 3.2) по из-
влечению параметров либрации Луны. Для этого
мы реализовали программу по расчету компонен-
тов либрации Луны согласно формуле (1) по таб-
лицам [6] и рассчитали те же параметры по алго-
ритму, приведенному в разделе 3.2. В результате у
нас получилось хорошее согласие в остаточных
разностях. Все необходимые для расчета по фор-
мулам (1) числовые значения используемых пара-
метров приведены в табл. 4–6.

3.2. Извлечение параметров ФЛЛ 
из численной эфемериды DE421

Для получения углов либрации Луны из эфе-
мериды DE421 мы использовали функцию Pleph.
Для этого были заданы необходимые параметры
NCTR = 0, NTARG = 15. Массив, возвращаемый
функцией, содержит значения углов Эйлера,
определяющих положение системы главных осей
инерции Луны относительно ICRF. Для получе-
ния классических углов либрации , ,  был ис-
пользован следующий алгоритм преобразований
[18]:

1) переход в систему ICRF с помощью Эйлеро-
вых углов, полученных при выполнении функции
Pleph;

ρ τ σI

Таблица 3. Фрагмент таблицы полуэмпирических рядов [6]

Arguments Period (days) Fourier C ( ) Fourier S ( ) Poisson C ( /cent) Poisson S ( /cent)

+l 27.555 – –
+F 27.212 78.575 0.249 – –
+l F 0.072 – –

7.582 0.121
F 13.606 – –

F W 27.185 0.004 5.758
D F 173.310 – –
D l 2.469 – –

F –W 27.239 2.443 0.005
l F 13.691 1.408 0.001 – –

″ ″ ″ ″

− .0 046 − .101 344

−2 − .26 878 − .24 569
+Ω − .6798 526 − .9 023 − .0 006
+2 − .0 003 − .10 080
+ + − .0 012 − .0 002
−2 +2 − .0 001 − .3 002
−2 + − .31 812 − .0 001
+ − .0 001 − .0 001
+ +

Таблица 4. Параметры Делоне [16], движения лунного узла (эпохи) и общей прецессии

Par 0/ / T1, T2, T3, T4, 

L 134/57/48.2264 1717915923.0024 31.3939 0.051651
L 357/31/44.7744 129596581.0733 –0.5529 0.000147 0.00000015
F 93/16/19.5517 1739527263.2179 –13.2293 0.00000417
D 297/51/0.6902 1602961601.0312 –6.8498 0.006595

125/2/40.3265 6.3593 0.007625
Pa 0 5028.7946 1.11113 0

′ ″ ″ ″ ″ ″

− .0 00024470
′

− .0 001021
− .0 00003184

Ω − .6967919 8851 − .0 00003586
− .0 000006
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2) переход в экваториальную систему коорди-
нат;

3) определение вектора, направленного в узел
нисходящего узла лунного экватора на эклиптике;

4) вычисление углов Эйлера в эклиптической
системе координат на основе скалярных и век-
торных преобразований;

5) извлечение углов либрации , ,  из углов
Эйлера.

Выполнив все необходимые вычисления по
этому алгоритму, мы извлекли из DE421 значения
параметров ФЛЛ, рассчитав , ,  на интер-
вале 200 лет, начиная с J2000, с шагом 1 день. По-
лученные значения были сравнены со значения-
ми , , , рассчитанными по рядам (1) на
этом же промежутке времени. Остаточные разно-
сти , , ,
представленные на рис. 1, были сравнены с ана-
логичными значениями, полученными в [8] (см.
рис. 2).

Анализ полученных разностей показал, что
расхождение с данными [6] не превышает 20 mas
(mas – milli arc second, угловая миллисекунда) для
всех трех углов, но для либрации в наклоне  на
взятом интервале времени в наших расчетах при-
сутствует небольшой тренд, природу которого мы
пока не выяснили. Однако в пределах требуемой
на данном этапе точности полученные результа-
ты свидетельствуют и о корректности применяе-
мого нами алгоритма работы с численной эфеме-
ридой DЕ421, и о правильном выборе значений
используемых параметров.

3.3. Формирование числовых значений констант 
и начальных значений для ФЛЛ

Как было сказано выше, для решения диффе-
ренциальных уравнений в рамках задачи Коши
необходимо правильно задать начальные усло-
вия. Кроме того, поскольку был осуществлен пе-
реход на численную орбиту эфемериды DE, ис-
пользуемые параметры, константы и начальные

ρ τ σI

τc ρc σcI

τe ρe σeI

Δτ = τ − τ| |c e Δρ = ρ − ρ| |c e Δσ = × σ − σ| |c eI I

ρ

значения для углов либрации и сопряженных им-
пульсов необходимо также привести в соответ-
ствие с параметрами DE421 (табл. 7).

Разрабатываемая нами теория физической
либрации строится относительно эклиптики
J2000, это надо иметь в виду, если потребуется,
например, переходить к эклиптике даты. В этом
случае потребуются значения долготы восходя-
щего узла  от эклиптики эпохи даты от узла
J2000, рассчитываемое по коэффициентам табл. 4, а
также значение угла наклона экватора Земли к
эклиптике .

Рассмотрим алгоритм вычисления начальных
условий для параметров физической либрации.
Напомним, что DE421 содержит традиционные
углы Эйлера и по ним можно определить пара-
метры либрации , , , а в разрабатываемой
нами теории мы оперируем углами  (см.
табл. 6, рис. 3), определяющими положение три-
эдра осей инерции Луны (динамической системы
координат – ДСК), непосредственно относитель-
но эклиптики, их еще называют самолетными уг-
лами [1]. Углы  и  по смыслу аналогичны на-
правляющим косинусам эклиптики , , а угол

либрации в долготе  [2]. Чтобы
привести в согласие эти два разных способа опи-
сания ФЛЛ и получить корректные начальные
значения для углов ,  и , нам необходимо за-
программировать переход от ДСК к эклиптиче-

Ω

ε0

τ ρ σI
μ, ν, π

ν π
1P 2P

( )μ τ +∼

2 sin(2 )
2
I F

μ ν π

Таблица 5. Параметры долгот планет эклиптики эпохи [17]

Par T0, rad T1, T2, T3, Т4, 

Me 4.40260884240 26087.90314157420 –0.00000934290 0.00000003100 0

Ve 3.17614669689 10213.28554621100 0.00000287555 –0.00000003038 0

Ea 1.75347031435 6283.07584918000 –0.00000991890 0.00000000073 0

Ma 6.20348091341 3340.61243149230 0.00000454761 –0.00000005057 0

Ju 0.59954649739 529.69096509460 –0.00014837133 0.00000007482 0

Sa 0.84701675650 213.29909543800 0.00036659741 –0.00000033330 0.00000000217

″ ″ ″ ″

Таблица 6. Значения полиномиальных коэффициен-
тов  для параметров либрации в углах Эйлера и для
направляющих косинусов эклиптики ,  относи-
тельно системы главных осей инерции Луны

T1, T2, T3, 

ja
1P 2P

,ja P ″ ″ ″ ″

σI − .0 249 .0 0189 − .0 0036 .0 000245
ρ − .0 014 .0 0003201 − .0 0001504 .0 00001375
τ .67 753 .0 3162 − .0 1034 .0 007434

1P − .78 513 .0 00001075 − .0 000006604 .0 0000006663

2P .0 290 .0 0002411 − .0 00006364 .0 000004586
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Рис. 1. Разности в углах либрации , , , полученных при сравнении данных, извлеченных из DE421 по разработан-
ному алгоритму, и рассчитанных по рядам [6].
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ской системе через самолетные углы, а потом об-
ратный переход от эклиптики к ДСК, но уже че-
рез углы Эйлера , , .

Математически необходимый переход между
эклиптической и динамической системами коор-
динат осуществляется с помощью матриц враще-
ния, углами поворота в которых являются либо
самолетные углы, либо Эйлеровы углы. Это дает
нам основание связать разные виды либрацион-
ных углов через произведение матриц вращения:

(2)

Здесь угол , где  – средняя долгота Лу-
ны, отсчитываемая от оси, направленной в точку
весеннего равноденствия.

(3)

Таким образом, уравнения (3) дают нам воз-
можность получить начальные значения самолет-

ψ( θ φ)

−π ν = ψ −θ ϕ .( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y z z x zR R R M R R R

= + μM L L

ν = ψ θ ,
π ν = ψ θ ,
sin( ) sin( )sin( )

sin( )cos( ) cos( )sin( )
ν = ψ ϕ +

+ ψ θ ϕ ,
sin( )cos( ) cos( )sin( )

sin( )cos( )cos( )
M

ν = ψ ϕ −
− ψ θ ϕ .

cos( )cos( ) cos( )cos( )
sin( )cos( )sin( )

M

ных углов на основе Эйлеровых углов, взятых из
DE421. Чтобы вычислить скорости изменения уг-
лов, мы продифференцировали по времени выра-
жение (3) и получили необходимые соотношения:

(4)

В уравнениях ФЛЛ, которые построены на ос-
нове канонических уравнений Гамильтона, вхо-
дят не скорости, а импульсы, сопряженные угло-
вым координатам. Чтобы получить канонические
импульсы, используем особенности подхода Га-
мильтона при работе с каноническими перемен-
ными. Согласно [1], проекции угловой скорости

ν ν = ψ ψ θ + θ ψ θ ,
π π ν = ν π ν −
− ψ ψ θ + θ ψ θ ,

�

� �

��

�

�

cos( ) cos( )sin( ) sin( )cos( )
cos( )cos( ) sin( )sin( )

sin( )sin( ) cos( )cos( )

ν = ν ν −
− ψ ψ ϕ + ϕ ψ ϕ +
�
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M M M
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Рис. 2. Разности в широте. На нижнем графике – разность в склонении [6].
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 вращения Луны в ДСК определяются по фор-
мулам:

(5)

Подставив проекции угловой скорости в формулу
для вычисления кинетической энергии  твердо-
го тела и учитывая, что канонические импульсы

определяются как , где , ,

, получаем для них следующие выражения:

(6)

При переходе к переносной системе отсчета,
привязанной к ДСК, канонический импульс бу-
дет уменьшен на величину средней скорости вра-
щения Луны  [1]: . В итоге урав-
нения (5) и (6) позволяют вычислить необходи-
мые начальные значения и для канонических
импульсов.

Ω

Ω = − ν − π,
Ω = − ν π + ν π ,
Ω = ν π + ν π .

�

�

�

�

�

�

sin( )
cos( )sin( ) cos( )

cos( )cos( ) sin( )

x

y

z

M
M

M

T

∂= ∂ �i
i

Tp
q

= μ1q = ν2q

= π3q

= Ω ,
= Ω π + Ω π ,

= Ω ν π − Ω ν −
− Ω ν π .

3

2

1

cos( ) sin( )
cos( )cos( ) sin( )

cos( )sin( )

x

y z

z x

y

p A
p B

p A
B

n = −1 ДСК 1( )p p n

Таким образом, мы получаем возможность,
во-первых, на основе Эйлеровых углов, извле-
ченных из DE421, вычислить начальные значения
параметров либрации , ,  и сопряженных
им импульсов , , , чтобы корректно прове-
сти численное интегрирование построенных на-
ми уравнений либрации, а во-вторых, тестиро-
вать качество получаемого нами численного ре-
шения , ,  путем сравнения с данными,
рассчитываемыми по рядам [6].

4. УЧЕТ ПРЯМОГО И КОСВЕННОГО 
ВЛИЯНИЯ ПЛАНЕТ НА ФЛЛ

Косвенные возмущения от планет возникают
из-за влияния планет на движение центра масс
Луны. Ранее нами была использована аналитиче-
ская теория орбитального движения [13], которая
построена для ограниченной задачи трех тел –
Земли, Луны и Солнца. На данном этапе мы пере-
шли к современной численной орбите DE421, ко-
торая построена с учетом возмущений и от пла-
нет, и даже от астероидов. Мы провели ряд тестов
(разделы 2, 3), подтверждающих корректность
сделанного нами перехода к новой теории движе-
ния лунного центра масс. Одним из допущений,

μ0 ν0 π0

0
1p 0

2p 0
3p

μ( )t ν( )t π( )t
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которые мы закладываем в нашу теорию либра-
ции, является тот факт, что мы рассматриваем
вращательное и орбитальное движение Луны не-

зависимыми. Эффект спин-орбитального взаи-
модействия имеет очень малый вклад в точность
вращательной теории [19], поэтому наше допу-
щение оправдано, и оно позволяет нам, не меняя
уравнений вращения, перевести расчеты с одной
орбитальной теории на другую. Естественно, что
переход к новой орбите привел и к перерасчету
начальных данных уже для численного интегри-
рования либрационных уравнений, что в целом
обеспечивает повышение точности теории либ-
рации. Таким образом, переход на эфемериду
D421 обеспечил нам автоматический учет косвен-
ного возмущения от планет.

Для включения прямых возмущений от планет
мы ввели во вторую гармонику селенопотенциала
эффекты взаимодействия Луны с Венерой и
Юпитером. Возмущения от других планет нами
пока не рассматриваются в силу или их малых
масс, или их большой удаленности.

Мы получили два решения: , ,  без учета
прямого воздействия от планет и , ,  с
учетом этого воздействия, и проанализировали
полученные разности в этих решениях

, , , чтобы
оценить вклад возмущений от планет в либраци-
оные углы. По нашим расчетам оказалось, что по-

μ ν π
μ p ν p πp

Δμ = μ − μ| |p p Δν = ν − ν| |p p Δπ = π − π| |p p

Таблица 7. Константы, заложенные в модель численного интегрирования

Примечание. Значения и количество знаков в константах взяты непосредственно из файлов модели DE421.

Коэффициент Значение Коэффициент Значение

C20(–J2) C22

C22 C30(–J3)

C31 C32

C33 S31

S32 S33

C40(–J4) C41

C42 C43

C44 S41

S42 S43

S44

0.39326772660028886

328900.55915 1.0/81.30056907

0.02163368386360741 0.011
0.026919957991 84381.406
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−. × 50 1674047530039142 10 −. × 50 59008 10
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−. × 50 9642285999999999 10 −− . × 50 5692687 10
−− . × 50 15862 10 −− . × 70 812041 10
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−− . × 50 1517312 10 −− . × 60 8027907000000001 10
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Рис. 3. Углы либрации ,  и . Селеноцентрическая
эклиптическая система координат. Система , ,

 – эклиптическая система, равномерно вращаю-
щаяся со скоростью среднего движения Луны. Фрейм

, ,  – представляет ДСК.
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ведение  и  практически одинаково, по-
этому на рис. 4 показаны разности только для
двух углов –  и .

Анализ поведения остаточных разностей сви-
детельствует о том, что вклад возмущений от пла-
нет составляет лишь доли миллисекунд дуги, что
намного меньше требуемой точности как теории,
так и наблюдений. Полученные значения ампли-
туд планетных вкладов полностью согласуются с
данными аналогичной работы [20], что независи-
мо подтверждает корректность проведенных на-
ми расчетов.

5. ПРИБЛИЖЕННЫЙ УЧЕТ ПРИЛИВНОЙ 
ДЕФОРМАЦИИ ЛУННОГО ТЕЛА

Модель абсолютно твердой Луны уже совер-
шенно не соответствует уровню точности совре-
менных наблюдений. Для адекватной обработки
данных с последних спутниковых миссий и дол-
говременных рядов лазерной локации необходи-
мо рассматривать потенциал не твердого, а де-
формируемого вследствие приливного взаимо-
действия с Землей и Солнцем лунного тела.
Вследствие твердотельных приливов тело Луны
“дышит” с амплитудой примерно  см в месяц.
Кроме того, влиянию приливов подвержены и
гравитационное поле, и соответственно физиче-
ская либрация. В работе [21] проведен тщатель-
ный анализ высокоточных данных по спутнико-
вому слежению в миссии GRAIL [5], основанный
на построении математической модели лунного
потенциала, включающего как упругие деформа-
ции, так и эффекты диссипации, обусловленные
вязкими свойствами лунного тела и внутренними
процессами в разогретой мантии на глубине
внешнего жидкого ядра.

В нашем исследовании мы пока не готовы ре-
шать задачу в таком объеме, как это сделано уче-
ными лаборатории реактивных исследований

Δν p Δπp

Δμ p Δν p

±10

НАСА (JPL NASA), имеющими многолетний
опыт в развитии теории вращения Луны и по-
строении геофизических моделей ее внутреннего
строения. Но поскольку нами поставлена задача
разработать свой собственный инструмент для
описания лунного вращения с необходимой точ-
ностью, на данном этапе мы сделали первый шаг
в этом направлении – приближенный учет при-
ливной деформации.

Суть используемого нами метода заключается
в том, что приливная деформация вызывает не-
большие постоянные изменения и в моментах
инерции Луны , , , , , и в коэффициентах
Стокса второго порядка , . Значения этих
усредненных постоянных получены при анализе
лазерных наблюдений [8]. Основываяcь на этих
данных, мы разработали алгоритм учета усред-
ненных приливных деформаций.

1. Вначале вычисляем твердотельные компо-
ненты моментов инерции

(7)

2. Затем вносим эмпирически определенные в
[8] поправки за усредненный прилив. Пусть

 – нормированный момент инерции Лу-

ны, тогда вследствие приливной деформации мо-
менты инерции получат некоторые поправки в
виде:
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Рис. 4. Вклад возмущений от планет в либрацию по долготе и либрацию по широте.
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(8)

3. Значения чисел Лява  и сферического чле-
на  представлены в табл. 7.

При решении задачи ФЛЛ в рамках главной
проблемы [1, 2] главные моменты инерции зада-
вались в единицах главного момента инерции

. При таком подходе можно считать, что
. Следуя этой принятой системе, все

главные моменты инерции в (8) также задаются в
единицах .

Чтобы проверить, насколько существенно
скажутся на качестве нашего решения сделанные
поправки за прилив, мы на интервале в 5000 дней
вначале получили наше твердотельное решение

, , , построенное уже на основе эфе-
мериды DE421 с учетом соответствующих кон-
стант (табл. 7) и начальных значений, вычислен-
ных по (3)–(6). Затем внесли поправки (8) в по-
строенные ранее [1] дифференциальные
уравнения ФЛЛ и получили численное решение

, ,  с учетом усредненного прилива.
На основе углов Эйлера, извлеченных из DE421, и
редукционных формул (3)–(6) мы получили на
этом же интервале решение , , .
И затем построили два типа остаточных разностей:

, ,  и

, , .
На рис. 5 представлены графики поведения обоих
типов невязок. Из анализа графиков на рис. 5 сле-
дует, что прилив значительно влияет на либра-
цию по широте в углах  и , но не оказывает су-
щественного влияния на амплитуду либрации по
долготе . Кроме того, в либрации по долготе
присутствует фиктивная частота, период которой
1023.4 дня, что близко к резонансному периоду
системы (1056.13 дня). Аналогичные гармоники
проявляются и в либрации по широте: для  пе-
риод фиктивной гармоники 27.22 дня, а для  –
27.16 дня, в то время как резонансные периоды в
широте составляют 27.185 (для ) и 27.239 дня
(для ). Появление фиктивных гармоник в реше-
нии  или  говорит о том, что вычислен-
ные нами начальные значения не соответствуют
заложенной в уравнения [1] модели. Этим же объ-
ясняется и нарастающее со временем увеличение
остаточных разностей в обоих типах решений.
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Решение DE421 получено с учетом многих факто-
ров: вязкоупругая модель с диссипацией для при-
ливного потенциала, учет дифференциального
вращения ядра и мантии, неинерциальные силы
(сила Кориолиса и центробежная сила), высшие
степени разложения селенопотенциала, начиная
с четвертой гармоники, и прямые возмущения от
планет (Юпитера и Венеры).

6. ВЛИЯНИЕ 4-Й ГАРМОНИКИ 
СЕЛЕНОПОТЕНЦИАЛА

Аналитические оценки показывают, что вклад
в возмущающий потенциал от 4-й гармоники, а
тем более от 5-й и 6-й гармоник, во много раз
меньше по сравнению со 2 и 3гармониками:

, . Однако на современ-

ном уровне требований к точности теории вклад
4-й гармоники является значимым. Получив
выверенное выражение для гармоники  через
направляющие косинусы (9), см. ниже, мы вклю-
чили ее в гамильтониан и сравнили полученное
решение , ,  с решением , ,  без учета
этой гармоники. Построенные остаточные раз-
ности , , 

 представлены на рис. 6.
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где  – коэффициенты Стокса,  – среднее
расстояние Земля–Луна,  – средний радиус Лу-
ны,  – мгновенное расстояние Земля–Луна, 
– масса Земли/Луны соответственно,  – на-
правляющие радиусы-векторы возмущающего
тела относительно центра Луны.

Анализируя остаточные разности на рис. 6, мы
видим, что вклад 4-й гармоники в либрацию по
долготе проявляется как в виде постоянного сме-
щения на 0.9 , так и в виде периодических изме-
нений с амплитудой порядка 0.9  и периодом в

,ij ijc s ema
a

ρ /e mM
iu

″
″

1056 дней. Наши прежние расчеты показали
аналогичное проявление в либрации по долготе
3-й гармоники селенопотенциала [1], которая
описывает “грушевидность” формы Луны. В ре-
зультате вытянутый “носик груши” осуществляет
либрационные колебания относительно направ-
ления, которое примерно на 200  смещено к во-
стоку относительно среднего направления на
Землю. Но, оказывается, и 4-я гармоника также
вызывает постоянный сдвиг в положении оси 
относительно среднего направления на Землю,

″

x

Рис. 5. Остаточные разности между решением DE421 и решением для твердотельной модели (слева) и модели с учетом
приливных деформаций (справа). Все решения получены в углах , , .
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однако величина этого сдвига на 2 порядка мень-
ше вклада от 3-й гармоники.

Что касается вклада 4-й гармоники в либрации
по широте, то он менее заметен по сравнению с
влиянием на долготу. Включение в селенопотен-
циал  приводит к появлению долгопериодиче-
ской составляющей, природу которой мы пока не
можем объяснить: на интервале интегрирования
в 15 лет период гармоники составляет не более
четверти этого периода.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Изучение вращения небесного тела является

важнейшим инструментом и для исследования
его структуры, и для построения высокоточной
системы координатно-временнóго обеспечения
при решении навигационных задач. Для Луны
оба направления являются очень актуальными.
К настоящему времени на основе современных
спутниковых данных о гравитационном поле Лу-
ны и благодаря компьютерно-математическому
анализу большого ряда долговременных лазер-
ных наблюдений Луны в лаборатории JPL NASA
разработаны высокоточные численные теории
серии DE, описывающие спин-орбитальную ди-
намику Лунного тела. Динамические эфемериды

4U

позволяют не только адекватно описывать совре-
менные наблюдения, и уточнять многие парамет-
ры внутреннего строения Лунного тела, динами-
ческая теория – это постоянно развиваемый ин-
струмент, позволяющий изучать все более тонкие
эффекты, определяющие лунную динамику. По-
этому перед нами была поставлена задача разра-
ботать свой собственный физико-математиче-
ский и компьютерный инструментарий для опи-
сания лунного вращения численным способом.

В работе [1] мы разработали численную тео-
рию физической либрации для модели твердо-
тельной Луны. В настоящей статье мы показали
те факторы и методы, благодаря которым нам
удалось существенно повысить точность разраба-
тываемой теории.

В первую очередь сделан необходимый пере-
ход от менее точной аналитической теории орби-
тального движения к численной эфемериде
DE421. Корректность разработанного нами алго-
ритма включения численной эфемериды (разде-
лы 2 и 3) проверена анализом остаточных разно-
стей при сравнении полученного нами решения с
аналогичными решениями для параметров дви-
жения центра масс Луны (табл. 2).

Рис. 6. Вклад 4-й гармоники в решение ФЛЛ.
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Разрабатываемая нами теория строится в углах
либрации , , , которые описывают положение
триэдра осей инерции Луны (ДСК) относительно
эклиптики аналогично самолетным углам в аэро-
динамике (рис. 2). В численных эфемеридах DE
для описания ФЛЛ используются углы Эйлера и
соответствующие либрационные поправки к ним

, , . Чтобы проверить корректность извлече-
ния этих величин из динамической теории и для
адекватного сравнения результатов собственного
решения , ,  c данными DE421, нами были
построены уравнения (3)–(6), позволяющие осу-
ществлять переход от углов Эйлера к самолетным
углам. Эти уравнения позволили также адекватно
вычислить начальные условия для интегрирова-
ния либрационных уравнений и выверить число-
вые значения параметров, закладываемых в раз-
рабатываемую теорию (пп. 3.2 и 3.3).

Разработанные нами программы расчета , ,
 на основе полуэмпирических рядов (1), по-

строенных Рамбо и Вильямсом [6], существенно
упростили процедуру сравнения собственных ре-
зультатов, с фактически наблюдаемыми данны-
ми, т.к. ряды [6] – это аналитическое представле-
ние наблюдений ФЛЛ, полученных на основе
анализа измерений лазерной локации (п. 3.1).

Проверив корректность алгоритмов извлече-
ния данных из теории DE421, мы приступили к
улучшению модели вращения Луны в разрабаты-
ваемой нами теории.

Во-первых, перевод наших расчетов на эфеме-
риду DE421 позволил автоматически учесть кос-
венные возмущения от планет Солнечной систе-
мы, эффект влияния которых заложен в расчетах
движения лунного центра масс.

Во-вторых, мы включили в уравнение второй
гармоники селенопотенциала потенциал взаимо-
действия Луны с Венерой и Юпитером (раздел 4)
и оценили вклад этого эффекта на параметры
вращения Луны (рис. 4): он не превосходит не-
скольких миллисекунд дуги, что хорошо согласу-
ется с аналогичными данными работы [20].

В-третьих, мы сделали приближенный учет
приливной деформации лунного тела, включив в
тензор инерции и коэффициенты Стокса 2-го по-
рядка постоянные добавки, определенные в [8] на
основе анализа лазерных наблюдений. Включе-
ние этого эффекта при сравнении с данными
DE421 уменьшило амплитуду остаточных разно-
стей в широте на один порядок. При этом мы по-
казали, что основную роль в этом улучшении ре-
зультатов играет включение приливных деформа-
ции в коэффициенты Стокса, влияние добавок к
моментам инерции практически не сказалось на
решении.

И, наконец, в селенопотенциал включена
4-я гармоника, благодаря которой удалось изба-
виться в либрации по долготе от имеющейся в

μ ν π

τ ρ σI

μ nu π

τ ρ
σI

предыдущей модели [1] систематической разни-
цы при сравнении с DE421. Вместе с тем 4-я гар-
моника вносит небольшой, по сравнению с 3-й
гармоникой, вклад в постоянный сдвиг “носика
Луны” относительно среднего направления на
Землю (раздел 6).

В итоге все перечисленные эффекты позволи-
ли нам построить улучшенную модель ФЛЛ по
сравнению с предыдущим вариантом [1]. Наша
улучшенная теория отличается от DE421 следую-
щим образом: вариации остаточных разностей в
угле либрации по долготе  от –1.1  до 0.75 , в уг-
ле  от –2.3  до 1.8  и в угле либрации  от –1.5
до 2.7 .

Конечно, амплитуда остаточных разностей
еще достаточно велика, чтобы говорить о дости-
жении необходимой точности нашей теории. По-
этому мы не собираемся останавливаться на до-
стигнутом и разрабатываем методы и математи-
ческий аппарат для включения таких эффектов,
как влияние фигуры Земли на селенопотенциал,
более точный, а не приближенный учет прилив-
ных явлений, а также включение в структуру лун-
ного тела жидкого ядра в простейшей модели Пу-
анкаре.
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