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В работе исследуется возможность электромагнитного отклика от слияния двух черных дыр, окру-
женных общим аккреционным диском. При слиянии черных дыр масса конечного объекта умень-
шается за счет излучения гравитационных волн и, как следствие, диск испытывает возмущения,
проявляющиеся в том числе и в формировании ударных волн достаточно высокой интенсивности.
На основе результатов численного моделирования мы выполнили анализ автомодельного решения,
описывающего эволюцию возмущенного аккреционного диска с учетом эффекта вертикального
расширения, приводящего к адиабатическому охлаждению вещества, нагретого ударными волна-
ми. Разработанная методика позволяет корректно оценить нагрев вещества ударными волнами, и,
соответственно, определить параметры возникающего электромагнитного излучения от диска,
включая кривую блеска, спектр излучения, а также продолжительность вспышки.
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1. ВВЕДЕНИЕ
С 2015 г., когда были экспериментально обна-

ружены гравитационные волны [1], начинается
новая страница в астрономии. Возможность ис-
пользовать “мультиканальный” (multi-messenger)
подход позволяет достичь более глубокого пони-
мания природы астрофизических объектов. Со-
гласно теоретическим представлениям [2, 3],
наибольшей интенсивностью гравитационно-
волнового излучения обладают двойные черные
дыры [4], а наибольшую вероятность обнаруже-
ния имеют двойные черные дыры звездных масс
[5, 6]. И действительно, начиная с 2015 г. на детек-
торах LIGO и Virgo было обнаружено несколько
гравитационно-волновых событий, сопровожда-
ющих слияние пар черных дыр [1, 7–11]. Возни-
кает вопрос: а как нам добиться реализации
“мультиканального” подхода для этих событий,
или, другими словами, возникает ли электромаг-
нитный отклик при слиянии черных дыр и можно
ли его наблюдать?

В исследованиях черных дыр часто делается
предположение о том, что эти объекты окружены
аккреционными дисками. Сценарии формирова-
ния диска вокруг двойной сверхмассивной чер-
ной дыры, а также вокруг двойной черной дыры
звездной массы указывались нами в работах [12,
13]. Рассмотрим задачу про возмущение аккреци-

онного диска или оболочки вокруг сливающихся
черных дыр. Согласно ОТО потеря энергии двой-
ной черной дыры при излучении гравитационных
волн приводит к формированию конечного объ-
екта с массой на несколько процентов меньше
исходной [3]. Кроме того, потеря импульса из-за
отклонения от симметрии может привести к то-
му, что объект получает импульс отдачи (kick) [14]
и в результате этого он приобретает скорость до
1000 км/с [15]. Вещество, окружающее сливаю-
щиеся черные дыры, испытывает возмущение
[16], которое может привести к увеличению све-
тимости и квазипериодическим вспышкам. Эф-
фект отдачи черной дыры и последующее за этим
гравитационное возмущение могут возбуждать в
аккреционном диске ударные волны [17], а сами
возмущения метрики вызывают в диске механи-
ческие напряжения, которые могут диссипиро-
вать на вязкой шкале времени [18] или превра-
щаться в ударные волны [19]. Нагрев вещества
диска ударными волнами должен приводить к
резкому увеличению яркости диска, что можно
расценивать как электромагнитный отклик си-
стемы на эффект слияния двойной черной дыры.

Для случая слияния сверхмассивных черных
дыр в ядрах галактик с полной массой  по-
теря массы в 5% приводит к росту светимости ак-
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креционного диска до  эрг/с [20]. Эффект им-
пульса отдачи может приводить к такому же росту
светимости, однако его величина существенным
образом зависит от плохо определенных парамет-
ров сливающейся двойной черной дыры [21, 22].
Отклик примерно такой же величины можно
ожидать и для черных дыр звездных масс. В рабо-
те [23] было показано, что рост светимости аккре-
ционного диска может достигать  эрг/с,
при этом максимум энергии излучения будет рас-
положен в рентгеновской части спектра даже для
случая волн плотности вместо ударных. В наших
работах [12, 24] для моделей, параметры которых
соответствовали событию GW170814 [10], были
рассчитаны болометрические кривые блеска,
спектры электромагнитного излучения и получе-
ны оценки длительности вспышки. Как оказа-
лось, основная часть энергии электромагнитного
излучения высвечивается в рентгеновском и гам-
ма-диапазонах, и такого рода вспышки могут
быть зарегистрированы инструментами, суще-
ствующими в настоящее время.

Анализ результатов численных расчетов, про-
веденных в работах [12, 24], позволил заключить,
что при определенном характере распределения
плотности и температуры в исходном невоз-
мущенном аккреционном диске режим распро-
странения ударных волн в возмущенном диске с
течением времени становится автомодельным.
В частности, расстояние, пройденное фронтом
ударной волны за время , описывается степен-
ным законом , а ее скорость затухает со време-
нем как . В работе [13] мы получили полное
автомодельное решение этой задачи с использо-
ванием необходимой информации об ударных
волнах, взятой из численных расчетов. Из авто-
модельного решения можно получить алгебраи-
ческие интегралы углового момента и адиаба-
тичности, а также найти асимптотические соот-
ношения для автомодельных функций. Такая
аналитическая модель на основе автомодельно-
го решения позволяет приближенно оценивать
величину электромагнитного отклика гравита-
ционно-волнового события без проведения тру-
доемких численных расчетов. В данной работе мы
уточнили разработанную ранее модель путем уче-
та вертикального расширения диска, приводя-
щие к адиабатическому охлаждению вещества за
ударными волнами. Использованная методика
позволяет приблизить модель к реальной физиче-
ской картине и получить достоверные оценки
электромагнитного отклика от сливающихся чер-
ных дыр звездных масс.

Статья организована следующим образом.
В разделе 2 описаны постановка задачи и основ-
ные уравнения. В разделе 3 представлены автомо-
дельные уравнения и проведен их анализ. В раз-
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деле 4 описаны результаты расчетов. В разделе 5
обсуждаются характеристики электромагнитного
отклика. В разделе 6 содержатся основные выво-
ды работы. В Приложении приведены некоторые
детали численного метода и аналитического ре-
шения задачи.

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

С помощью гравитационно-волновых детек-
торов LIGO и Virgo были проведены две завер-
шенные серии наблюдений O1 (с 12 сентября 2015 г.
по 19 января 2016 г.) и O2 (с 30 ноября 2016 г. по
26 августа 2017 г.). Третья серия наблюдений O3
началась 1 апреля 2019 г. и должна была завер-
шиться 30 апреля 2020 г. Однако в конце марта
2020 г. наблюдения были прекращены из-за пан-
демии коронавируса. В завершенных сериях на-
блюдений O1 и O2 было обнаружено 10 событий
слияния двойных черных дыр [11], из которых
только 5 не имеют артефактов. Эти события пред-
ставлены в табл. 1 вместе с оценками масс компо-
нентов, доли теряемой массы и расстояния до со-
ответствующего объекта. Как видно из таблицы,
все эти объекты соответствуют черным дырам
звездной массы. При этом доля теряемой массы
при слиянии черных дыр составляет величину по-
рядка 2–6%. В качестве исследуемого объекта в
данной работе будем рассматривать событие
GW170814, соответствующее слиянию двойной
черной дыры с массами компонентов 30.5 и
25.3 . Для определенности будем считать, что
потеря массы в этом событии составляла 5%.

При исследовании черных дыр часто предпо-
лагается, что они окружены аккреционными дис-
ками. Внутренний радиус аккреционного диска
вокруг одиночной черной дыры равен , где

 – гравитацонный радиус,  – гра-
витационная постоянная,  – скорость света.
Внутри этой зоны устойчивых круговых орбит не
существует [3]. Предположим, что двойная чер-
ная дыра также окружена общим аккреционным
диском. Конечная стадия слияния черных дыр
происходит очень быстро, за доли секунды. Про-
цесс стремительного слияния черных дыр начи-
нается, когда расстояние между ними составляет

, где  и  – гравитаци-
онные радиусы компонентов,  – гравитацион-
ный радиус, вычисленный по их суммарной мас-
се  (гравитационный радиус аккре-
тора) [25–28]. Внутренний радиус аккреционного
диска вокруг двойной черной дыры примерно в
два раза превышает расстояние между центрами
черных дыр. Такой вывод следует из оценок
устойчивости орбит относительно приливных
сил [12, 13] и хорошо согласуется с результатами
численного моделирования двойных систем с
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круговыми орбитами компонентов, отношение
масс которых близко к единице [29–32].

До момента слияния сближение черных дыр
происходит медленно и поэтому, благодаря дей-
ствию вязких сил, аккреционный диск успевает
подстроиться к изменяющемуся межкомпонент-
ному расстоянию. Следовательно, можно счи-
тать, что непосредственно перед слиянием чер-
ных дыр внутренний радиус диска  примерно в
6 раз превосходит гравитационный радиус аккре-
тора . Это позволяет при описании свойств та-
кого аккреционного диска пренебрегать реляти-
вистскими эффектами и использовать теорию
Шакуры и Сюняева [33]. В этой модели скорость
аккреции  определяется темпом диссипации
углового момента, возникающего вследствие тур-
булентной вязкости. Интенсивность турбулент-
ности описывается безразмерным параметром ,
значение которого не превышает единицы. Кри-
тический темп аккреции определяется величиной
эддингтоновской светимости

(1)

где  – безразмерная масса центрально-
го объекта. Параметр  определяет эффектив-
ность аккреции и в случае одиночной невращаю-
щейся черной дыры равен примерно 0.06–0.08
[34]. Учет вращения повышает эффективность
стационарной аккреции до 0.32 [35, 36]. В сцена-
рии эпизодической аккреции эффективность мо-
жет достигать 0.43 [37]. Однако в нашей модели
конкретное значение этого параметра не является
критичным, поскольку определяющую роль иг-
рает величина безразмерного темпа аккреции

.
В модели [33] в аккреционном диске выделя-

ются три характерные зоны (A, B и C), в которых
распределение гидродинамических величин
определяется относительным вкладом газового
давления и давления излучения, а также механиз-
мом непрозрачности. В зоне A преобладает давле-
ние излучения, а в зонах B и C им можно прене-
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бречь по сравнению с газовым давлением. В зонах
A и B непрозрачность определяется томсонов-
ским рассеянием, а в зоне C непрозрачность
обеспечивается свободно-свободными перехода-
ми. Вертикальная структура диска в этих зонах
различается довольно сильно, но радиальные за-
висимости плотности и температуры оказывают-
ся близкими к степенным с почти одинаковыми
показателями степени.

В данной работе мы будем рассматривать толь-
ко зону B [13]. Поэтому для описания профилей
плотности и температуры в невозмущенном ак-
креционном диске можно использовать следую-
щие выражения:

(2)

(3)

где параметр  определяет эффективность пере-
носа углового момента в диске (параметр Шаку-
ры–Сюняева).

Поэтому в нашей модели для задания началь-
ных условий мы используем следующие степен-
ные распределения плотности и температуры в
невозмущенном диске:

(4)

(5)

где  и  – соответствующие значения в точке
. Как следует из выражений (2) и (3), для зо-

ны B показатели , . Начальные
профили остальных величин будут представлены
ниже. Модель Шакуры–Сюняева [33] использу-
ется только для описания невозмущенного состо-
яния аккреционного диска. Поскольку процесс
релаксации диска после слияния черных дыр и
потери массы центрального объекта происходит

/
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Таблица 1. Параметры сливающихся двойных черных дыр по данным гравитационно-волновых наблюдений

Примечание. В столбцах указаны (слева направо): название объекта, массы компонентов, относительное изменение массы,
расстояние до объекта, ссылка.

Объект , % , Мпс Ссылка

GW150914 3.3–5.2 [1]
GW151226 2.9–5.4 [7]
GW170104 2.3–5.7 [8]
GW170608 2.8–5.1 [9]
GW170814 4.0–5.8  [10]
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относительно быстро, то дальнейшую эволюцию
диска можно моделировать в приближении без-
диссипативной (без учета вязкости) гравитацион-
ной газовой динамики [12, 24].

Уравнения гравитационной газовой динами-
ки, описывающие эволюцию геометрически тон-
кого аккреционного диска после слияния черных
дыр, в осесимметричном случае в цилиндриче-
ских координатах ( , , ) можно записать в сле-
дующем виде:

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

Здесь  – плотность,  – радиальная скорость,
– вертикальная скорость,  – азимутальная

скорость,  – давление,  – удельная внутренняя
энергия,  – полная масса двойной черной дыры
до слияния,  – доля массы черных дыр, излучен-
ная в виде гравитационных волн.

В случае геометрически тонких дисков мы мо-
жем пренебречь подробным описанием верти-
кальной структуры для исследования эффектов
ударного нагрева и адиабатического расширения.
Вместо этого можно использовать простое при-
ближение, когда вертикальная скорость  в лю-
бой момент времени остается пропорциональной
высоте  (аналог закона Хаббла в космологии):

(11)
В плоскости симметрии диска вертикальный
компонент скорости . В нашей модели все
уравнения (6)–(10) мы записываем для плоскости
симметрии диска. В этом случае члены вида

 в конвективных производных исчезают во
всех уравнениях. С учетом этого замечания и при-
ближения (11) уравнения (6)–(10) (кроме уравне-
ния (8)) примут вид:

(12)
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(14)

(15)

Последнее слагаемое в уравнении энергии (15)
описывает адиабатический нагрев диска, обу-
словленный его вертикальными движениями.

Допустим, что давление в диске в произволь-
ный момент времени определяется выражением

(16)

где  – локальная полутолщина диска. Тогда из
уравнения для вертикальной скорости (8) с помо-
щью соотношения (11) можно получить уравне-
ния для коэффициента ,

(17)

Подставляя  в соотношение (11), на-
ходим

(18)
С другой стороны, мы можем написать

(19)

Поэтому локальная полутолщина диска 
удовлетворяет уравнению

(20)

Для замыкания полученной системы уравне-
ний (12)–(15), (17), (20) следует учесть уравнения
состояния, определяющие зависимости давления

 и внутренней энергии  от плотности  и тем-
пературы . Поскольку в данной работе мы рас-
сматриваем только зону B аккреционного диска,
то давление излучения мы не учитываем. Однако
следует отметить, что в сильно возмущенных об-
ластях этой зоны, где возникают ударные волны
большой интенсивности, температура может воз-
растать настолько, что эффекты давления излуче-
ния могут играть существенную роль [12]. Урав-
нения состояния можно записать в виде:

(21)

(22)

где  – газовая постоянная,  – по-
стоянная Больцмана,  – масса протона,  – по-
казатель адиабаты. Для полностью ионизованной
водородной плазмы средний молекулярный вес
следует принять равным , а показатель адиаба-
ты .
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В качестве начальных условий для плотности и
температуры используются выражения (4) и (5).
Начальные распределения для давления и внут-
ренней энергии можно получить из уравнений
состояния (21) и (22),

(23)

(24)

где квадрат скорости звука определяется как
. Кроме того, считаем, что в начальный

момент , . Начальные условия
для азимутальной скорости и полутолщины диска
можно получить из стационарных решений урав-
нений (13) и (17), соответствующих невозмущен-
ному диску, когда параметр :

(25)

(26)

Безразмерный параметр

(27)

определяет число Маха на радиусе , где  –
характерный масштаб времени.

Для численного решения описанных выше
уравнений использовалась неявная полностью
консервативная разностная схема Самарского–
Попова [38], некоторые детали которой описаны
в [39] (см. Приложение A). Следует подчеркнуть,
что в этой схеме выполняются не только разност-
ные аналоги законов сохранения массы, импуль-
са и энергии, но и дополнительные соотношения,
описывающие баланс по определенным видам
энергии. Кроме того, в нашем случае в схеме вы-
полняется разностный аналог закона сохранения
удельного углового момента. Численная модель
определяется следующими параметрами: показа-
телями  и  начальных профилей плотности и
температуры, долей теряемой массы  и числом
Маха . Отметим, что в частном случае  эта
численная модель переходит в более простую мо-
дель, рассмотренную нами в работе [24], в кото-
рой не учитываются эффекты, обусловленные
адиабатическим расширением диска.

Будем считать, что безразмерная масса 
соответствует гравитационно-волновому собы-
тию GW170814 (см. табл. 1). Выберем в качестве
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характерного радиуса , который определяет
пространственный масштаб исследуемой задачи,
внутренний радиус невозмущенного диска,

. Тогда с учетом распределения темпера-
туры в невозмущенном диске (5) из (27) находим

(28)

Если зафиксировать здесь значение параметра ,
то в пределе при  мы можем получить сколь
угодно малые значения параметра . Наоборот,
если мы зафиксируем значения параметра , то в
пределе при  можно получить сколь угодно
большие значения параметра . Например, в слу-
чае ,  получаем значение .
В случае ,  получаем значение

. Отсюда видно, что возможные значе-
ния параметра  лежат в довольно широких пре-
делах.

Поскольку мы рассматриваем только зону B
аккреционного диска, то характерный радиус 
можно определить и как внутренний радиус этой
зоны . Величину этого радиуса можно найти из
условия равенства давления излучения и газового
давления [33],

(29)

Используя это выражение, снова из (5) и (27) на-
ходим

(30)

Эта зависимость  от  и  имеет такой же каче-
ственный характер, как и рассмотренная выше
зависимость (28). Параметр  становится сколь
угодно малым в пределе при  и сколь угодно
большим в пределе при . В частности, в
случае ,  получаем значение

, а в случае ,  параметр
. Эти значения очень близки к тем, что

мы получили в предыдущем случае. На основе
полученных оценок в приведенных ниже расче-
тах мы варьировали значения безразмерного па-
раметра  в пределах от 50 до 200.

Как показывают наши расчеты [12, 13, 24], сте-
пень возмущения аккреционного диска в резуль-
тате слияния черных дыр и потери массы за счет
излучения гравитационных волн определяется
величиной параметра . Электромагнитный от-
клик от гравитационно-волнового события ока-
зывается тем выше, чем больше значение .
В связи с этим, следует заметить, что в случае
сверхмассивных черных дыр значения параметра

 могут быть намного больше по сравнению с
приведенными выше оценками для черных дыр
звездной массы. В самом деле, выберем в качестве
характерного радиуса  внутренний радиус не-
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возмущенного диска. Тогда, задавая безразмер-
ную массу, например, равной , получаем

(31)

Отсюда в случае ,  получаем значе-
ние , а в случае ,  пара-
метр . Для более массивных черных
дыр можно получить еще большие значения па-
раметра .

3. АВТОМОДЕЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ

3.1. Автомодельные уравнения

Анализ численных решений, полученных на-
ми в работе [24], позволил прийти к выводу о том,
что возникающие в возмущенном диске ударные
волны имеют автомодельный характер. В частно-
сти, расстояние, пройденное фронтом ударной
волны за время , описывается степенным зако-
ном , а ее скорость затухает со временем как

. В работе [12] мы исследовали возможность
построения соответствующего автомодельного
решения. Однако полностью получить его не уда-
лось из-за трудностей, связанных с аналитиче-
ским определением положения ударных волн.
Полное автомодельное решение было получено
нами в работе [13] на основе сравнения автомо-
дельного и численного решений.

Автомодельное решение описывает эволюцию
возмущенного диска, когда ударные волны ухо-
дят достаточно далеко от его внутренней грани-
цы. Можно считать, что эта область соответствует
зоне B аккреционного диска, причем давление
излучения уже не оказывает существенного влия-
ния на динамику вещества за фронтом ударных
волн. В работе [13] при построении автомодель-
ного решения эффекты, связанные с адиабатиче-
ским расширением диска, мы также не учитыва-
ли. Именно такая упрощенная численная модель
рассматривалась нами в работе [24]. В данной ра-
боте мы рассматриваем автомодельное решение,
учитывающее адиабатическое охлаждение диска.

Заметим, что в нашей модели начальные рас-
пределения всех величин за исключением азиму-
тальной скорости  и, соответственно, углового
момента  описываются степенными функ-
циями радиуса . Однако нетрудно видеть, что в
случае  (что близко к  в модели [33] для
зоны B) это распределение также оказывается
степенным,

(32)
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Данное выражение является вещественным при
условии . Например, в случае

 должно быть .
Будем искать решение в следующем виде [40]:

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

где функции , ,  и  определяют-
ся (для случая ) выражениями (4), (32), (24)
и (26). Автомодельные функции , , , ,  и 
зависят от автомодельной переменной , кото-
рую выберем в виде

(39)

где  – показатель автомодельности. Такой выбор
автомодельной переменной подразумевает, что
предел при  соответствует невозмущенно-
му состоянию диска. Поэтому в автомодельном
решении в пределе при  функции ,

, , , , . Параметр 
должен быть определен из условия автомодель-
ности исходных уравнений.

В автомодельных переменных уравнения (12)–
(15), (17) и (20) могут быть записаны в виде:
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При этом все размерные коэффициенты сокра-
щаются в случае .

3.2. Автомодельные ударные волны

Фронту ударной волны в автомодельном ре-
шении соответствует постоянное значение авто-
модельной переменной . Отсюда следу-
ет, что положение ударной волны

(46)

а ее скорость

(47)

На ударной волне должны выполняться усло-
вия Гюгонио, связывающие между собой величи-
ны перед разрывом (будем их помечать индексом
1) и после разрыва (будем их помечать индексом
2). Несложный анализ, проведенный нами в [13],
приводит к следующим соотношениям для авто-
модельных функций:

(48)

(49)

(50)

(51)

где для упрощения записи введены обозначения
для вспомогательных величин

(52)

Эти соотношения остаются в силе и при учете
вертикальных движений в диске. При этом авто-
модельные функции  и  остаются непрерыв-
ными на ударных волнах,

(53)

Из условий Гюгонио, в частности, следует, что
плотность потока массы  и угловой мо-
мент  остаются непрерывными при переходе че-
рез фронт ударной волны. Поскольку на ударных
волнах , то  не может равняться  ни слева,
ни справа от разрыва, . Более того, все удар-
ные волны в диске распространяются от центра к
периферии. Следовательно,  и значит долж-
но быть .
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3.3. Алгебраические интегралы
Из автомодельных уравнений (40)–(45) можно

получить два алгебраических интеграла, выража-
ющих законы сохранения углового момента и эн-
тропии. Прежде всего из уравнений (40) и (45) на-
ходим

(54)

С учетом уравнения (42) отсюда получаем

(55)

Решение этого уравнения можно записать в виде

(56)

Поскольку величины ,  и  остаются непре-
рывными на ударных волнах, то константа инте-
грирования в найденном алгебраическом инте-
грале имеет одинаковое значение во всей расчет-
ной области. Для определения ее величины
можно использовать значения автомодельных
функций , , ,  в пределе при

. Отсюда находим, что эта константа ока-
зывается равной показателю автомодельности .
Поэтому можно написать

(57)

Этот алгебраический интеграл выражает собой
закон сохранения углового момента в автомо-
дельной форме. Он позволяет выразить явно
функцию  через функции ,  и .

Для вывода второго алгебраического интегра-
ла сначала из уравнений (43) и (45) находим

(58)

С учетом уравнения (54) отсюда получаем

(59)

Решение этого уравнения можно записать в виде

(60)

Этот алгебраический интеграл в автомодельной
форме выражает собой закон сохранения энтро-
пии (интеграл адиабатичности). Однако в отли-
чие от закона сохранения углового момента закон
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сохранения энтропии выполняется только в об-
ластях гладкости решения, поскольку при пере-
ходе через фронт ударной волны, как следует из
условий Гюгонио (48)–(53), энтропия газа не со-
храняется. Следовательно, константа интегриро-
вания в (60) в каждой области гладкости будет
различной. Во внешней области гладкости (перед
первой ударной волной) константу интегрирова-
ния можно снова определить с помощью пре-
дельных при  значений автомодельных
функций. Она оказывается равной . По-
этому можно написать

(61)

Это соотношение позволяет во внешней области
возмущенного диска выразить явно функцию 
через функции ,  и .

Аналитическая модель возмущения аккреци-
онного диска в результате слияния двойной чер-
ной дыры, описанная в нашей недавней работе
[13], не учитывала эффекты адиабатического на-
грева-охлаждения, обусловленные вертикальны-
ми движениями. Данная модель этот эффект учи-
тывает. Для перехода к более простой модели [13]
следует положить . В этом частном случае из
уравнений (42) и (45) получаем соотношение

. Подставляя его в алгебраический инте-
грал углового момента (57), находим

(62)

Выражая отсюда , можно написать

(63)

С учетом этого соотношения из алгебраического
интеграла адиабатичности (во внешней области
возмущенного диска) получаем

(64)

В нашей работе [13] алгебраические интегралы
углового момента и адиабатичности были записа-
ны именно в таком виде.

3.4. Асимптотики автомодельных функций
Исследуем асимптотику автомодельных функ-

ций в пределе при . Эта асимптотика опи-
сывает рост возмущений в аккреционном диске
на малых временах. С другой стороны, она соот-
ветствует состоянию диска в произвольный мо-
мент времени на больших расстояниях  от
центрального объекта. С учетом предельных при

 значений автомодельных функций ,
, , , ,  искомое решение

можно представить в виде: , ,

λ → ∞
γ− −δ( 1) 1dk

( ) γ− −− γ− − γ−δ = σ − δ .( 1) 13 ( 1) 1 3 4 dd d kk kw h u

w
σ u h

Ψ = 0

= Λ2h

− σΛ = − δ .
δ

2(2 )dk u

Λ2

− σ= − δ .
δ

2 dkh u

γ− −− γ− − γ−δ = σ − δ .( 1) 12 ( 1) 1 2 3 dd d kk kw u

λ → ∞

@ *r r

λ → ∞ σ = 1
= 0u Λ = 1 = 1w Ψ = 0 = 1h

= 1u u σ = + σ11

, , , , где , ,
, , ,  – малые величины.
Заметим, что в уравнении движения (41) ос-

новным членом в пределе больших , который
определяет нужную асимптотику, является по-
следнее слагаемое в левой части. Отбрасывая в
этом уравнении все малые по сравнению с ним
величины, приходим к уравнению:

(65)

где штрихом обозначена производная по автомо-
дельной переменной . Отсюда находим

(66)

Аналогичным образом можно поступить с урав-
нением (44),

(67)

Решение этого уравнения дает

(68)

Уравнение непрерывности (40) в рассматривае-
мом пределе можно переписать в виде

(69)
Подставляя сюда выражения (66) и (68), находим

(70)

Уравнение для углового момента запишем в виде

(71)

Подставляя сюда выражения (66), получаем

(72)

Наконец, уравнение энергии можно переписать в
виде

(73)
Подставляя сюда выражения (66) и (68), получаем

(74)

Если подставить выражения (66) и (68) в уравне-
ние (45) для , то функции  и  сокращаются.
Это означает, что функция  имеет более высо-
кий порядок малости. Поэтому для того, чтобы
найти асимптотику этой автомодельной функ-
ции, необходимо учесть следующие члены разло-

Λ = + Λ11 = + 11w w Ψ = Ψ1 = + 11h h 1u σ1

Λ1 1w Ψ1 1h
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жения. Более детальный анализ (см. Приложе-
ние B) приводит к выражению:

(75)

Переходя к размерным величинам, находим:

(76)

(77)

(78)

(79)

(80)

(81)

Иными словами, возмущения скорости растут
линейно (пропорционально ), возмущения
плотности, углового момента и внутренней энер-
гии растут по квадратичному закону (пропорцио-
нально ), а возмущения полутолщины диска
растут пропорционально . При этом скорость
роста всех возмущений прямо пропорциональна
доле теряемой массы при слиянии черных дыр .

Асимптотика автомодельных функций в про-
тивоположном пределе при  описывает пе-
реход возмущенного аккреционного диска к но-
вому стационарному состоянию на больших вре-
менах . В силу автомодельности задачи она
также соответствует состоянию диска вблизи
центрального объекта в произвольный момент
времени. Предположим, что в пределе при 
автомодельные функции , , ,

, , . Тогда из уравнения (41)
можно получить соотношение

(82)
Уравнение (44) в том же пределе приводит к ра-
венству

(83)
Наконец, алгебраический интеграл углового мо-
мента позволяет записать выражение

(84)
Эта система трех уравнений является неполной,
поскольку содержит четыре неизвестных величи-
ны , ,  и . Недостающим четвертым урав-
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нением мог бы быть алгебраический интеграл
адиабатичности (60). Однако из-за присутствия в
решении ударных волн определить аналитически
соответствующую константу интегрирования не
удается. Поэтому из этих трех уравнений можно
три неизвестных величины выразить через остав-
шуюся четвертую неизвестную величину. Напри-
мер, в качестве такой величины можно выбрать

. Значение оставшегося параметра  можно
найти из численного решения автомодельных
уравнений, в котором определяются положения
всех ударных волн и на их фронтах осуществляет-
ся сшивка автомодельных функций с помощью
условий Гюгонио (48)–(53).

4. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

В предыдущем разделе 3 мы показали, что ав-
томодельное решение исследуемой задачи суще-
ствует. При этом мы подробно исследовали неко-
торые его свойства. Результаты численных расче-
тов полной задачи позволяют утверждать, то с
течением времени решение действительно схо-
дится к автомодельному. Сходимость численного
решения уравнений (33)–(36) к автомодельному
решению демонстрирует рис. 1. На рисунке пока-
заны численные зависимости  (слева) и 
(справа) для различных моментов времени .
Решения соответствуют значению параметра

. В результате слияния черных дыр и потери
массы аккреционный диск возмущается и в нем
формируется ударная волна слабой интенсивно-
сти, распространение которой происходит по ав-
томодельному закону  с показателем ав-
томодельности . При этом в области перед
ударной волной решение становится автомодель-
ным практически сразу. Расчеты для больших
значений  показывают, что выход на автомо-
дельный режим происходит гораздо быстрее. Та-
ким образом, наряду с численным решением
имеет смысл рассматривать и автомодельное ре-
шение.

Мы провели серию численных расчетов воз-
мущения аккреционного диска, возникающего в
результате слияния черных дыр и потери массы.
С учетом оценок, приведенных в конце раздела 2,
мы задавали значения параметра  в диапазоне

 (см. табл. 2).
В работе [13] мы рассматривали чисто одно-

мерную модель возмущенного аккреционного
диска и строили автомодельное решение с помо-
щью следующей методики. Сначала для доста-
точно большого значения автомодельной пере-
менной  вычислялись значения автомо-
дельных функций по формулам, которые
описывают асимптотику решения в пределе при

. Эти значения использовались в качестве

σ0 σ0

σ λ( ) λ( )u
/ *t t

μ = 5

λ = .1 428
δ = 2/3

μ

μ
≤ μ ≤50 200

λ = λmax

λ → ∞
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начальных условий. Далее, задавая некоторый
шаг автомодельной переменной , с помо-
щью численного метода находились значения ве-
личин для . Количество ударных волн и
положения их фронтов , где индекс  определя-
ет номер ударной волны, из самого автомодель-
ного решения простым способом найти не удает-
ся. Эту необходимую информацию об ударных
волнах мы брали из соответствующего численно-
го решения. Как только в процессе численного
интегрирования автомодельных уравнений авто-
модельная переменная  становилась равной ,
значение функций в точке  вычислялись с
помощью условий Гюгонио (48)–(53). После это-
го процедура интегрирования продолжалась
дальше до следующей ударной волны.

В данной работе мы рассматриваем модель,
соответствующую 1.5-мерному приближению, в
котором учитываются вертикальные движения
вещества в аккреционном диске. Это приводит к
значительно более сложному характеру решения.

Δλ < 0

λ < λmax

λs s

λ λ1
λ + Δλ

В результате с помощью описанной выше мето-
дики получить полное автомодельное решение не
удается. Проблема возникает вследствие того, что
в данном случае использованная нами численная
схема Рунге–Кутты 4-го порядка становится не-
устойчивой в окрестности особых точек (см.
Приложение C), которые располагаются сразу за
ударными волнами. Для корректного решения
этой проблемы необходимо использовать какой-
либо более специализированный численный ме-
тод. Поскольку у нас и так уже есть автомодель-
ное решение, полученное с помощью численного
моделирования полной задачи, то мы не стали
этого делать. Автомодельное решение, получен-
ное с помощью численного расчета полной зада-
чи, с учетом найденных асимптотик, алгебраиче-
ских интегралов углового момента и адиабатич-
ности, а также информации об ударных волнах
позволяет в полной мере оценивать величину и
спектральные характеристики электромагнитно-
го отклика от соответствующего гравитационно-
волнового события.

Полученные решения для всех моделей пред-
ставлены на рис. 2–7. Эти рисунки показывают,
что во всех моделях в возмущенном аккрецион-
ном диске формируются три ударные волны, сле-
дующие друг за другом. Автомодельные коорди-
наты  этих ударных волн указаны в табл. 2.
В модели с максимальным параметром  на
самом деле формируется еще одна четвертая
ударная волна, которой отвечает автомодельная
координата , но она имеет очень слабую
интенсивность. Область сильного возмущения,
где расположены ударные волны, сосредоточена
в сравнительно узком интервале автомодельной
переменной . С ростом значения пара-
метра  энергия возмущения перераспределяется
между ударными волнами, которые осуществля-

λs
μ = 200

λ = .3 622s

< λ <2 10
μ

Рис. 1. Сходимость численного решения, описывающего возмущение аккреционного диска в результате слияния чер-
ных дыр и потери массы, к автомодельному решению для модели с параметром . Представлены численные зави-
симости  (слева) и  (справа) для различных моментов времени .
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Таблица 2. Характеристики автомодельных решений

Примечание. Приведены:  – число Маха, , ,  (в поряд-
ке убывания) – автомодельные координаты ударных волн, 
и  – значения автомодельных функций  и  в преде-
ле при ,  – параметр, определяющий болометриче-
скую светимость возмущенного диска согласно (89).

50 2.464 1.975 1.697 0.654 1.931 5.571

100 3.779 3.028 2.585 0.403 5.069 297.066

150 4.891 3.941 3.382 0.295 9.425 3741.66

200 5.897 4.765 4.075 0.233 15.15 25304.2

μ λ1 λ2 λ3 σ0 0w μI

μ λ1 λ2 λ3
σ0

0w σ λ( ) λ( )w
λ → 0 μI
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ют разгрузку этого возмущения. Угловой момент
 (см. рис. 4), а также автомодельные функции
 (см. рис. 6) и  (см. рис. 7) остаются не-

прерывными на ударных волнах, как и следует из
полученных нами условий Гюгонио (49) и (53).
Остальные автомодельные функции на ударных
волнах испытывают скачки.

Анализ рисунков позволяет заключить, что
интенсивность первой (самой внешней) ударной
волны постепенно падает, в то время как интен-
сивности внутренних ударных волн постепенно
нарастают. Особенно это касается второй (проме-
жуточной) ударной волны. Так, в случае μ = 200
основная энергия возмущения сосредоточена во
второй ударной волне. Интересно отметить, что
перед каждой ударной волной располагаются не-
линейные предвестники, распространяющиеся
впереди них. Особенно их хорошо видно на рас-
пределении  (см. рис. 5). При этом перед са-
мой внешней ударной волной имеются сразу два
таких предвестника, а предвестник перед самой
внутренней ударной волной имеет слабую интен-
сивность.

Во внешней области перед ударными волнами
автомодельное решение является гладким и при

Λ λ( )
Ψ λ( ) λ( )h

λ( )w

больших  описывается асимптотическими вы-
ражениями, полученными в разделе 3.4. Во внут-
ренней области за ударными волнами при малых

 автомодельное решение также переходит в со-
ответствующую асимптотику при . По по-
лученным результатам расчета непосредственной
проверкой можно убедиться, что алгебраический
интеграл углового момента (57) удовлетворяется
во всей области изменения автомодельной пере-
менной. В то же время алгебраический интеграл
адиабатичности (61) строго совпадает с получен-
ным решением только во внешней области до
первой ударной волны.

В области за ударными волнами структура ак-
креционного диска становится существенно не-
стационарной. Распределение радиальной скоро-
сти  имеет колебательный характер и она мно-
го раз меняет знак (см. рис. 3). Это означает, что
одни части диска движутся наружу ( ), а дру-
гие, наоборот, внутрь ( ). Сильные вариации
испытывает и вертикальная структура диска. Ав-
томодельная функция , которая определяет
вертикальную скорость (см. уравнения (11) и
(37)), быстро изменяется во времени с явно выра-
женным колебательным характером (см. рис. 6).

λ

λ
λ → 0

λ( )u

>v 0r

<v 0r

Ψ λ( )

Рис. 2. Автомодельная функция  для моделей с параметром , равным 50, 100, 150 и 200.
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Это приводит к квазипериодическим изменени-
ям полутолщины диска  (см. рис. 7), амплиту-
да которых постепенно затухает.

После прохождения нелинейных и ударных
волн в диске формируется новое стационарное
состояние, в котором радиальная и вертикальная
скорости равны нулю. Это новое состояние ха-
рактеризуется более низкой плотностью, более
высокой температурой и увеличенной толщиной
диска. Анализ полученного решения (см. табл. 2)
позволяет заключить, что в результате вертикаль-
ного расширения диска плотность в плоскости
симметрии во всех моделях (в модели с парамет-
ром  в  раза) падает более, чем в 2 раза
по сравнению с невозмущенным состоянием.

5. ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЙ ОТКЛИК
Прохождение ударных волн по диску приво-

дит к нагреву вещества. Новое стационарное со-
стояние диска, которое начинает формироваться
в его внутренней части за ударными волнами, ха-
рактеризуется более высокой температурой. В ре-
зультате светимость аккреционного диска резко
возрастает. Это явление можно расценивать как
электромагнитный отклик объекта на эффект

λ( )h

μ = 50 1.53

слияния черных дыр и потерю массы за счет излу-
чения гравитационных волн.

Болометрическую светимость аккреционного
диска (если смотреть на него с одной стороны)
можно рассчитать с помощью выражения

(85)

где  – постоянная Стефана-Больцмана,  –
локальная (на данном радиусе ) эффективная
температура. Эффективная температура  не
равна температуре в плоскости симметрии , по-
скольку аккреционный диск в зоне B является
оптически толстым и поэтому излучение идет от
поверхностного слоя. При этом можно считать,
что излучение диска в зоне B имеет планковский
спектр. Температура вещества в этом поверхност-
ном слое определяется процессами переноса теп-
ловой энергии в вертикальном направлении от
плоскости симметрии диска к его поверхности.

В геометрически тонком аккреционном диске
для оценки эффективной температуры можно ис-
пользовать простое приближение, в котором счи-
тается, что , где коэффициент  опреде-

∞

= π σ , ,
d

2 4
SB eff( ) 2 ( )

r

L t drr T r t

σSB effT
r

effT
T

=effT fT f

Рис. 3. Автомодельная функция  для моделей с параметром , равным 50, 100, 150 и 200.
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ляется конкретным процессом переноса тепло-
вой энергии в вертикальном направлении [12, 24].
Если перенос тепловой энергии осуществляется
путем лучистой теплопроводности, то можно
принять, что коэффициент . Если же пере-
нос энергии в вертикальном направлении опре-
деляется конвекцией, то перепад температуры
можно оценить величиной .

Светимость возмущенного аккреционного
диска можно оценить с помощью построенного
автомодельного решения. Температура в плоско-
сти симметрии диска в автомодельном решении
определяется выражением

(86)

Следовательно, болометрическая светимость (85)
может быть представлена в виде

(87)

где мы положили . Интеграл по автомодель-
ной переменной  можно разбить на сумму двух

= .0 1f

= .0 5f

, = λ .*( ) ( )*
r

T r t T w
r

/

∞/

/∗

  λ λ= πσ ,  λ 


2 3

4 3 4
4 4 2

SB 3
( )

( )*( ) 2 * *
t t

t w dL t f T r
t

=d *r r
λ

интегралов по интервалам  и
. В первом интеграле функцию  с хо-

рошей точностью можно заменить ее предельным
при  значением :

(88)

Второй интеграл

(89)

не зависит от времени и может быть рассчитан на
основе полученного автомодельного решения.
Его конкретное значение определяется парамет-
ром  (см. последний столбец табл. 2). В результа-
те получаем следующее выражение

(90)

/ ≤ λ ≤2 3( / ) 1*t t
≤ λ ≤ ∞1 λ( )w

λ → 0 0w
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Рис. 4. Автомодельная функция  для моделей с параметром , равным 50, 100, 150 и 200.
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Эта функция монотонно возрастает со време-
нем и в пределе  стремится к постоянному
значению

(91)

Полученные зависимости , нормирован-
ные на предельное значение , для моделей с
различными параметрами  показаны на рис. 8.
Анализ этих кривых блеска позволяет заключить,
что светимость возмущенного диска за время по-
рядка нескольких характерных времен  (это со-
ставляет несколько секунд) достигает постоянно-
го значения . Рост светимости определяется
фактором , значения которого для различных
моделей приведены в табл. 2. С увеличением па-
раметра  интенсивность электромагнитного от-
клика существенно возрастает. Если в модели
светимость возрастает всего на порядок, то в мо-
дели  рост светимости составляет уже бо-
лее 4 порядков величины.

В дальнейшем нагретое вещество будет посте-
пенно остывать за счет радиативного охлаждения
и светимость возмущенного диска будет медлен-
но уменьшаться. В гидродинамической модели и

@ *t t

= π σ .4 4 4 2
max 0 SB * *L w f T r

( )L t
maxL

μ

∗t

maxL
4
0w

μ

μ = 200

в автомодельном решении этот эффект мы не
учитывали. Однако характерное время охлажде-
ния  нетрудно оценить [13]. Объемный коэф-
фициент охлаждения в диффузионном прибли-
жении переноса излучения может быть записан в
виде

(92)

где  – коэффициент непрозрачности, который в
зоне B определяется томсоновским рассеянием.
Поэтому характерное время охлаждения

(93)

Из полученных результатов следует, что в точке
 характерное время охлаждения  состав-

ляет несколько единиц  и в этой области охла-
ждение происходит достаточно быстро. Однако с
увеличением расстояния время охлаждения 
становится бóльшим. Например, на расстоянии

 время охлаждения в несколько сотен раз
превышает характерный временнóй масштаб за-
дачи .

coolt

σΛ = ,
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4
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4
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= *r r coolt
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Рис. 5. Автомодельная функция  для моделей с параметром , равным 50, 100, 150 и 200.
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Спектральная плотность потока излучения с
одной стороны диска в перпендикулярном на-
правлении,

(94)

определяется функцией Планка

(95)

где  – частота,  – постоянная Планка. Для рас-
чета спектра электромагнитного излучения не-
обходимо задавать параметры аккреционного
диска, а также значения величин на его внутрен-
ней границе. Поэтому мы положили  и для
определенности задали значение параметра Ша-
куры–Сюняева . Тогда температуру 
на внутренней границе диска можно вычислять
по формуле (3), где безразмерный темп аккре-
ции  выражается через параметр  из соотно-
шения (28).

Полученные спектры электромагнитного из-
лучения, соответствующие автомодельному ре-

∞

ν ν= π , ,
d

2
eff( ) 2 ( ( ))

r

F t drrB T r t

−ν

ν
 ν= − , 
 

B

1
3

2
2( ) 1

h
k ThB T e

c

ν h

=d *r r

α = .0 01 *T

�m μ

шению, представлены на рис. 9. Спектры для ра-
диативных дисков ( ) для различных моде-
лей показаны на левой панели рис. 9, а для
конвективных дисков ( ) на правой панели.
При этом жирные линии описывают спектры
возмущенных дисков, а тонкие линии соответ-
ствуют спектрам невозмущенных дисков. Значе-
ния потоков  приведены в абсолютных величи-
нах. Закрашенная вертикальная полоса указывает
оптический диапазон спектра.

Как видно из рисунка, основная энергия излу-
чения сосредоточена в диапазоне от 1 до 100 кэВ,
что соответствует мягкому и жесткому рентгену.
Кроме того, значительная доля энергии излуче-
ния приходит и в гамма-диапазоне (  кэВ).
В обоих случаях (радиативные и конвективные
диски) максимальный поток излучения в процес-
се вспышки возрастает, как правило, на два по-
рядка величины. При этом частота, на которой
достигается максимум, смещается в область вы-
соких частот. В случае конвективных дисков по-
ток излучения на два порядка величины превы-
шает поток от радиативных дисков. Кроме того,
максимальное значение потока от конвективных
дисков по сравнению с радиативными дисками

= .0 1f

= .0 5f

νF

≥100

Рис. 6. Автомодельная функция  для моделей с параметром , равным 50, 100, 150 и 200.
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Рис. 7. Автомодельная функция  для моделей с параметром , равным 50, 100, 150 и 200.
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Рис. 8. Автомодельная зависимость болометрической светимости от времени  для моделей с параметрами , рав-
ными 50, 100, 150 и 200.
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смещено в область жесткого рентгеновского из-
лучения. В видимой области спектра поток излу-
чения возрастает примерно на порядок. При этом
наибольший относительный эффект вспышки
проявляется для наибольшего значения парамет-
ра . Поэтому следует ожидать, что в случае
слияния сверхмассивных черных дыр поток излу-
чения от возмущенного аккреционного диска дол-
жен возрастать в существенно большей степени, в
том числе и в оптическом диапазоне спектра.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы рассмотрели одну возможность электро-
магнитного отклика от слияния двух черных дыр.
Сценарий основан на предположении, что двой-
ная черная дыра окружена аккреционным дис-
ком. При слиянии черных дыр масса продукта
уменьшается за счет излучения гравитационных
волн. В результате аккреционный диск получает
некоторую дополнительную энергию, достаточ-
ную, чтобы вывести его из равновесного состоя-
ния. Возмущение диска приводит к формирова-
нию в нем нелинейных и ударных волн высокой
интенсивности, распространяющихся из цен-
тральной области на периферию. Ударные волны
нагревают вещество, что приводит к резкому ро-
сту потока электромагнитного излучения от дис-
ка. В рамках такой модели оказывается возмож-
ным рассчитать кривую блеска, спектральную
плотность потока излучения, а также оценить ха-
рактерную продолжительность вспышки. Резуль-
таты расчетов показывают, что в случае объекта
GW170814 всплеск светимости от аккреционного
диска может оказаться вполне достаточным для
регистрации этого отклика современными на-
блюдательными инструментами.

μ = 200

В работе исследовано автомодельное решение,
описывающее эволюцию возмущенного аккре-
ционного диска после слияния черных дыр и по-
тери массы. При этом показатель автомодельно-
сти оказывается равным 2/3. Решение описывает
структуру возмущенного диска в области (так на-
зываемая зона B), в которой доминирует газовое
давление, а непрозрачность вещества определя-
ется процессами томсоновского рассеяния элек-
тронов. В отличие от нашей предыдущей работы
[13] в данной статье мы учли эффект, обусловлен-
ный адиабатическим охлаждением диска. Для по-
строения автомодельного решения мы использо-
вали результаты численного моделирования. Из
автомодельных уравнений получены алгебраиче-
ские интегралы углового момента и адиабатично-
сти, выражающие соответствующие законы со-
хранения. Алгебраический интеграл углового
момента удовлетворяется во всей области изме-
нения автомодельной переменной. Алгебраиче-
ский интеграл адиабатичности удовлетворяется
только в областях гладкости решения, поскольку
на ударных волнах энтропия испытывает скачок.
Мы также нашли асимптотические соотношения
для автомодельных функций, описывающие как
развитие начального возмущения, так и переход
диска к новому стационарному состоянию.

С помощью полученного автомодельного ре-
шения задачи можно приближенно оценивать ве-
личину электромагнитного отклика гравитаци-
онно-волнового события без проведения трудо-
емких численных расчетов. Анализ полученных
автомодельных решений показывает, что для па-
раметров, соответствующих событию GW170814,
рост светимости диска может составить от одного
до четырех порядков величины. В видимой обла-
сти спектра поток излучения возрастает пример-

Рис. 9. Спектры электромагнитного излучения , полученные из автомодельного решения для радиативного (слева)
и конвективного (справа) дисков. Жирные линии описывают спектры возмущенных дисков, а тонкие линии описы-
вают соответствующие спектры невозмущенных дисков. Закрашенной полосой показан оптический диапазон спек-
тра.
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но на порядок. Этого может оказаться вполне до-
статочно для регистрации этого отклика совре-
менными наблюдательными инструментами.

Следует подчеркнуть, что интенсивность
электромагнитного отклика существенно воз-
растает с увеличением числа Маха на внутрен-
ней границе диска. Мы рассматривали случай
слияния черных дыр звездной массы, для кото-
рых характерное значение этого параметра со-
ставляет порядка сотни. Для сверхмассивных
черных дыр этот параметр может быть суще-
ственно больше. Поэтому следует ожидать, что в
случае слияния сверхмассивных черных дыр по-
ток электромагнитного излучения от возмущен-
ного аккреционного диска должен возрастать в
существенно большей степени, в том числе и в
оптическом диапазоне спектра.

Приложение A

ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД

Для численного решения уравнений (12)–(15),
(17), (20) удобно переписать их в безразмерном
виде. Для этого в качестве размерных масштабов
выберем следующие величины: , ,

, , , , . В це-
лях упрощения записи при описании численной
модели безразмерные величины будем обозна-
чать теми же символами, что и соответствующие
размерные величины.

Для реализации численного метода решения
этой системы уравнений необходимо перейти к
массовой лагранжевой переменной. Однако на-
личие дополнительного члена  в уравнении
непрерывности (12) приводит к тому, что масса
столба жидкости единичной высоты не сохра-
няется:

(A1)

Поэтому использовать эту величину в качестве
массовой лагранжевой переменной нельзя. Что-
бы преодолеть эту проблему наряду с реальной
жидкостью с плотностью , которая удовлетворя-
ет уравнению (12), будем рассматривать некую
дополнительную виртуальную жидкость с плот-
ностью , удовлетворяющей уравнению

(A2)

Очевидно, что такая виртуальная жидкость опи-
сывает тот же самый диск, но в любой момент
времени находящийся в строгом вертикальном
гидростатическом равновесии.

=0 *r r =v0 *c

=0 /* *t r c ρ = ρ0 * = ρ 2
0 * *P c ε = 2

0 *c =0 *T T

ρψ

ρ ≠ .
0

0
r

d rdr
dt

ρ

ρ�

∂ρ ∂+ ρ = .
∂ ∂

v

�

�

1 ( ) 0rr
t r r

В этом случае можно ввести массовую лагран-
жеву переменную следующего вида:

(A3)

При этом оказываются справедливыми соотно-
шения:
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В лагранжевых переменных уравнение (A2) при-
мет вид:

(A5)
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Обозначим через  отношение плотностей реаль-
ной и виртуальной жидкостей,
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С учетом этого второе соотношение в (A4) можно
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(A8)

Тогда система уравнений (12)–(15), (17), (20),
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Введем в расчетной области в системе коор-
динат, связанной с массовой лагранжевой ко-
ординатой , разностную сетку, структура кото-
рой определяется распределением координат
узлов , где индекс . Шаг сетки

 выбирался таким образом, чтобы
в логарифмическом масштабе расстояния меж-
ду соседними узлами были одинаковыми,

. Будем в момент времени  ра-
диальную координату  и скорости ,  относить

к узлам сетки: , , , а термодинамические
величины , , ,  а также величины , ,  от-
носить к центрам ячеек, которые нумеруются по-
луцелыми индексами: , , , ,

, ,  [38]. Для упрощения дальней-
ших записей будем использовать следующие обо-
значения для операторов конечных разностей:

(A18)

где обозначено . При этом
всюду, где это не вызывает недоразумений, ин-
дексы у операторов можно опускать.

Выписанные выше уравнения можно аппрок-
симировать следующей разностной схемой:
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(A27)

(A28)

(A29)

(A30)

где обозначено

(A31)

(A32)

Параметр  характеризует степень неявности схе-
мы и изменяется в пределах от 0 до 1. Этим пара-
метром определяется порядок аппроксимации по
времени. В случае  схема имеет второй по-
рядок аппроксимации по , а в остальных случа-
ях первый. Величина  описывает искусственную
вязкость, необходимую для более корректного
описания решений с ударными волнами и кон-
тактными разрывами. Явный вид функции 
определяется конкретной моделью искусствен-
ной вязкости. В наших расчетах использовалась
линейная вязкость вида

(A33)

где коэффициент . Значение  за-
давалось в диапазоне от 3 до 5. Система алгебраи-
ческих уравнений (A19)–(A30) является нелиней-
ной. Для ее решения используется комбинация
метода Ньютона и метода прогонки.

Можно показать, что эта разностная схема яв-
ляется полностью консервативной [38] в том
смысле, что она обеспечивает не только баланс
полной энергии, но и отдельных ее видов (тепло-
вой, кинетической, вращательной и гравитаци-
онной). Кроме того, нетрудно показать, что в
данной схеме выполняется разностное соотно-
шение

(A34)

описывающее закон сохранения углового момента
. Это означает, что имеет место равенство
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где  – сеточная функция для удельного углового
момента. Отсюда следует, что
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Приложение B
АСИМПТОТИКА АВТОМОДЕЛЬНОГО 

РЕШЕНИЯ
Более детальный анализ асимптотического по-

ведения автомодельных функций в пределе при
 можно провести на основе их представле-

ния вида

(B1)

Здесь  обозначает одну из автомодельных
функций , , , ,  и . Свободный член  ра-
вен нулю для функций ,  и единице для осталь-
ных функций. Константы , ,  и  для каж-
дой функции подлежат определению.

Подставляя эти выражения в автомодельные
уравнения (40)–(45), раскладывая в ряд по степе-
ням малого параметра  и собирая затем члены
при одинаковых степенях этого параметра, при-
ходим к следующему. Значения констант  сов-
падают с теми, что мы нашли на основе непосред-
ственного асимптотического анализа исходных
уравнений:

(B2)

(B3)

Константы , . Значения констант 
определяются выражениями

(B4)

(B5)

(B6)

(B7)

(B8)

(B9)

Приложение C
ОСОБЫЕ ТОЧКИ

В системе автомодельных уравнений (40)–(45)
уравнения для углового момента  (42), для
функции  (44) и функции  (45) уже разрешены
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относительно соответствующих производных.
Остальные уравнения после ряда простых мани-
пуляций могут быть переписаны в виде:

(C1)

(C2)

(C3)

где

(C4)

(C5)

(C6)

(C7)

Система обыкновенных дифференциальных
уравнений (C1)–(C3) содержит особую точку
(или даже несколько особых точек) , в которой
коэффициенты  при производных обра-
щаются в нуль. Если производные в особой точке
остаются непрерывными, то правые части урав-
нений (C1)–(C3) также должны обращаться в
нуль. При этом, очевидно, что они обращаются в
нуль все одновременно, поскольку с учетом соот-
ношения , выполняются условия
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Постоянному значению автомодельной перемен-
ной  соответствуют положение особой точ-
ки в пространстве
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Поэтому условие  в исходных размерных
величинах принимает вид
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Из этого соотношения следует, что скорость осо-
бой точки  относительно частиц газа равна
местной скорости звука. Поскольку скорость
ударной волны  относительно частиц газа явля-
ется сверхзвуковой, то особая точка располагает-
ся за фронтом ударной волны. Если в решении
присутствуют несколько ударных волн, то за каж-
дой из них будет располагаться особая точка.

ФИНАНСИРОВАНИЕ

Работа выполнена при поддержке Российского
фонда фундаментальных исследований (проект 19-29-
11013).

БЛАГОДАРНОСТИ
Авторы благодарят Г.С. Бисноватого-Когана (Ин-

ститут космических исследований РАН) за полезные
обсуждения.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. B. P. Abbott, R. Abbott, T. D. Abbott, M. R. Abernathy,

et al., Astrophys. J. Letters 818, id. L22 (2016).
2. Л. Д. Ландау, Е. М. Лифшиц, Теория поля (М.: Физ-

матлит, 2012).
3. C. W. Misner, K. S. Thorne, and J. A. Wheeler, Gravita-

tion (San Francisco: W. H. Freeman, 1973).
4. J. P. A. Clark and D. M. Eardley, Astrophys. J. 215, 311

(1977).
5. A. V. Tutukov and L. R. Yungelson, Monthly Not. Roy.

Astron. Soc. 260, 675 (1993).
6. V. M. Lipunov, K. A. Postnov, and M. E. Prokhorov, As-

tron. Letters 23, 492 (1997).
7. B. P. Abbott, R. Abbott, T. D. Abbott, M. R. Abernathy, et

al., Phys. Rev. Lett. 116, id. 241103 (2016).
8. B. P. Abbott, R. Abbott, T. D. Abbott, F. Acernese, et al.,

Phys. Rev. Lett. 118, id. 221101 (2017).
9. B. P. Abbott, R. Abbott, T. D. Abbott, F. Acernese, et al.,

Astrophys. J. Letters 851, id. L35 (2017).
10. B. P. Abbott, R. Abbott, T. D. Abbott, F. Acernese, et al.,

Phys. Rev. Lett. 119, id. 141101 (2017).
11. B. P. Abbott, R. Abbott, T. D. Abbott, S. Abraham, et al.,

Phys. Rev. X 9, id. 031040 (2019).
12. Д. В. Бисикало, А. Г. Жилкин, Е. П. Курбатов, Успе-

хи физ. наук 189, 1213 (2019).
13. D. V. Bisikalo and A. G. Zhilkin, Monthly Not. Roy. As-

tron. Soc. 494, 5520 (2020).
14. A. Peres, Phys. Rev. 128, 2471 (1962).
15. J. D. Bekenstein, Astrophys. J. 183 657 (1973).

vc

D

16. N. Bode and S. Phinney, in American Physical Society,
APS April Meeting, April 14–17, 2007, Abstracts
(Washington, DC: American Physical Society, 2007),
id. S1.010.

17. M. Megevand, M. Anderson, J. Frank, E. W. Hirsch-
mann, L. Lehner, S. L. Liebling, P. M. Motl, and D. Neil-
sen, Phys. Rev. D 80, id. 024012 (2009).

18. B. Kocsis and A. Loeb, Phys. Rev. Lett. 101, id. 041101
(2008).

19. А. М. Черепащук, Успехи физ. наук 186, 1001 (2016).
20. L. R. Corrales, Z. Haiman, and A. MacFadyen, Monthly

Not. Roy. Astron. Soc. 404, 947 (2010).
21. M. J. Fitchett, Monthly Not. Roy. Astron. Soc. 203,

1049 (1983).
22. H. Pietilä, P. Heinamaki, S. Mikkola, and M. J. Val-

tonen, Celestial Mechanics and Dynamical Astronomy
62, 377 (1995).

23. S. E. de Mink and A. King, Astrophys. J. Letters 839, id.
L7 (2017).

24. Д. В. Бисикало, А. Г. Жилкин, Е. П. Курбатов, Аст-
рон. журн. 96, 3 (2019).

25. F. Pretorius, Phys. Rev. Lett. 95, id. 121101 (2005).
26. M. Campanelli, C. O. Lousto, P. Marronetti, and Y. Zlo-

chower, Phys. Rev. Lett. 96, id. 111101 (2006).
27. J. G. Baker, J. Centrella, Dae-Il Choi, M. Koppitz, and

J. van Meter, Phys. Rev. Lett. 96, id. 111102 (2006).
28. M. I. Cohen, J. D. Kaplan, and M. A. Scheel, Phys. Rev.

D 85, id. 024031 (2012).
29. P. Artymowicz and S. H. Lubow, Astrophys. J. 421, 651

(1994).
30. D. B. Bowen, V. Mewes, S. C. Noble, M. Avara, M. Cam-

panelli, and J. H. Krolik, Astrophys. J. 879, id. 76
(2019).

31. П. В. Кайгородов, Д. В. Бисикало, А. М. Фатеева,
А. Ю. Сытов, Астрон. журн. 87(12), 1170 (2010).

32. А. Ю. Сытов, П. В. Кайгородов, А. М. Фатеева,
Д. В. Бисикало, Астрон. журн. 88, 862 (2011).

33. N. I. Shakura and R. A. Sunyaev, Astron. and Astro-
phys. 24, 337 (1973).

34. V. M. Lipunov, G. Borner, and R. S. Wadhwa, Astrophys-
ics of Neutron Stars (Springer, 1992).

35. J. M. Bardeen, Nature 226, 64 (1970).
36. K. S. Thorne, Astrophys. J. 191, 507 (1974).
37. L.-X. Li and B. Paczynski, Astrophys. J. Letters 534,

L197 (2000).
38. A. A. Samarskii and I. P. Popov, Difference methods for

solving problems of gas dynamics (2nd revised and en-
larged edition) (Moscow: Nauka, 1980).

39. D. V. Bisikalo and A. G. Zhilkin, Ann. Brazilian Acad.
Sci. 93 (Suppl. 1), e20200801 (2021).

40. L. I. Sedov, Similarity and dimensional methods in me-
chanics (Moscow: Mir Publ., 1982).



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


