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1. ВВЕДЕНИЕ
В последнее время вопросы, связанные с фи-

зикой кротовых нор (КН), притягивают особое
внимание специалистов. Это внимание усили-
лось после того, как была выдвинута гипотеза,
что некоторые ядра галактик, возможно, являют-
ся не сверхмассивными черными дырами (ЧД), а
входами в кротовые норы [1, 2]. Возникла необхо-
димость проверки этой гипотезы [3]. Одним из
способов такой проверки может быть изучение
поведения лучей света в окрестности входа КН,
изучение возможности появления тени, как это
имеет место в случае ЧД. Все эти вопросы имеют
и принципиальное значение для теории кротовых
нор. В данной статье мы приступаем к изучению
этих принципиальных вопросов. Мы начнем с
простейших моделей.

В настоящей работе мы рассматриваем про-
стейшую модель кротовой норы Эллиса-Бронни-
кова-Морриса-Торна [4–7], обладающую нуле-
вой массой. Вопросы физики такой необычной
ситуации: нулевое тяготение везде и тем не менее
искривление пространства и наличие кротовой
норы (см., напр., в работах [6, 8]). В данной рабо-
те мы изучаем создаваемое входами КН искаже-
ние движения лучей света, проходящими в
окрестности ее входа. Сравниваем их с искажени-
ями в поле тяготения черной дыры Шварцшиль-
да. Далее мы строим тень, создаваемую КН в слу-
чае освещения ее простейшей моделью светового

экрана, и опять сравним результат со случаем
освещения экраном черной дыры Шварцшильда.

Результаты позволяют выявить важнейшие
особенности процесса. В дальнейшем мы обра-
тимся к более сложным и реалистическим ситуа-
циям.

Мы сравниваем процессы с КН и ЧД. Ввиду
этого мы не будем рассматривать лучи, проходя-
щие внутрь КН. Будем считать, что КН заполнена
непрозрачным веществом и лучи, пересекающие
горловину КН, поглощаются этим веществом.

Выполнение нашего проекта связано с расче-
том траекторий лучей света, т.е. нулевых геодези-
ческих в пространстве-времени КН. Соответ-
ствующие геодезические неоднократно рассчи-
тывались и обсуждались, начиная с пионерской
работы [4] (см. также [9–16]). Однако работа тре-
бует проведения большого объема численного
моделирования и для этого нам потребовались
другие формы уравнений движения и анализ их
иных свойств. Результаты необходимой работы
приведены в Приложении. Конечно, свойства
геодезических в пространстве-времени Шварц-
шильда хорошо известны [17, 18].

В этой работе мы не рассматриваем вопросы
неустойчивости КН (см. об этом [19]) и считаем
метрику КН независимой от времени.
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2. ИСКРИВЛЕНИЕ ЛУЧЕЙ СВЕТА

Рассмотрим в метрике КН,

(1)

классическую задачу рассеяния КН лучей света,
приходящих из бесконечности с прицельным па-
раметром .

Напомним, как выглядит эта задача в метрике
Шварцшильдовской ЧД (см. рис. 1). Заметим,
прежде всего, что вокруг ЧД имеется сфера с ра-
диусом , по большим кругам которой лу-
чи могут двигаться. Лучи с прицельным парамет-
ром  захватываются ЧД. Лучи с не-
сколько бóльшим прицельным параметром,
искривляясь, могут много раз обойти ЧД по тугой
спирали, близкой к окружности  прежде,
чем снова уйти на бесконечность (см. рис. 2).

Обратимся теперь к искривлению лучей света
вблизи КН Эллиса-Бронникова-Морриса-Тор-
на. На первый взгляд картина должна быть в кор-
не отличной от приведенной выше, ибо данная
кротовая нора безмассовая, т.е. , сил тяготе-
ния никаких нет. Поэтому здесь неуместно было
бы высказывание классиков “…под влиянием по-
ля тяготения световой луч искривляется”. В дан-
ном случае световой луч искривляется потому,
что искривлено трехмерное пространство. Это
искривление пространства, которое полностью

= − − ϑ + ϑ ϕ ,
−

2
2 2 2 2 2 2 2

2 2 ( sin )rds dt dr r d d
r q

b

= 3 /2gr r

= 3 3 /2crit gb r

= 3 /2gr r

= 0m

определяет искривление лучей, подробно про-
анализировано в работе [20].

На рис. 3, взятом из работы [20], приведена
кривая, вращение которой вокруг оси координат

 дает поверхность экваториального сечения КН.
В Приложении дан вывод уравнений нулевых

геодезических для метрики КН и ЧД Шварц-
шильда.

На рис. 4 изображены траектории лучей света в
окрестности КН. В данном случае также имеются
круговые орбиты световых лучей. Они располо-
жены на горловине КН при . Как показывает
расчет, лучи, приходящие с прицельным пара-
метром, меньше чем , захватываются КН
внутрь и, по нашему предположению, поглоща-
ются внутри нее. Так же, как и в случае ЧД, воз-
можны траектории, много раз оборачивающиеся
вокруг КН. Примеры приведены на рис. 5. Эти
траектории важны при построении тени КН.

Как видно из приведенных результатов, не-
смотря на отсутствие сил тяготения, картина ис-
кривленных лучей света качественно похожа на
случай ЧД, хотя численно и отличается.

3. ТЕНИ КРОТОВЫХ НОР
Тени, создаваемые черными дырами на фоне

различных светящихся образований, детально
исследуются в современной теоретической астро-
физике. Более того, эти тени были недавно от-
крыты в астрофизических наблюдениях [21–26].

z

=r q

=critb q

Рис. 1. Искривление лучей света Шварцшильдовской ЧД. Черный круг с радиусом  – черная дыра.

Штриховая окружность имеет радиус .  – критический прицельный параметр захвата луча ЧД.
Прицельные параметры указаны у каждой траектории. Траектория с прицельным параметром  входит в го-
ризонт событий вертикально.
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Все эти работы имеют важнейшее значение как
для теории, так и для экспериментального иссле-
дования Вселенной.

Для попыток обнаружения КН во Вселенной
важнейшее значение имеет построение теории
теней КН. В данной работе мы рассмотрим про-
стейшие примеры теоретического расчета струк-
туры тени КН. Мы будем рассматривать КН на
фоне далекого бесконечного экрана, равномерно
излучающего по всем направлениям. Такой экран
носит название ламбертовский источник.

Напомним, что мы рассматриваем только лу-
чи, движущиеся вне КН, считая внутренность КН
непроходимой для света. Результаты раздела 2
могут быть использованы для определения струк-
туры возникающей тени.

На рис. 6 показана схема соответствующего
расчета. Параллельный пучок нулевых геодезиче-
ских траекторий справа – это траектории, попа-
дающие к удаленному наблюдателю. Эти траекто-
рии либо исходят из экрана, либо они приходят из
бесконечности или из самой кротовой норы, и то-
гда не несут никакого света. Комбинируя эти по-
следние траектории, можно построить тень КН.
Картина на рис. 6 является отображением вспять
по времени картин на рис. 4 и 5.

На рис. 7 изображены тень КН и распределе-
ние интенсивности излучения вблизи ее грани-
цы: корона или аура. Тень является кругом с
кольцами (бесконечным количеством колец)
вблизи внутреннего края тени. На рис. 8 изобра-
жены траектории нулевых геодезических, опре-
деляющих край тени КН и первое кольцо, т.е.
траектории, поворачивающие, соответственно,
на 90° и 270°. Прицельные параметры этих траек-
торий следующие:

(2)

где , как и прежде, обозначает радиус горловины
КН. Последующие кольца соответствуют мень-
шим значениям прицельного параметра, вплоть
до .

= . , = . ,90 2701 092 1 00315b q b q

q

=critb q

Рис. 2. Искривление лучей света Шварцшильдовской ЧД. Значение прицельного параметра указано на рисунке.
Штриховая окружность имеет радиус .
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Рис. 3. Кривая, вращение которой вокруг оси  обра-
зует поверхность экваториального сечения КН. Рас-
стояния нормированы на радиус горловины КН.
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Распределение интенсивности излучения в эк-
ваториальном сечении тени КН показано на рис. 9.
При приближении к границам тени интенсив-
ность излучения в короне возрастает на несколько
порядков и в логарифмическом масштабе оказы-
вается нелинейной. К сожалению, мы не можем
сравнить интенсивность излучения внутреннего
кольца с интенсивностью короны из-за ограни-
ченной точности вычислений. Для этого нужны
другие численные методы.

Для сравнения с рис. 7 на рис. 10 приведены
тень черной дыры Шварцшильда и распределе-
ние интенсивности излучения в ее короне на фо-
не такого же яркого экрана. Как следует из рис. 10,

положение яркого кольца внутри силуэта тени
сильно различается для ЧД и КН и это может слу-
жить одним из признаков, по которым эти объек-
ты можно отличить друг от друга.

Еще одним признаком может служить распре-
деление интенсивности в экваториальном сече-
нии тени КН и ЧД. Для последней распределение
приведено на рис. 11 и его можно сравнить с
рис. 9. Возрастание интенсивности короны при
приближении к границе тени оказывается для ЧД
Шварцшильда более пологим. Этот факт также
может быть использован в наблюдениях для того,
чтобы отличить ЧД от КН.

Рис. 4. Траектории лучей света вблизи КН. Расстояния измеряются в единицах радиуса горловины кротовой норы.
Горловина кротовой норы показана штриховой линией. Для каждой траектории указано значение прицельного пара-
метра.
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4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Подчеркнем, что хотя физические свойства
метрики КН и ЧД резко отличаются друг от друга
(в метрике КН вообще отсутствует тяготение),
линзирование лучей света и создаваемая ими тень
похожи друг на друга, отличаясь в основном чис-
ленными параметрами. Эти различия, тем не ме-
нее, существенны для будущих попыток детекти-
рования КН в астрофизике.

Как было отмечено в разделе 1, в нашей даль-
нейшей работе мы рассмотрим более сложные
модели КН и экранов.

ПРИЛОЖЕНИЕ

ВЫВОД УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ ФОТОНА

Метрика КН может быть записана в виде

(3)= − − + ϑ + ϑ ϕ2 2 2 2 2 2 2 2( )( sin )ds dt dR R q d d

Рис. 6. Схема расчета образования тени КН при освещении ее удаленным экраном (изображен на рисунке слева, ко-
ордината ). Наблюдатель находится далеко справа. Расстояния измеряются в единицах радиуса горловины крото-
вой норы. Для каждой траектории указано значение прицельного параметра.
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или

(4)

где

(5)
 – размер горловины КН, а радиальная коорди-

ната  выбрана так, чтобы длина окружности рав-
нялась .

= − − ϑ + ϑ ϕ ,
−

2
2 2 2 2 2 2 2

2 2 ( sin )rds dt dr r d d
r q

= + ,2 2 2( )r R R q
q

r
π2 r

Уравнение Гамильтона-Якоби,

(6)

для метрики КН можно записать в виде

(7)

По аналогии с метрикой Шварцшильда реше-
ние ищем в виде

(8)

поскольку координаты  и  – циклические, т.е.
не входят явно в метрический тензор и уравнение
Гамильтона-Якоби. В уравнении (7) переменные
разделяются и мы получаем уравнения движения:

(9)

(10)

(11)

(12)

где константа разделения Картера  согласно [27]
записана в форме: , что отличается от ее
записи в [18]. Уравнения движения кванта полу-
чаются, если положить  в системе (9)–(12).

∂ ∂ − = ,
∂ ∂

2 0ik
i k

S Sg m
x x
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2dt Er
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Рис. 8. Критические траектории в поле КН. Радиаль-
ная координата выражена в единицах радиуса горло-
вины КН.
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Однако в этом случае уравнения движения зави-
сят не от трех констант, ,  и , а от двух кон-

стант Чандрасекара,  и .
Кроме того, уравнения (10), (11) содержат функ-
цию квадратного корня, которая неудобна для се-
рийных вычислений. Для удобства вычислений
можно заменить каждое их этих уравнений на два

E L Q

ξ = 2 2/( )Q q E η = /L qE

уравнения, повысив порядок системы [28, 29].
Окончательно система уравнений для движения
кванта в метрике КН может быть записана как:

(13)

(14)

= ,
σ 2

1dt
d r

= ,
σ 1

dr r
d

Рис. 10. Форма тени черной дыры Шварцшильда (слева) и распределение интенсивности излучения вблизи ее грани-

цы (справа). Радиальная координата выражена в единицах гравитационного радиуса .
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Рис. 11. Распределение интенсивности излучения в экваториальном сечении тени черной дыры Шварцшильда.
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БУГАЕВ и др.

(15)

(16)

(17)

(18)

Для задания начальных значений предполо-
жим, что наблюдатель находится в точке с коор-
динатами  (т.е. в плоскости  в
декартовых координатах) и направляет квант в
сторону кротовой норы в точку с координатами

 в картинной плоскости и прицельным

параметром . Геометрическое распо-
ложение этой точки пояснено на рис. 12. Тогда
константы Чандрасекара можно выразить явно
через координаты наблюдателя и прицельный па-
раметр:

(19)

Все линейные размеры в формулах (19) нормиро-
ваны на радиус горловины кротовой норы, т.е. на
рис. 12 , .

Для метрики Шварцшильда аналогичная си-
стема уравнений записывается как

(20)

(21)

= η − ξ − + η + ξ ,
σ

2 3 21 2( ) (1 )dr r r
d

θ = θ ,
σ 1

d
d

θ ξ θ= ,
σ θ

2
1

3
cos

sin
d
d

ϕ ξ= .
σ θ2sin

d
d

, θ,ϕ = , θ ,0 0( ) ( 0)r r xz

( ),y zA b b

= +2 2
y zb b b

θ + θ
ξ = , η = .

+ ++ +

2 2 2 2
0 0 0 0

2 2 22 2 2
00

sin ( cos )y z y

y zy z

r b r b b

r b br b b

≈ 2yb ≈ .1 5zb

= ,
σ −2

1
(1 2 )

dt
d r r

= ,
σ 1

dr r
d

(22)

(23)

(24)

(25)

и константы Чандрасекара

(26)

Для численного решения обыкновенных диф-
ференциальных уравнений написано множество
библиотек, которые свободно доступны в Интер-
нете. Вычисления выполнялись с относительной
точностью  и проверялись с помощью
первых интегралов систем (13)–(18) и (20)–(25)
[28, 29].
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