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Рассмотрена задача, в которой точка нулевой массы двигается под действием притяжения к цен-
тральному телу  и возмущающего ускорения , обратно пропорционального квадрату расстояния

до , так что , модуль  мал по сравнению с основным ускорением, вызванным притяже-
нием центрального тела, а компоненты вектора  – постоянны в системе отсчета с началом
в  и осями, направленными по вектору скорости, нормали к нему в плоскости оскулирующей ор-
биты и бинормали. Для этой задачи ранее нами получены уравнения движения в средних элементах
в первом приближении по малому параметру, роль которого играет отношение возмущающего
ускорения к основному. Предложено решение осредненных по средней аномалии уравнений. Си-
стема решена для круговой орбиты и в случаях, когда хотя бы один из компонентов вектора возму-
щающего ускорения равен нулю. Для круговой орбиты и при  решение представлено в виде за-
висимостей элементов орбиты от времени и содержит элементарные функции либо полные эллип-
тические интегралы. Если тангенциальный компонент возмущающего ускорения не равен нулю,
время и элементы орбиты представлены функциями эксцентриситета. В этих случаях система про-
интегрирована в квадратурах, приводящих к неэлементарным функциям, однако все они выражены
рядами по степеням эксцентриситета , сходящимися при . Таким образом, при  получе-
но решение в виде рядов.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Рассмотрим движение точки нулевой массы 

(например, астероида) под действием притяже-
ния к центральному телу  (например, к Солнцу)
и возмущающего ускорения , обратно пропор-
ционального квадрату расстояния до , т.е.

. Пусть возмущающее ускорение  малó

по сравнению с основным ускорением , вы-
званным притяжением центрального тела:

(1)

Здесь , ,  – произведение постоян-
ной тяготения на массу ,  – малый параметр.

Рассматриваемая модель может найти приме-
нение при исследовании движения небесного те-

ла с учетом эффекта Ярковского [1], так как в дан-
ном случае возмущающее ускорение обратно
пропорционально квадрату расстояния от Солн-
ца, а также является малым. Так, при  а. е. ти-
пичное значение трансверсальной составляющей
ускорения, обязанного эффекту Ярковского, для
астероидов, сближающихся с Землей, диаметром
менее 1 км есть  [2]. Таким об-

разом, согласно (1) величина , следо-
вательно, ускорение Ярковского отвечает нашему
требованию. Также этой модельной задаче может
удовлетворять движение космического аппарата
или фрагмента космического мусора под влия-
нием светового давления, если выполняется
условие (1). Разумеется, определение компонен-
тов вектора  требует знания параметров враще-
ния и теплофизических характеристик тела в пер-
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вом случае, ориентации космического аппарата
относительно Солнца, а также формы и свойств
его поверхности во втором.

2. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ

Введем координатную систему  с началом в
 и осями, направленными по вектору скорости,

главной нормали к оскулирующей орбите и би-
нормали. Предположим, что компоненты

 вектора  в системе  являются постоян-
ными и малыми величинами.

В качестве переменных выберем оскулирую-
щие элементы  – среднее движе-
ние, эксцентриситет, наклон, долготу восходя-
щего узла, аргумент перицентра, среднюю анома-
лию. Первые пять из них образуют вектор
медленных переменных , а послед-
няя – быструю переменную . Уравнения движе-
ния типа Эйлера [3] имеют форму

(2)

с малыми (порядка ) правыми частями, различа-
ясь лишь видом функций  и . В вы-
бранной системе отсчета [4]

(3)

Здесь и ниже , 

 – большая полуось, , 
,  – истинная аномалия, 

 – аргумент широты. Безразмерные посто-
янные , ,  в правых частях (3)
приняты в качестве малого параметра  соглас-
но (1).
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После близкой к тождественной замены оску-
лирующих элементов ( ) средними ( ):

в первом порядке по  система (2) примет вид [5]:

где согласно методу осреднения [5] за  следу-
ет взять средние значения функций  по быст-
рой угловой переменной:

(4)

что устранит из уравнений движения в средних
элементах зависимость от . Функции  в (3)
выражены явно через истинную аномалию . При
необходимости их легко выразить через эксцен-
трическую аномалию . Поэтому интегралы (4)
вычисляются переходом к  или :

при этом пределы интегрирования ( ) не меня-
ются. Подробнее о процедуре осреднения см. в [4].

Функции замены переменных 
периодичны по  и обладают нулевым средним,
их выражения приведены в [4], там же получены
уравнения движения в средних элементах в пер-
вом порядке малости:

(5)

Здесь мы использовали те же обозначения для
средних элементов, что и ранее для оскулирую-
щих, точкой (для  – жирной точкой) обозначили
производную по времени , а также применили
стандартные обозначения для полных эллиптиче-
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ских интегралов в нормальной тригонометриче-
ской форме [6], см. Приложение. Там же выведе-
ны степенные ряды:

(6)

Если у знака суммы не указаны индекс и грани-
цы, то осуществляется суммирование по  от 1 до

. Все используемые нами ряды по степеням экс-
центриситета имеют радиус сходимости, равный
единице. Случаи сходимости ряда при  отме-
чены звездочкой над знаком равенства.

Перейдем к решению уравнений (5). Алгоритм
их решения аналогичен построенному нами ра-
нее в [7] для задачи, в которой постоянными яв-
ляются компоненты вектора  в системе . Ис-
комыми величинами являются зависимости эле-
ментов орбиты от времени. Далее рассмотрены
различные частные случаи системы (5) и получе-
но их приближенное решение в средних элемен-
тах, позволяющее выявить вековые эффекты воз-
мущенного движения и исследовать долгосроч-
ную эволюцию орбиты объекта. В некоторых
частных случаях мы ограничились ссылками на
[8, 9], так как системы уравнений оказались по-
добными рассмотренным в этих статьях. Как и в
[7], система решена во всех случаях, когда хотя бы
один из компонентов вектора возмущающего
ускорения равен нулю. Поскольку иногда реше-
ние содержит особенности при нулевом эксцен-
триситете, отдельно исследована эволюция кру-
говой орбиты. Для круговой орбиты и в случаях

, решение представлено в виде зависи-
мостей элементов орбиты от времени и содержит
либо элементарные функции, либо полные эл-
липтические интегралы. Задача более сложна, ес-
ли тангенциальный компонент возмущающего
ускорения не равен нулю. В этих случаях совер-
шен переход к дифференцированию по эксцен-
триситету, как новой независимой переменной,
поэтому в решении время и остальные элементы
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орбиты представлены функциями эксцентриси-
тета. Кроме того, решение содержит интегралы от
специальных функций, однако все они выражены
рядами по степеням эксцентриситета , сходящи-
мися при . Таким образом, при  приве-
дены как замкнутые выражения, так и их разло-
жения в ряд. Также с помощью рядов установле-
ны важные свойства исследуемых функций.

Направление ускорения Ярковского зависит
от скорости вращения астероида, ориентации оси
его вращения относительно орбитальной плоско-
сти и теплофизических свойств поверхности [10],
а направление возмущающего ускорения, воз-
никающего в результате воздействия светового
давления на космический аппарат, зависит от ма-
териала и ориентации относительно Солнца све-
тоотражающей поверхности. Таким образом, по-
скольку в реальных задачах направление возму-
щающего ускорения может быть произвольным,
все частные решения представляют практиче-
ский интерес. К сожалению, в общем случае нам
не удалось получить полное решение, но и здесь
рассмотренные частные случаи помогут исследо-
вать поведение отдельных элементов, а нерешен-
ная часть задачи сведена к системе двух диффе-
ренциальных уравнений первого порядка, и ука-
заны методы их решения.

Значения переменных в начальную эпоху 
отмечены индексом .

3. ЭВОЛЮЦИЯ КРУГОВЫХ ОРБИТ

Пусть . Для круговой орбиты средняя
аномалия и аргумент перицентра теряют смысл.
Угловое положение определяется единственной
переменной – средней долготой .
При  с учетом

правая часть уравнения для эксцентриситета в (5)
содержит неопределенность вида , поэтому
обратимся ко второму уравнению (6), из которого
получим .

Остальные уравнения (5) значительно упро-
стятся:

(7)

Отсюда

Если , то ,
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Пусть . В первом уравнении (7) перемен-
ные разделятся:

Интегрируя, получим

так что

(8)

при

Перейдем ко второму уравнению (7):

откуда

(9)

Как и ожидалось, результаты этого параграфа
совпали с соответствующими результатами [8,
§ 2], поскольку для круговых орбит триедр
( ) идентичен триедру ( ) из [8]. По-
ведение круговых орбит подробно описано в [8],
здесь только укажем область определения

 решения (8), (9), которую найдем из об-
ращения знаменателя первого уравнения (8) в
нуль при . При   получим

, , при  : , .

Перейдем к некруговым орбитам, т.е. в даль-
нейшем положим .

4. ЭВОЛЮЦИЯ СРЕДНЕГО ДВИЖЕНИЯ 
И ЭКСЦЕНТРИСИТЕТА

Первые два уравнения (5) не зависят от осталь-
ных, поэтому рассмотрим их отдельно:
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Пусть . Разделив первое уравнение (10)
на второе, получим уравнение с разделяющимися
переменными

и проинтегрируем

Таким образом,

(11)

Здесь и ниже  является и переменной интегри-
рования, и верхним пределом интегрирования
как некоторое текущее значение эксцентрисите-
та, что не создает путаницы.

Представим (11) в виде ряда с помощью приве-
денной в Приложении формулы (А11):

(12)

где зависящая от  постоянная  определена ря-
дом (А9). Все коэффициенты  положительны.

Для определения зависимости переменных от
времени подставим (11) в уравнение (10) для :
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откуда

(14)

т.е. мы получили кинематическое уравнение (по
терминологии теоретической механики), в кото-
ром эксцентриситет является независимой пере-
менной, а время представлено функцией эксцен-
триситета. Подынтегральное выражение в круг-
лых скобках в (14) мы записали как функцию от

, чтобы подчеркнуть, что результат интегриро-
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вания будет зависеть от переменной интегриро-
вания  внешнего интеграла.

Разложим (14) в ряд. С учетом (11) и (А10)

где  по-прежнему определено формулой (А9),
коэффициенты  положительны, и с помощью
формул (А3) из раздела А.1 Приложения вместо
(13) получим

Используя биномиальный ряд, найдем

(15)

все  положительны. Ряд (15) расходится при
.

Полагая

(16)

вместо (14) получим кинематическое уравнение в
виде ряда:

(17)

где

Поскольку слева в (16) числитель и знаменатель
представлены рядами с положительными коэф-
фициентами, то , ряд (17) сходится при

.
При заданном  кинематическое уравнение (14)

или (17) позволит получить время, за которое про-
изойдет изменение эксцентриситета .
Покажем, что каждому  соответствует
единственное значение . Так как коэффициенты

 положительны, то правая часть (17) монотон-
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но возрастает в промежутке , следователь-
но, существует обратная функция. При  пра-
вая часть (17) равна . При  правая часть
(14) стремится к бесконечности согласно (А14).
Таким образом, если , , при росте  от

 до  левая часть (17) возрастает от  до
, и каждому  отвечает единственное реше-

ние . При  получим , и согласно (12)
, , т.е. при движении в прошлое тело

за конечное время упадет по спирали на . При
 получим , и согласно (12)  и
, т.е. при движении в будущее тело уйдет на

бесконечность. Поскольку метод осреднения не-
применим при больших , на практике следует
ограничиться значениями .

При  решение определено при ,
. В орбитальной эволюции прошлое и

будущее поменяются местами.

Замечание. Так как при  ряды сходятся
медленно, рекомендуем использовать кинемати-
ческое уравнение (14), вычисляя интегралы чис-
ленными методами. Для упрощения задачи мож-
но использовать комбинированное выражение

которое мы получили, подставив (А7) в (14). При
эксцентриситетах, близких к нулю, лучше ис-
пользовать решение для круговых орбит (см.
раздел 3).
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Перейдем к представлению в виде ряда. Вме-
сто (19) с помощью (А3) получим

где

Отсюда

(21)

Интеграл в правой части (20) при , 
в соответствии с (А15) стремится к , что по
модулю меньше единицы. Поэтому ряд в (21) схо-
дится при .

В выражениях (20), (21) средняя аномалия
представлена как функция эксцентриситета. За-
висимость  от времени установлена посред-
ством кинематических уравнений (14) или (17).
Поэтому область определения в данном случае
совпадет с найденной в разделе 4.

Пусть . Тогда с ростом времени до  экс-
центриситет увеличивается до 1,  возрастает до

. При 

эксцентриситет уменьшается до нуля,  убывает
до . При  прошлое и будущее поме-
няются местами.
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ПРИ , 

Если , то , n, a, e, i,
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Решение определено при всех : , .
Средняя аномалия  со временем равномерно
возрастает, а аргумент перицентра  равномерно
возрастает или убывает в зависимости от знака .
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7. ЭВОЛЮЦИЯ НЕКРУГОВЫХ ОРБИТ
ПРИ 

При  элементы , 
. Остальные уравнения (5) примут вид

(22)

Решение этих уравнений выполнено в [8, § 6].
Замечание. В статье [8] буквой  обозначено

среднее движение, а аргумент перицентра – .

8. ЭВОЛЮЦИЯ НЕКРУГОВЫХ ОРБИТ
ПРИ , 

Поведение  исследовано в разделе 4. Элемен-
ты  постоянны. Решим уравнения для  и :
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Разделив (23) на второе уравнение (10), выразим
(23) через эксцентриситет и получим уравнения с
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интегрирование которых даст
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Перейдем к рядам по степеням эксцентриситета.
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где

C помощью (А8), (25) и формул из раздела 5 полу-
чим ряды для аргумента перицентра и средней
аномалии:

(26)

где константы  и  определены формулой (А9)
и вторым выражением (21) соответственно, а

Решение определено при , которые при-
ведены в разделе 4. Со временем  и  либо рав-
номерно возрастают, либо убывают в зависимо-
сти от знаков  и , причем при   и 
стремятся к , а при  они стремятся к не-
которому конечному значению согласно асимп-
тотикам (А13), (А15), (А16). Отсюда же следует,
что ряды в (26) сходятся при .
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ных .
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ременной: 
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где

и константа интегрирования

Замена  рядом (32) в формулах (28), (29) даст
представление тригонометрических функций от
наклона и аргумента перицентра в виде рядов по
степеням эксцентриситета.

Обозначим
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ситета:
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Отсюда

где постоянная интегрирования

В статье не приведены числовые значения коэф-
фициентов , , как для других коэффици-
ентов (см. Приложение), так как они зависят от
значений компонентов возмущающего ускоре-
ния и начальных эксцентриситета, наклона и ар-
гумента перицентра.

10. ЭВОЛЮЦИЯ НЕКРУГОВЫХ ОРБИТ 
ПРИ , 

Так как , то элементы  постоянны, и
для средней аномалии получим:

Остальные уравнения системы (5) примут вид:

(36)

где постоянные  определены соотношениями

Уравнения (36) исследованы и решены в [9, § 8], в
силу громоздкости решения мы не привели его
здесь.
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ПРИ 

В случае произвольных  поведение
элементов  останется таким же, как описано в
разделе 4. Для  справедливы формулы (24), (26).

Для остальных элементов  уравнения
примут вид (36), но коэффициенты ,  уже не
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будут постоянными. После перехода в (36) к про-
изводной по эксцентриситету:

(37)

получим неавтономную систему дифференци-
альных уравнений, но уравнения (37) для  и 
не зависят от , поэтому достаточно решить
лишь их, например, численно или методом ма-
лого параметра. Далее  получится простой
квадратурой.

12. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы рассмотрели движение тела нулевой мас-
сы в центральном гравитационном поле при на-
личии малого возмущающего ускорения, обратно
пропорционального квадрату расстояния до цен-
трального тела, относительно неинерциальной
системы отсчета с осями, направленными по век-
тору скорости, нормали к нему в плоскости оску-
лирующей орбиты и бинормали.

Для различных частных случаев получено
решение осредненных по средней аномалии
уравнений движения типа Эйлера в виде зависи-
мостей элементов орбиты от времени либо вре-
мени и элементов орбиты от эксцентриситета.
При  в начальную эпоху, а также при

 решение представлено элемен-
тарными функциями. При  и

 решение содержит полные эл-
липтические интегралы. В остальных случаях,
если хотя бы один из компонентов  воз-
мущающего ускорения равен нулю, решение со-
держит интегралы от комбинаций полных эллип-
тических интегралов. В случаях, когда решение
выражено в квадратурах, оно представлено как в
виде замкнутых выражений, так и в виде разло-
жений по степеням эксцентриситета, сходящихся
при . Отмечены случаи сходимости и при

.
В общем случае задача сведена к неавтоном-

ной системе двух дифференциальных уравнений
первого порядка. Их решение можно найти мето-
дами малого параметра Ляпунова-Пуанкаре или
численного интегрирования.
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ПРИЛОЖЕНИЕ A

НЕКОТОРЫЕ ФОРМУЛЫ
ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ИНТЕГРАЛОВ
В основной части статьи встречаются величи-

ны, представляющие собой комбинации функ-
ций эксцентриситета и полных эллиптических
интегралов, а также интегралы от этих комбина-
ций. Далее приведены коэффициенты степенных
рядов для этих величин (разделы A.1, A.2). В боль-
шинстве случаев получены явные формулы об-
щего члена ряда, для некоторых указан алгоритм
его вывода. Произвольный член ряда является ра-
циональным числом и вычислен точно. В табл. 1,
2 приведены первые пять коэффициентов рядов,
встречающихся в статье, в виде рациональных и
десятичных дробей, что позволит оценить пове-
дение коэффициентов. В разделе A.3 выведена
асимптотика некоторых интегралов от комбина-
ций эллиптических интегралов.

1. Линейные комбинации 
эллиптических интегралов

По определению полных эллиптических ин-
тегралов в нормальной тригонометрической
форме [6]

где . Выпишем для них, а
также для функции  разложения в ряд по степе-
ням эксцентриситета [6, 11, 12]:

(A.1)

(A.2)
где

Как и в основной части статьи, если не указано
иное, осуществляется суммирование по  от 1 до

, радиус сходимости степенных рядов равен
единице, звездочкой над знаком равенства обо-
значены случаи сходимости ряда при .
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Таблица 1. Значения  в виде рациональных (вверху) и десятичных (внизу) дробей

m
k

m
k

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

1 10

0.5 0.125 0.0625 0.0391 0.0273 1.25 1.2656 1.2695 1.2711 1.2718

2 11

0.5 0.375 0.3125 0.2734 0.2461 0.0781 0.0576 0.0459 0.0383 0.0328

3 12

0.25 0.1406 0.0977 0.0748 0.0606 0.125 0.0781 0.0576 0.0459 0.0383

4 13

0.25 0.0469 0.0195 0.0107 0.0067 1.5 1.875 2.1875 2.4609 2.7070

5 14

0.375 0.3125 0.2734 0.2461 0.2256 1.5625 1.9902 2.3478 2.6608 2.9425

6 15

0.125 0.0469 0.0244 0.0149 0.0101 0.125 0.0313 0.0146 0.0086 0.0057

7 16

0.25 0.0156 0.0039 0.0015 0.0007 0.375 0.1094 0.0596 0.0396 0.0290

8 17

0.875 0.0781 0.0225 0.0095 0.0049 0.3125 0.25 0.2153 0.1924 0.1756

9 18 1

0.25 0.1094 0.0664 0.0463 0.0349 1.0 0.2083 0.1 0.0615 0.0427
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Таблица 2. Значения  и  в виде рациональных (вверху) и десятичных (внизу) дробей

1 2 3 4 5

0.1875 0.0762 0.0409 0.0254 0.0173

0.1875 0.0410 0.0189 0.0111 0.0073
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С помощью формул (А.1), (А.2) получим раз-
ложения комбинаций:

(A.3)

здесь

Числа ,  положительны. При 
, но при  слагаемое . По

аналогии с [7] докажем положительность  для
. Положим

(A.4)

где
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величины  являются многочленами от
 с положительными коэффициентами.

В частности, , 
, т.е. подынтегральная функция

в (А.4) представима в виде

Интегрирование даст , , 
при .

Левая часть последнего соотношения (А.3)
стремится к нулю при . Отсюда и из поло-
жительности  следует сходимость ряда в пра-
вой части при  [13].

2. Более сложные комбинации 
эллиптических интегралов

Рекуррентность для общего члена разложения

(A.5)

выведена из соотношения

вытекающего из (А3), (А5). Отсюда
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Из (A.6) следует положительность , но при
 ряд (A.5) расходится к бесконечности.

Подобным образом получим общий член раз-
ложения
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и знаменателя левой части (A.7) имеют положи-
тельные коэффициенты.

Из (A.7) получим

(A.8)

где

(A.9)

Коэффициенты  разложения

(A.10)

можно получить средствами компьютерной ал-
гебры, используя классический ряд для экспо-
ненты:

Из положительности  следует .

С учетом (А10) получим коэффициенты разло-
жения

(A.11)

где

Коэффициенты ,  и  при ,
 приведены в табл. 1, 2. В каждой строке

вверху стоит точное значение в виде рациональ-
ной дроби, внизу – приближенное значение в ви-
де десятичной дроби.
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3. Асимптотика интегралов от комбинаций 
эллиптических интегралов

Асимптотическое поведение эллиптических
интегралов при ,  известно [6, 11, 12,
14]:

Для их комбинаций получим:

(A.12)

Здесь и далее точками обозначены бесконечно-
малые более высокого по  порядка.

Используя соотношение (А.12), а также учиты-
вая, что , перейдем к переменной  и
проинтегрируем следующее выражение:
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САННИКОВА

(A.14)
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(A.15)

и с учетом (А.13)
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