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Построена новая аналитическая модель (R-тороид) для изучения вековых возмущений в небесной
механике, представляющая 3D обобщение прецессирующего кольца Гаусса. Наш подход основан
на тройном усреднении движения материальной точки и сводится к цепочке преобразований: 1D
кольцо Гаусса–2D R-кольцо–3D R-тороид. Изучаются форма, структура и гравитационный потен-
циал R-тороида. Для исследования движения тел в гравитационном поле модели, в двух формах (в
интегральной и в виде степенного ряда) получено выражение взаимной энергии R-тороида и внеш-
него кольца Гаусса. С помощью взаимной энергии выводятся две системы уравнений вековой эво-
люции оскулирующих орбит (колец Гаусса): в гравитационном поле R-тороида и в поле централь-
ной прецессирующей звезды. Найдены периоды нодальной TΩ и апсидальной Tω прецессии орбит.
Рассмотрены примеры трех горячих юпитеров с известным периодом нодальной прецессии. Для эк-
зопланеты Kepler-413b R-тороид описывает эволюцию любой орбиты с a ≥ 5.48 а.е., а для экзопла-
неты PTFO 8-8695b критическое значение большой полуоси оказалось равным всего amin ≈ 0.2 а.е.
Рассчитан профиль частот прецессии пробной орбиты в поле звезды и планеты PTFO 8-8695b. Ми-
нимальное значение периода нодальной прецессии оказалось равным TΩ ≈ (26.1 ± 3.0) × 103 лет.

DOI: 10.31857/S0004629921050042

1. ВВЕДЕНИЕ

В небесной механике для изучения вековых
эффектов активно применяются методы усредне-
ния по “быстрым” переменным. В арсенал этих
методов входит кольцо Гаусса, идею которого
предложил К.Ф. Гаусс в 1818 г. Метод колец Гаус-
са был создан для изучения вековых возмущений
первого порядка. Среди других аналитических
методов этот выделяется наглядностью и основан
на том предположении, что возмущающее дей-
ствие тела с массой  на другое тело массой
эквивалентно влиянию силового поля материаль-
ного гравитирующего кольца (кольца Гаусса), по-
лученного при специальном распределении пер-
вой массы по эллиптической орбите.

Напомним, что кольцо Гаусса получается при
“размазывании” точечной массы M по кеплеров-
скому эллипсу орбиты с плотностью, обратной
скорости движения на данном участке траекто-

рии. После усреднения получается неоднород-
ный эллипс с законом плотности

(1)

Здесь  – угол истинной аномалии, a и e – боль-
шая полуось и эксцентриситет орбиты соответ-
ственно. Элемент массы на угловом интервале 
кольца равен

(2)

Потенциал кольца Гаусса в конечном аналитиче-
ском виде недавно был найден методами, разви-
тыми в [1] и [2], см. также [3]. Возможности мето-
да колец Гаусса были расширены в работе [4] и
особенно в аналитическом подходе, основанном
на вычислении энергии взаимодействия двух ко-
лец Гаусса [1, 5, 6].

Однако для решения многих задач в астроно-
мии одного усреднения оказывается недостаточ-
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но, и тогда следует изыскивать дополнительные
возможности для усреднения по быстрым пере-
менным. Так, при отличии потенциала централь-

ного тела от закона  линия апсид возмущен-

ной орбиты будет совершать дополнительное
вращение (апсидальная прецессия эллипса). То-
гда, как показано в [7], возможно второе усредне-
ние, которое приводит к “размазыванию” массы
кольца Гаусса за счет равномерного движения его
линии апсид. В итоге получается плоское неодно-
родное 2D кольцо, названное в [8] R-кольцом.
Структура и гравитационный потенциал R-коль-
ца изучались в работах [1, 7, 8].

Кольцо Гаусса и его двумерное обобщение (R-
кольцо) вошли в арсенал современных методов
динамической астрономии. Но на практике
встречаются задачи, когда в инерциальной систе-
ме отсчета плоскость R-кольца прецессирует во-
круг некоторого направления; тогда появляется
возможность дополнительного азимутального
усреднения изучаемой орбиты спутника. В ре-
зультате этого дополнительного азимутального
усреднения получается  фигура тороидального
типа (R-тороид), изучению которой и посвящена
данная статья.

В разделе 2 даны необходимые сведения о дву-
мерном R-кольце. В разделе 3 методом тройного
усреднения получена фигура R-тороида, изуча-
ются его форма и внутренняя структура. Гравита-
ционный потенциал новой модели исследуется в
разделах 4 и 5. В разделе 6 найдена взаимная энер-
гия R-тороида и кольца Гаусса. В разделе 7.1 тре-
мя способами вычисляется отношение периодов
нодальной и апсидальной прецессий орбиты.
В разделе 7.2 результаты теории используются для
оценки параметров R-тороидов для Юпитера и
Сатурна. В разделе 7.3 рассматривается возмож-
ность применения теории для изучения вековых
эффектов в движении экзопланет. В разделе 7.4
развит метод вычисления суммарного влияния
несферичности прецессирующей центральной
звезды и возмущений от R-тороида на прецессию
внешних орбит.

2. R-КОЛЬЦО КАК ДВУМЕРНОЕ 
ОБОБЩЕНИЕ КОЛЬЦА ГАУССА

Розеточное кольцо (R-кольцо) представляет
обобщение эллиптического кольца Гаусса на дву-
мерный случай [7, 8]. Такие розеточные кольца
(рис. 1) конструируются или из многих симмет-
рично расположенных одиночных колец Гаусса,
или заполняются розеточными орбитами, пре-
цессирующими вокруг центральной массы. Про-
странственный потенциал R-кольца изучался в
работах [1, 7, 8]. Важность модели R-кольца опре-
деляется тем, что такие кольца естественным об-

μϕ =
r

3D

разом могут формироваться в планетных систе-
мах и в центральных областях плоских галактик.

В частном случае  получается полный
круговой диск. Распределение поверхностной
плотности в R-кольце дается формулой

(3)

Здесь M – масса кольца,  и  –
расстояния от активного фокуса до точек апоцен-
тра и перицентра в эллипсе соответственно, a –
большая полуось, e – эксцентриситет кольца
Гаусса. На рис. 2 показан график распределения
плотности в R-кольце. Средняя поверхностная

плотность в кольце будет равна 

Потенциал R-кольца в интегральном виде да-
ется формулой [1]

(4)

где  – полный эллиптический

интеграл первого рода, ϕ0 – потенциал в центре
розеточного кольца
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Рис. 1. Прецессия линии апсид создает розеточное
кольцо. Взяты параметры , . Показаны
внутренний  и внешний  радиусы R-кольца.
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а вспомогательные величины

(6)

Пример расчета потенциала R-кольца по форму-
ле (4) показан на рис. 2 (панель справа). Из него
видно, что потенциал кольца возрастает от центра
вплоть до его внутренней границы и на входе в
кольцо, в точке , , потенциал имеет аб-
солютный максимум; в самом кольце потенциал
почти линейно убывает вплоть до его внешней
границы ; затем, в области вне кольца 
потенциал быстро спадает.

Отметим, что расчеты потенциала по форму-
ле (4) сталкиваются с некоторыми трудностями;
дело в том, что при  модуль  и, как из-
вестно, эллиптический интеграл первого рода
K(1) логарифмически расходится. Но эти техни-
ческие трудности удалось преодолеть, и в [1] была
построена система эквипотенциальных поверх-
ностей (см. рис. 3). На этом рисунке видно, что
сепаратриса в форме лемнискаты разделяет экви-
потенциали на две разные системы кривых.

В работе [8] модель R-кольца применялась для
изучения движения газа и звезд в плоских галак-
тиках. В этой же работе с помощью R-кольца изу-
чалась также динамика звездного диска вокруг
сверхмассивной черной дыры в центре Галактики
(clockwise stellar disk).

− +γ = γ + γ = γ +( ) sin ; ( , ) ( ) .
2 2
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3. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
И ФИГУРА R-ТОРОИДА

Если плоскость R-кольца прецессирует (пре-
цессия узлов) вокруг некоторого направления, в
движении тела появляется еще одна степень сво-
боды и становится возможным следующее – тре-
тье усреднение орбиты спутника. Таким образом,
метод получения новой модели включает в себя
тройное усреднение движения материальной точ-
ки по быстрым переменным. Первое усреднение
дает 1D кольцо Гаусса, на следующем этапе дела-
ется усреднение вращающегося кольца Гаусса по
углу прецессии его линии апсид (это дает 2D
R-диск); наконец, на третьем этапе мы проводим
азимутальное усреднение прецессирующего R-
кольца, что и дает в итоге трехмерный R-тороид.

Поясним сказанное. Начнем с изучения про-
странственной формы R-тороида. Как уже гово-
рилось, модель R-тороида получается методом
усреднения движения прецессирующего R-коль-
ца по долготе; в результате получается особая

фигура тороидального типа. Для описания об-
ласти пространства, которую занимает R-тороид,
обратимся к сферическим координатам ,
где угол широты θ отсчитывается от экваториаль-
ной плоскости. Находим, что фигура тороида
описывается ограничениями (см. рис. 4, справа)

(7)

Фигура R-тороида показана на рис. 4 и 5.

3D

θ ϕ( , , )r
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Рис. 2. Распределение нормированной плотности (панель слева) и потенциала в плоскости R-кольца (панель справа,
ϕ0 дано в (5)). Вертикальными штриховыми линиями отмечены точки входа и выхода из кольца.
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Объем R-тороида, как легко убедиться, равен

(8)

Здесь e – эксцентриситет исходного кольца Гаусса.

π
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Далее находим распределение плотности ρ(x) в
R-тороиде. Для этого “размажем” прецессирую-
щее R-кольцо с плотностью (3) по объему (7), в
итоге получим

(9)

где M – масса, i – угол наклона боковых сторон
R-тороида. Для проверки легко убедиться, что

ρ θ =
π − θ − −3 2 2

( , ) ,
2 sin sin ( )( )

Mr
ar i Q r r q

Рис. 3. Линии равного потенциала розеточного кольца (жирной линией показано сечение самого R-кольца). Отноше-

ние внутреннего радиуса кольца  к внешнему  равно  Потенциал нормирован на . Двенадцать изо-

линий (от внешних к внутренним) рассчитаны для потенциала, начиная со значения  и кончая значением 
с интервалом  (по монографии [1]).
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Рис. 4. R-тороид: слева – 3D изображение, справа – меридиональное сечение R-тороида (показано синим цветом).
OT – ось симметрии. Внешняя (ABC и A’B’C’) и внутренняя (abc и a’b’c') границы справа и слева есть части кругов, ко-
торые соединяются прямыми отрезками  и . Обозначен угол  наклона плоских боковых сторон.
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распределение плотности (9) действительно дает
массу R-тороида

(10)

Зная из (8) объем и массу новой фигуры, находим
среднюю плотность , что позволит представить
закон плотности (9) в нормированном виде

π

−

ρ θ θ θ ϕ =  
2

2

0

( , ) cos .
i Q

i q

r r drd d M

ρ

(11)

Обратим внимание на то, что поверхность R-
тороида представляет собой “скорлупу” с ано-
мально высокой плотностью. Действительно, при
заданном угле θ плотность (11) при r = Q обраща-
ется в бесконечность как на внешних ABC и A'B'C'
(см. рис. 4 и 5), так (при r = q) и на внутренних
(abc и a'b'c') фронтальных участках поверхности.
“Скорлупа” появляется не только из-за особен-
ностей распределения плотности в самом R-дис-
ке (см. рис. 2, панель слева), но также из-за обра-
щения в нуль члена  в точках на
плоских сторонах самого R-тороида. На рис. 6 по-
казаны два графика плотности, демонстрирую-
щие указанные особенности в структуре R-торо-
ида. На рис. 6 видно, что в большей части объема
R-тороида плотность мало зависит от координат,
причем оказывается там меньше средней по объ-
ему плотности.

4. ПОТЕНЦИАЛ R-ТОРОИДА
В ИНТЕГРАЛЬНОМ ВИДЕ

Особенности формы и сингулярность плотно-
сти на поверхности R-тороида делают его грави-
тационный потенциал сложной функцией коор-
динат. Рассмотрим этот потенциал подробнее.

При законе плотности (9), потенциал R-торо-
ида будет представлен тройным интегралом

ρ θ +=
ρ π − θ − −

2 2

2 2 2
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r a e e i
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− θ =2 2sin sin 0i
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где ψ – угол между r и r', равный

(13)

Из-за наличия в (12) тройного интеграла и сингу-
лярности в самой подынтегральной функции рас-
четы потенциала по этой формуле требуют опре-
деленных затрат машинного времени; подобные
технические трудности существуют и в частных
случаях (14) и (17). Однако это не помешало рас-
считать необходимые графики.

На оси симметрии R-тороида, где  и

, потенциал (12) будет представлен
однократным интегралом

ψ = ϕ θ ϕ θ θ ×
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где  – полный эллиптический интеграл пер-
вого рода

(15)

Графики потенциала на оси симметрии у R-торо-
идов с разными углами наклона  плоских сторон

показаны на рис. 7. Отметим, что для углов 

потенциал при малых  ведет себя немонотонно
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Рис. 5. Трехмерное изображение структуры R-торои-
да.
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и есть области, где сила притяжения направлена
от центра фигуры.

В центре симметрии R-тороида, где r = 0, по-
тенциал равен

(16)

Кроме того, из формулы (12) следует, что по-
тенциал R-тороида в экваториальной плоскости
дается двойным интегралом

(17)

где

(18)

Результаты расчетов по формуле (17) в экватори-
альной плоскости R-тороида для разных углов 
показаны на рис. 8.

Из рис. 7 и 8 следует, что при малых углах на-
клона сторон  потенциал (17) вблизи центра фи-
гуры ведет себя немонотонно: сила притяжения в
экваториальной плоскости монотонно возрастает
от центра к внутренней границе фигуры (однако

−
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на оси симметрии потенциал будет всюду убы-
вать). Вместе с тем для R-тороидов с большими
углами наклона  потенциал на оси симметрии в
указанной области изменяется немонотонно, но
в плоскости симметрии фигуры монотонно убы-
вает. В связи с этим напомним, что как раз на эф-
фекте возрастания потенциала от центра к ниж-

,i

Рис. 7. Зависимость нормированного потенциала R-
тороида на оси симметрии от  Расчеты по форму-
ле (14) для параметров эллипса ,  и разных
углов наклона сторон 
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Рис. 6. Нормированная плотность R-тороида (слева – в экваториальной плоскости, справа – при заданном r = 0.5Q).
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ней границе кольца основывалась та модель, с
помощью которой в [8] объяснялся эффект суще-
ствования резких локальных минимумов на кри-
вых вращения у многих плоских галактик.

Заметим, что в предельном случае  R-то-

роид превращается в толстый сферический слой.
На рис. 9 показаны сечения эквипотенциаль-

ных поверхностей R-тороида. Эти сечения отли-
чаются от окружностей и немного вытянуты
вдоль оси симметрии фигуры 

5. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПОТЕНЦИАЛА
R-ТОРОИДА В ДРУГОЙ ФОРМЕ

Преобразуем формулу (12) для потенциала
R-тороида, положив в ней

(19)

Тем самым вместо (r', θ') вводятся новые пере-
менные (x, u)  Тогда

(20)

и интеграл (12) примет вид

(21)

где

(22)

а

(23)

Внешний потенциал R-тороида (21) можно
представить и в виде ряда. После некоторых пре-
образований (см. Приложение) получим

(24)
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Рис. 8. Зависимость нормированного потенциала R-тороида в его экваториальной плоскости от  Расчет выполнен
для параметров эллипса ,  и углов наклона  (последовательность графиков сверху вниз). Верх-
ний график представляет потенциал в плоскости R-кольца. Вертикальными штриховыми линиями отмечены точки
входа и выхода из фигуры.
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где введены коэффициенты с целочисленным не-
отрицательным индексом

(25)

Так как на внешней поверхности R-тороида
(где r = Q) плотность (9) имеет сингулярность

, то при приближении пробной точ-
ки к веществу R-тороида ряд (24) будет сходиться
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все медленнее, и внутри вещества этот ряд вооб-
ще неприменим.

Формулу (24) можно представить в более на-
глядном виде, если рассматривать ее как ряд для
потенциала R-тороида по степеням малых  и .
Тогда, с точностью до второй степени  и ,
этот ряд примет вид

(26)
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e sin i

Φ = ϕ + ϕ
π + +

ϕ = =
+ +

0 22 2

0 2 2

2( , ) ( );
( )

( ); 2 ;
( )

GMR z
R a z

RaK k k
R a z

(27) + + − + + − + −−ϕ = ×+ + − + − +

2 2 2 2 22 2

2 2 2 2 2 2 2
( )(( ) ( 2 ))(( ) ( 2 ))sin

8(( ) )(( ) ) ( )
R a z R a z z a R a z z ae i

R a z R a z R a z


× − − + + 



2 2 2 2 2( ) (( ) (2 )) ( ) .E k R a z R z K k

Обратим внимание на присутствие в числителе ϕ2

выражения  так как члены этой комби-
нации имеют разные знаки, эксцентриситет
кольца и его наклон во втором приближении мо-
гут взаимно компенсировать вклад друг друга в
потенциал.

−2 2sin ;e i

В частном случае i = 0, когда R-тороид превра-
щается в плоское широкое R-кольцо, усеченный
потенциал (26) в точках главной плоскости (при
z = 0) примет вид

(28)

Здесь R – расстояние от центра R-кольца до
пробной точки, a – внешний радиус R-кольца
(большая полуось исходного кольца Гаусса), e –
эксцентриситет исходного кольца Гаусса. Отме-
тим, что полный потенциал R-кольца в главной
плоскости ранее был получен в [8].

Кроме того, потенциал R-тороида можно
представить в виде ряда по малым величинам об-

ратных расстояний . Для этого заметим, что

подынтегральный множитель в (12) есть произво-
дящая функция для полиномов Лежандра
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Рис. 9. Меридиональное сечение R-тороида (крас-
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подставляя тогда (29) в интегральное выражение
(12), в итоге получим требуемый ряд

(30)

В частности, с точностью до 4-й степени по 

включительно ряд (30) имеет вид

(31)

где полиномы Лежандра 2-й и 4-й степеней в яв-
ном виде

(32)

6. ВЗАИМНАЯ ЭНЕРГИЯ
“R-ТОРОИД–КОЛЬЦО ГАУССА”. 

УРАВНЕНИЯ ЭВОЛЮЦИИ КОЛЬЦА

Для вывода уравнений вековой эволюции
внешней орбиты в гравитационном поле R-торо-
ида необходимо знать взаимную (потенциаль-
ную) энергию R-тороида и кольца Гаусса, пред-
ставляющего орбиту. Интегрируя выражение
внешнего потенциала R-тороида (31) по внешней
оскулирующей орбите с распределением массы
(2), получим указанную взаимную энергию тел в
виде

(33)

где верхний штрих  обозначает параметры, ко-
торые относятся к кольцу Гаусса. Сделаем в (33)
замены
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Интегрируя (33) с учетом (31) и замен (34), полу-
чим взаимную энергию  R-тороида и кольца
Гаусса в виде усеченного ряда

(35)

Рассмотрим теперь эволюцию гауссова кольца
в силовом поле R-тороида. При этом исходим из
известных уравнений Лагранжа эволюции оску-
лирующего эллипса. Важной особенностью данной
задачи является то, что функция возмущения у нас
заменяется (с точностью до коэффициента пропор-
циональности, см. статью [6]) найденной выше
функцией взаимной энергии колец Гаусса (35):
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Обратим внимание: так как функция 
зависит только от трех параметров кольца Гаусса,
сами уравнения Лагранжа заметно упрощаются и
принимают вид
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Отметим, что в (37) есть только четыре уравне-
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уравнения эволюции кольца Гаусса в силовом по-
ле R-тороида:

(38)

(39)

(40)

(41)

где  – масса центральной звезды, M – масса
планеты (R-тороида). Уравнения (38)–(41) даны в
системе отсчета, где главной плоскостью является
плоскость Лапласа для системы звезда–планета.

Кроме того, в той ситуации, когда надо учиты-
вать также влияние центральной звезды, уравне-
ния эволюции кольца Гаусса следует записать в
потенциале этой звезды, разложенном по сфери-
ческим гармоникам:
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где  – среднеобъемный радиус центрального
тела. Подчеркнем: в (42)–(45) главная плоскость
проходит через экватор центральной звезды.
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Коэффициенты гармоник поля R-тороида при
нормировочном радиусе  равны (см. (31)):

(46)

Коэффициенты (46) понадобятся в разделе 7.4
для вычисления частот прецессии орбиты экзо-
планеты.

7. ПРИМЕРЫ ПРИМЕНЕНИЯ МОДЕЛИ
R-ТОРОИДА

7.1. Отношение периодов нодальной
и апсидальной прецессии орбиты

С помощью уравнений (40) и (41) находим от-
ношение периодов прецессии для внешней орби-
ты пробной планеты (оскулирующего кольца
Гаусса)

(47)

Из (47) следует, что модуль отношения периодов
нодальной и апсидальной прецессий кольца Гаус-
са, находящегося в гравитационном поле R-торои-
да, оказывается чуть меньше 2:

(48)

Для сравнения заметим, что если экзопланета
находится на орбите, близкой к центральной
звезде и влиянием других тел можно пренебречь,
отношение периодов прецессии орбиты можно
оценить по формуле (см. [9])

(49)

В частности, при  уравнение (49) дает
. Этот результат подтвержден при моде-

лировании экзопланеты KOI 120.01 [10].

Полезными являются также выражения для
отношений периодов прецессии  для двух
колец, полученные в рамках известной двупла-
нетной задачи. В этом случае возмущение движе-
ния происходит от взаимодействия орбит, пред-
ставленных кольцами Гаусса. Тогда, согласно [6],
для модулей отношения периодов прецессии пер-

=R a
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= − +
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2
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2 4
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3 151 5 (cos ).
8 8

p

p

C e P i

C e e P i

( )Ω

ω

ω −
= = − ≈ − − +

Ω
�

�

2
2 6' 5cos ' 1' 32 1 ' ( ' ) .

' 2 cos ' 4'

iT i O i
iT

Ω

ω

≤' 2.
'

T

T

Ω

ω

−=
25cos 1.

2 cos
T i
T i

= 0i
Ω ω = 2T T

Ω ωT T



АСТРОНОМИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 98  № 5  2021

R-ТОРОИД КАК ТРЕХМЕРНОЕ ОБОБЩЕНИЕ КОЛЬЦА ГAУССА 417

вого и второго кольца в линейном приближении

находим :

(50)

Например, для Юпитера и Сатурна наблюдения
дают [11]

(51)

Тогда первое из уравнений (50) для Юпитера дает
. Это величина действительно

близка к той, которую дают современные расчеты
, что подтверждает адекватность

применения метода в двупланетной задаче.

7.2. Планеты-гиганты Солнечной системы
Как отмечалось, модель R-тороида предназна-

чена для изучения вековой эволюции внешних
орбит, большие полуоси которых превышают не-
которое критическое (минимальное) значение

. При известном периоде узловой прецессии
орбиты возмущающего тела , значение  рас-
считывается по формуле

(52)

Здесь  – гравитационный пара-
метр системы.

Вначале рассмотрим модель R-тороида для
двух планет-гигантов Солнечной системы. Нач-
нем с Юпитера. Требуется знать два периода: пе-
риод движения планеты вокруг Солнца 

 и период прецессии узла орбиты
Юпитера . По данным [12], в линейном при-
ближении частота движения узла орбиты Юпите-
ра равна:

(53)

(время в столетиях). Следовательно, соответству-
ющий период прецессии будет примерно равен

. Угол наклона орбиты Юпите-
ра к эклиптике в настоящее время мал и равен

 но в прошлом, согласно расчетам в
рамках двупланетной задачи [9, 11], он мог дости-
гать и больших значений  Ширина R-

 κ = 
 

2

1

a
a

Ω

ω

Ω

ω

+ κ=
+ κ
+ κ=
+ κ

1 1 2

1 1 2

2 1 2

2 1 2

2 ;

2 .

T M M
T M M
T M M
T M M

= × = ×
= ×
= ×

30 13
1

29

14
2

1.9096 10 г, 7.783 10 см,  

 5.71674 10 г,

1.4294 10 см.

J

S

M a

M

a

Ω ω ≈ 1.181J JT T

Ω ω ≈ 1.219J JT T

mina
ΩT mina

Ω
 μ≈  π 

2/3

min .
2

a T

μ = +( )* pG M M

≈orbT
≈ 11.86233 лет

ΩJT

Ω ≈ 6362 03561.''.J
d
dt

Ω ≈ 20370.84 летJT

°≈ 1 3. 0327,i

°≈ 2 ..5i

кольца для Юпитера равна  Так как
характерное время создания R-тороида для Юпи-
тера равно , то на меньших мас-
штабах времени фигура R-тороида для Юпитера
не будет полной. Отсюда следует, что можно рас-
сматривать вековое влияние R-тороида Юпитера
только на те небесные тела, большие полуоси
орбит у которых удовлетворяют неравенству

 а.е. Аналогичные расчеты для Сатурна
приводятся в табл. 1.

Для Сатурна величина  а.е. оказыва-
ется даже меньше, чем для Юпитера. Следова-
тельно, модели R-тороидов для Юпитера и Са-
турна позволяют рассчитать вековые эффекты не
только на движение гипотетической Планеты 9
(с принятыми для нее параметрами 
800 а.е. [13, 14]), но также на движение седноидов
[15] и некоторых экстремальных транснептуно-
вых объектов (eTNO).

7.3. Экзопланеты

В последние годы исследование внесолнечных
планетных систем идет бурными темпами, и по-
стоянный приток новых данных ставит новые за-
дачи.

Для решения этих задач перспективным явля-
ется применение модели R-тороида к экзоплане-
там. Особый интерес вызывает класс горячих
юпитеров, имеющих тесные орбиты и большие
массы [16]. В литературе уже появились некото-
рые данные, указывающие, что некоторые из та-
ких планет, в отличие от планет Солнечной си-
стемы, могут иметь быструю узловую прецессию.
Приведем некоторые примеры.

Kepler-413b

Планета Kepler-413b согласно работе Kostov et
al. [17] относится к классу циркумбинарных экзо-
планет; она обращается с периодом  д.
вокруг тесной пары звезд классов K и M с массами

 и .
Сами звезды обращаются вокруг центра масс все-
го за  дней по почти круговым

 орбитам. Радиус и масса экзо-
планеты равны ,  По
этим характеристикам данная экзопланета близ-

≈2 0.50 а.е.ea

Ω ≈ 20370.84 летT

≥ 747a

≥min 582a

≈ −400a

≈orb 66.262 T

= ± �1 0.820 0.015 M M = ± �2 0.542 0.008M M

±10.11615 0.00001
= ±( 0.037 0.002)e

≈ 0.388 JR R ≈ 0.2110 .JM M

Таблица 1. Периоды узловой прецессии и соответ-
ствующие  для R-тороидов двух планет-гигантов

Планета , годы , а.е.

Юпитер 20370.84 747
Сатурн 14025.67 582.4

mina

ΩT mina
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ка к горячим Сатурнам. Параметры ее орбиты
равны ,  а.е., . Для орби-
ты этой планеты известен также период узловой
прецессии  [17]. Следовательно, для

данной планеты . По этим данным

можно рассчитать критическое значение боль-
шой полуоси орбиты, которое оказывается рав-
ным  а.е. Таким образом, для Kepler-
413b модель R-тороида позволяет описывать эво-
люцию орбит, расположенных на умеренных (не-
сколько астрономических единиц) расстояниях
от центральной звезды.

WASP-33b
Эта планета классифицируется как ретроград-

ный горячий юпитер [18] – одна из самых горячих
известных экзопланет. Обращается вокруг звезды
с массой  по очень тесной почти поляр-
ной орбите с полуосью  а.е. и исключи-
тельно малым периодом  д. Вместе с тем
частота движения восходящего узла довольна уме-
ренная и равна  лет–1, что соответствует
периоду нодальной прецессии  лет. Сле-
довательно, для этой экзопланеты  а.е.,
т.е. модель R-тороида позволяет описывать эво-
люцию только орбит, далеких от центральной
звезды.

7.4. Расчет суммарного эффекта влияния 
несферичности прецессирующей звезды
и возмущения от R-тороида планеты.

Пример экзопланеты PTFO 8-8695b
Рассмотрим подробнее комбинированную мо-

дель, в которой на орбиту внешней (пробной)
планеты учитывается возмущающее влияние от
R-тороида внутренней планеты и гравитацион-
ное поле центральной прецессирующей звезды.

Согласно Raetz et al. [19] и Barnes et al. [20], эк-
зопланета PTFO 8-8695b (горячий юпитер) дви-
жется по сильно наклоненной орбите вокруг цен-
тральной звезды. Параметры орбиты таковы:

 а.е. и  ч., поэтому PTFO 8-
8695b является одной из самых близко располо-
женных к своей звезде экзопланет. Критическое
значение большой полуоси орбиты  для этой
планеты (см. форм. (52)) составляет всего

 а.е. Таким образом, модель R-торо-
ида для планеты PTFO 8-8695b позволяет описы-
вать эволюцию орбит даже тех тел, которые очень
близко подходят к центральной звезде. Ирония в
том, что вторая из известных планет в этой систе-
ме PTFO 8-8695с находится столь далеко от цен-
тральной звезды ( ), что влиянием

= 0.118e ≈ 0.3553q ≈ °30i

Ω ≈ 11 летT
Ω ≈

orb

60.83T
T

≈min 5.48a

≈ �1.5M M
= 0.02a

≈orb 1.22T

°Ω ≈� 0.373
Ω ≈ 965T

≈min 112a

= 0.0084a ≈orb 10.76T

mina

≈ −min 0.2 0.7a

= 662 а.е.a

внутренней планеты на нее вполне можно прене-
бречь.

Однако в системе PTFO-8-8695 мы можем рас-
смотреть эволюцию пробной внешней орбиты в
гравитационном поле центральной звезды и R-то-
роида планеты b. В статье [20] даны два макси-
мально правдоподобных набора параметров
(табл. 2).

Далее рассмотрим только прецессию линии
узлов и линии апсид пробной планеты. Напом-
ним, что уравнения (40) и (41) записаны для слу-
чая, когда главной плоскостью является плос-
кость Лапласа для системы звезда–планета b, а
уравнения (44) и (45) – когда главная плоскость
проходит через экватор центрального тела. Чтобы
найти суммарный эффект влияния несферично-
сти звезды и возмущения от планеты b, нужно
привести уравнения к единой главной плоскости,
в качестве которой выберем плоскость Лапласа
уравнений (40) и (41).

Введем, согласно [9], дополнительное уравнение

(54)

где с помощью верхних штрихов  обозначают-
ся углы в системе с экваториальной плоскостью
звезды в качестве главной. Как показано в [9],
значение левой и правой частей уравнения (54)

ω Ω   + =   
   

  −
= −   − 

2 2

20 2 2

'' ''
cos ''

3 ' 3 cos '' 1
,

4 ' (1 ' )

c c

c

d d
i

dt dt

n iRC
a e

( )''

Таблица 2. Данные из статьи [20].  – масса звезды;

 – масса планеты b;  – радиус звезды;  – коэф-
фициент второй зональной гармоники поля звезды;

– наклон орбитального момента планеты b к сум-
марному моменту звезды и планеты b;  – наклон
спинового момента звезды к суммарному моменту
звезды и планеты b;  – угол между моментами звезды
и планеты b. Коэффициент  рассчитан нами,
в [20] аналогичный коэффициент 

 [ ]

 [ ]

 [ ]

*M

M *R 20
cC

ϕp

ϕ*

ϕ
= −20

cC Cf
=2 0.012.j

*M �M 0.34 0.44

M JM ±3.0 0.2 ±3.6 0.3

*R �R ±1.04 0.01 ±1.03 0.01

20
cC −0.0064 −0.0049

ϕ °[ ]p 51 52.9

ϕ °[ ]* 18 20.2

ϕ °[ ] ±69 3 ±73.1 0.6
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при переходе в другую главную плоскость не ме-
няется, т.е.

(55)

и, кроме того, согласно той же работе [9],

(56)

Используя (54)–(56), приводим уравнения (44) и
(45) к виду

(57)

(58)

Учитывая, что ось вращения звезды прецессирует
очень быстро (~45 д.) по сравнению с прецессией
орбиты пробной планеты (~106 лет), уравнения (57)
и (58) следует усреднить по быстрой переменной

; тогда получим

(59)

(60)

Из формул (40), (41), (49), (59) и (60) получим
уравнения для прецессии линий узлов и линии
апсид под влиянием несферичности звезды сов-
местно с влиянием планеты b

(61)
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(62)

Представим решение для угловых частот в таком
виде

(63)

Тогда периоды прецессии даются формулами

(64)
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Таблица 3. Результаты расчета прецессии орбиты проб-

ной планеты: величины ; ;

; ; ; ; вы-

числены при а' = 1 а.е., e' = 0, i' = 0; ; ;

 и  – коэффициенты 2-й и 4-й зональной гармо-
ники поля R-тороида планеты b
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где коэффициенты даны в табл. 3. Результаты
расчета по формулам (64) показаны на рис. 10.

График на рис. 10 построен от минимального
значения полуоси пробной планеты amin = 0.2 а.е.
При таком значении полуоси орбиты оценка пе-
риода прецессии долготы восходящего узла для
двух наборов входных параметров из табл. 2

 [(26.1 ± 3.0 × 103 лет; (34.3 ± 1.5) ×

× 103 лет].
Так, в гравитационном поле прецессирующей

несферичной звезды PTFO 8-8695 и R-тороида
ближайшей к ней планеты PTFO 8-8695b мини-
мальное значение периода нодальной прецессии
пробной орбиты равно  лет.

8. РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ
В этой статье построена новая модель для изу-

чения вековых возмущений в небесной механике,
названная R-тороидом. Метод построения R-то-
роида состоит из трех этапов: вначале движение
усредняется по кеплеровскому эллипсу и получа-
ется одномерное кольцо Гаусса, затем усреднение
прецессирующего кольца Гаусса по углу враще-
ния линии апсид дает 2D R-кольцо; наконец, вы-
полняя азимутальное усреднение прецессирую-
щего R-кольца, получаем трехмерный R-тороид.

Ω =
=
=

=
min

' '
' 0
' 0

a a
e
i

T

Ω ≈ ± × 3(26.1 3.0) 10T

Распределение плотности внутри R-тороида
является уникальным – его поверхность напоми-
нает скорлупу с аномально высокой плотностью.
Мы подробно изучаем гравитационный потенци-
ал новой фигуры. Этот потенциал представлен не
только в интегральной форме, но и в виде ряда
как по степеням малых  и  так и по обратным
расстояниям пробной точки. Это позволило изу-
чить зоны монотонного и немонотонного поведе-
ния потенциала и найти эквипотенциали. Мето-
дом интегрирования внешнего потенциала торо-
ида по оскулирущей орбите была получена
взаимная (потенциальная) энергия R-тороида и
кольца Гаусса. Важность нахождения  объяс-
няется тем, что именно она используется затем в
качестве возмущающей функции для вывода си-
стемы уравнений эволюции оскулирующих колец
в гравитационном поле R-тороида, а также в поле
центральной прецессирующей звезды. Были най-
дены периоды нодальной  и апсидальной 
прецессии кольца; доказано, что при малом на-
клоне отношение  равно 2. Именно такое
отношений для частот прецессий дают современ-
ные модели для экзопланет [10].

Рассмотрены примеры применения R-торои-
да. Установлено, что вековое влияние R-торои-
дов Сатурна и Юпитера распространяется на
орбиты тел с полуосями, большими  а.е.
и  а.е. соответственно. Следовательно,

e ,i
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ΩT ωT

Ω ωT T

≈min 582a
≈min 747a

Рис. 10. График зависимости периода прецессии долготы узла орбиты пробной планеты , измеряемого в го-

дах, от ее полуоси, измеряемой в a.e., в вырожденном случае  и . График представлен в логарифмической
шкале по обеим осям. Сплошной линией показан результат для первого варианта , штрихованной ли-
нией – для второго варианта . Указаны границы оценки периода в пределах 
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модель R-тороида можно применять для изуче-
ния вековой эволюции орбит тел в рассеянном
диске Солнечной системы. Кроме того, эта мо-
дель позволяет изучать влияние планет-гигантов
на движение гипотетической девятой планеты.

Перспективным является использование но-
вой модели для изучения вековых эффектов в
движении экзопланет, например, горячих юпите-
ров. Здесь параметры модели R-тороида были
конкретизированы для трех экзопланет, время
нодальной прецессии у которых известно. Пока-
зано, что среди огромного разнообразия внесол-
нечных систем существуют такие экзопланеты,
для которых модель R-тороида позволяет описы-
вать эволюцию орбит на умеренных, или даже
близких расстояниях от центральной звезды. Так,
для экзопланеты Kepler-413b R-тороид позволяет
описывать эволюцию всех орбит с  а.е., а
для экзопланеты PTFO 8-8695b критическое зна-
чение большой полуоси орбиты равно всего

 а.е.

В разделе 7.4 развит метод вычисления суммар-
ного влияния гравитационного поля от централь-
ной прецессирующей несферичной звезды и R-то-
роида ближней планеты PTFO 8-8695b на движение
пробного тела. В частности, минимальное значение
периода нодальной прецессии пробной орбиты
оказалось равным  лет.

Важно заметить, что модель R-тороида можно
применять не только к планетам, но и к орбитам
центральных звезд, вокруг которых эти планеты
движутся. В следующей работе мы покажем, что
для циркумбинарных планет действительно мож-
но построить систему из трех моделей R-тороида.

ПРИЛОЖЕНИЕ

РАЗЛОЖЕНИЕ ВНЕШНЕГО ПОТЕНЦИАЛА 
R-ТОРОИДА В РЯД

Для вывода формулы (24) целесообразно вве-
сти функцию

(A1)

которую разложим в ряд по переменным x и u.
В результате получим ряд

(A2)

который можно переписать, учитывая вид функ-
ции (A1), в виде

(A3)

где  После подста-
новки ряда (A3) в (22) с учетом (A1) и перестанов-
ки местами суммирования и интегрирования,
двойной интеграл разделится на сумму произве-
дений двух однократных интегралов

(A4)

Отсюда, вводя коэффициенты (25), в итоге полу-
чим формулу (24).
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