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Рассматриваются задачи о прохождении света сквозь горловину кротовой норы нулевой массы и
возможность наблюдения объектов из другого асимптотически плоского пространства сквозь гор-
ловину кротовой норы. Показано, что отдельная звезда может иметь несколько изображений и от-
мечен тот факт, что изображение плоского ламбертовского экрана имеет сложное распределение
яркости для наблюдателя, находящегося с ним по разные стороны горловины. Построены изобра-
жения двух таких экранов, видимых внутри силуэта безмассовой кротовой норы, и распределение
интенсивности излучения в их изображениях.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В работах [1–4] мы начали программу система-

тического сравнения особенностей силуэтов1 –
темных пятен, возникающих при наблюдении
излучения, взаимодействующего с черными ды-
рами (ЧД) и кротовыми норами (КН). Для выяс-
нения и интерпретации этих особенностей целе-
сообразно начинать с простейших моделей ис-
точников излучения и простейших моделей КН.
В таком подходе будут наиболее ярко проявляться
особенности, связанные именно с разной приро-
дой этих объектов, а не с добавочными эффекта-
ми, вызванными сложностями более реалистиче-
ских моделей.

В данной работе мы продолжим использовать
этот подход. В работе [1] мы использовали модель
КН Эллиса–Бронникова–Морриса–Торна [10–
13], предполагая, что КН заполнена непрозрач-
ным веществом и рассматривая только лучи, дви-
жущиеся в нашем пространстве вокруг входа в
КН, расположенного вблизи наблюдателя. В дан-
ной работе мы учтем свет, проходящий сквозь КН
из другого пространства, т.е. считаем КН свобод-

но проходимой для света. Ссылки на предыдущие
работы см. в работе [1]. Там же выведены уравне-
ния движения (способ см. в [14]) и дано описание
наших численных методов.

Метрика кротовой норы, которую мы рассмат-
риваем, может быть записана в виде:

(1)

Здесь  – скорость света. В дальнейшем положим
. Для наших целей эту же метрику удобно за-

писывать в координатах :

(2)

где координата  выбрана так, чтобы длина
окружности была равна .

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Прежде всего мы рассмотрим изображения и

силуэты (тени), которые создают лучи, прошед-
шие сквозь КН.

Подчеркнем, что в метрике сферической КН,
так же как и в метрике сферической ЧД, про-
странственные траектории лучей света всегда
плоские. Поэтому нам достаточно будет рассмат-
ривать только одно плоское сечение простран-
ственной метрики, например, экваториальное.

1 В многочисленных работах по искривлению и рассеянию
лучей света черными дырами и кротовыми норами возни-
кающие темные образования называются либо “тенями”
[5–7], либо “силуэтами” [8, 9]. Мы считаем термин “силу-
эт” более подходящим и будем в дальнейшем его исполь-
зовать.
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Для вычисления траекторий световых лучей надо
получить уравнения движения кванта света в мет-
рике (1) сферически симметричной кротовой но-
ры. Эти уравнения получаются разделением пе-
ременных в уравнении Гамильтона–Якоби для
метрики (1):

(3)

и в безразмерных переменных преобразуются к
системе шести обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений:

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)
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где  – координаты Бойера–Линдквиста,
 и  – вспомогательные переменные,  и  –

константы Чандрасекара, которые определяются
начальными условиями. Численное интегрирова-
ние системы (4)–(9) позволяет построить траек-
тории квантов в поле кротовой норы.

Для наблюдателя, находящегося достаточно
далеко от входа КН, лучи, приходящие к нему от
входа и его окрестностей, почти параллельны. За-
метим, что траектории нулевых геодезических в
метрике (1) при  быстро становятся практи-
чески прямыми линиями. На рис. 1 изображено
внешнее пространство наблюдателя в экваториаль-
ном сечении  (в координатах формулы (1)).
Окружность – это горловина КН, где . На-
блюдатель находится в точке на , .
Будем называть пространство  про-
странством-1. Параллельный пучок нулевых гео-
дезических уходит из района КН к наблюдателю.
Назовем его пучком .

На рис. 1 изображены траектории нулевых гео-
дезических, имеющих разный прицельный пара-
метр  по отношению к наблюдателю. Параметр 
измеряется в единицах радиуса горловины. Нуле-
вые геодезические с  – это лучи в простран-
стве-1 наблюдателя. Траектории с  доходят

ϕ ξ
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Рис. 1. Сечение пространства наблюдателя (пространства-1) на экваторе (θ = 90°), , . Изображены
траектории нулевых геодезических (лучей света) в этом пространстве. Эти траектории простираются от наблюдателя,
находящегося справа на бесконечности ,  к району входа в КН. Траектории имеют прицельные параметры

, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 0.9, 1.1, 1.2, 1.4, 1.6, 1.8. Окружность – горловина КН. Координаты системы соответствуют фор-
муле (1). Расстояния по вертикальной и горизонтальной осям отложены в единицах размера радиуса горловины.
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до горловины КН и уходят в другое пространство,
будем называть его “пространство-2”, где  ме-
няется от  до .

На рис. 1 показаны траектории с прицельным
параметром  выше горизонтали , т.е. дви-
жущиеся против часовой стрелки. Разумеется,
аналогичная картина должна повторяться для
прицельного параметра  ниже , т.е. движу-
щиеся по часовой стрелке.

На рис. 2 изображено пространство-2. Здесь
показаны нулевые геодезические, которые при-
шли из пространства-1, пересекая горловину. Со-
ответствующие прицельные параметры  ука-
заны рядом с траекториями. При значениях ,
но очень близких к 1 (т.е. ) траектории
много раз оборачиваются по координате  преж-
де, чем уходят к . Это показано на рис. 3.

Траектории с  являются объектом нашего
внимания в этой статье. Именно они используют-
ся для построения изображений и силуэтов, ви-
димых наблюдателем сквозь КН.

3. ИЗОБРАЖЕНИЯ ОТДЕЛЬНЫХ ЗВЕЗД, 
ВИДИМЫХ СКВОЗЬ КН

Приступим теперь к нашей основной задаче –
построению изображений отдельных объектов и
силуэтов, видимых наблюдателем сквозь КН.
Начнем с изображения отдельных звезд.

R
= 0R → −∞R

b = 0b

b = 0b

< 1b
< 1b

− !(1 ) 1b
ϕ

→ −∞R
< 1b

Пусть в пространстве-2 имеется далекий то-
чечный источник (звезда), расположенный в на-
шем  сечении с координатой . Как ее уви-
дит наблюдатель? От далекой звезды лучи света
(нулевые геодезические) падают на вход КН в
пространстве-2 параллельным пучком. Назовем
его пучком . К наблюдателю придет луч света,
асимптотика которого при  соответствует
координате . Его прицельный параметр  и бу-
дет соответствовать положению изображения
звезды для наблюдателя. Но изображение будет
не единственным. Луч из пучка , идущий вблизи
горловины и сделавший полный оборот вблизи
нее, может попасть в пучок  и прийти к наблю-
дателю. Так возникает второе изображение звез-
ды  ближе к окружности горловины и т.д. Изоб-
ражений будет бесконечно много все ближе и
ближе к окружности, соответствующей горлови-
не. Луч из пучка  может также совершать пол-
ные обороты и в противоположную сторону. Та-
кие изображения будут наблюдаться тоже вблизи
окружности горловины, но с ее противополож-
ной стороны. Множественные изображения от-
дельной звезды показаны на рис. 4 слева. Справа
показаны те же изображения, но в качестве гори-
зонтальной координаты использована величина

. Это сделано для того, чтобы различить
отдельные сливающиеся изображения вблизи
края горловины. Вблизи каждого изображения

− θR θ

B
→ −∞R

θ 1b

B

A

2b

B

−lg(1 )b

Рис. 2. Пространство-2. Продолжение траекторий с прицельными параметрами: 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 и 0.9 в простран-
стве-2 после пересечения горловины. Расстояния по осям координат измеряются в единицах радиуса горловины.
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указана его относительная яркость для наблю-
дателя в пространстве-1. Эти значения можно по-
лучить после численного интегрирования систе-
мы (4)–(9) и сравнения телесных углов для кону-
са одних и тех же лучей в пространствах-1 и 2.

Характер самого изображения звезды и его по-
вторения, разумеется, зависит от ее положения на
небе пространства-2.

Будем считать, что меридиан сечения ϕ = 90°,
вдоль которого мы рассматриваем разные поло-

Рис. 3. Траектории нулевых геодезических в пространстве-2, сильно искривляющиеся вокруг горловины. Прицель-
ный параметр указан рядом с траекторией. Горизонтальная траектория рядом со стрелкой – это сливающиеся при
данном разрешении входяшие траектории в пространстве-1 для всех приведенных на рисунке траекторий.
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Рис. 4. Слева – множественные изображения одной и той же звезды, находящейся в пространстве-2. Изображение,
отмеченное стрелкой, можно условно назвать “главным”. Справа – для тех же изображений использована горизон-
тальная координата . Числа у точек указывают яркость соответствующего изображения.
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жения звезд, соответствует горизонтальной ли-
нии в поле зрения наблюдателя изображения
кротовой норы. Тогда схематически картина с
повторяющимися изображениями показана на
рис. 5. В районе полюса первое изображение
звезды отсутствует. Лучи от нее прямо не попада-
ют к наблюдателю. При этом самые внешние точ-
ки в поле зрения на левой панели состоят из двух
слившихся изображений, которые в таком мас-
штабе разделить невозможно. На правой панели с
горизонтальной координатой  они хоро-
шо видны.

−lg(1 )b

На рис. 6 показана еще одна симметричная си-
туация, когда звезда из пространства-2 видна в
центре поля зрения.

4. ВНУТРЕННИЕ СИЛУЭТЫ (ТЕНИ) 
КРОТОВОЙ НОРЫ

Рассмотрим теперь изображения, создаваемые
для наблюдателя в нашем пространстве-1 протя-
женными светящимися экранами, расположен-
ными в пространстве-2. Как и в работах [1–3], бу-
дем считать интенсивность свечения экрана во

Рис. 5. Слева – множественные изображения одной и той же звезды, находящейся в пространстве-2 и расположенные
симметрично в поле зрения наблюдателя. Числа указывают яркость соответствующего изображения. Справа – для тех
же изображений использована горизонтальная координата . Числа у точек указывают яркость соответствую-
щего изображения.
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Рис. 6. Слева – множественные изображения одной и той же звезды, находящейся в пространстве-2 и расположенные
симметрично в поле зрения наблюдателя. Числа указывают яркость соответствующего изображения. “Главное” изоб-
ражение находится в центре поля зрения. Справа – для тех же изображений использована горизонтальная координата

. Числа у точек указывают яркость соответствующего изображения.
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всех направлениях одинаковой (ламбертовский
источник). Прежде всего рассмотрим экран, рас-
положенный в пространстве-2 в направлении по-
люса, ϕ = 180°, перпендикулярно радиальному
направлению и находящемуся достаточно далеко,

. На рис. 7 схематически показано поло-
жение наблюдателя в пространстве-1 и два экра-
на, находящиеся в пространстве-2. По рисунку
можно понять, что луч света, идущий от наблюда-
теля точно в центр кротовой норы (т.е. с нулевым
прицельным параметром), приходит в экран-2
перпендикулярно ему и поэтому в экран-1 не по-
падает. А для того, чтобы попасть в экран-1, луч
света должен двигаться с отличным от нуля при-
цельным параметром  и, значит, повернуть в
пространстве-2 (вблизи горловины) на угол,
больший 90°. Взглянув снова на рис. 2, можно
увидеть, что прицельный параметр такого луча
приблизительно равен .

В первую очередь мы рассмотрим, как выгля-
дит изображение экрана-1 с точки зрения наблю-
дателя, находящегося в пространстве-1. Размеры
экрана считаем неограниченно большими, спо-
собы построения изображений аналогичны опи-
санным в работе [1]. Изображение, которое видит
наблюдатель в пространстве-1, показано на
рис. 8. На левой панели показана форма изобра-
жения, которое видит наблюдатель, а справа –
распределение интенсивности излучения в том
же изображении, показанное в логарифмическом
масштабе. Внутренний радиус светлой области,
как сказано выше, соответствует повороту луча в
пространстве-2 на угол , а внешняя граница
соответствует повороту на 270°. Точные значения

→ −∞R

b

≈ 0.5b

°90

прицельных параметров для этих значений угла
поворота можно получить только численным ин-
тегрированием уравнений нулевых геодезиче-
ских. Эти значения получились равными:

(10)

Луч, однако, может достигнуть экрана и более
сложным путем: он может совершить несколько
оборотов вблизи горловины кротовой норы и
только после этого попасть в экран. Так, при по-
вороте луча на углы от 450° до 630° луч достигнет
экрана, сделав один полный оборот, а при пово-
роте на углы от 810° до 990° – два полных оборота
и т.д. Эти лучи должны проходить горловину кро-
товой норы с прицельными параметрами, очень
близкими к единице, и образовывать бесконеч-
ное количество тонких колец. Для первого такого
кольца прицельные параметры внутренней и
внешней границ равны, соответственно:

(11)

Точность этих значений составляет четыре–пять
единиц последнего знака. Для второго и последу-
ющих колец для определения этих параметров
требуется интегрирование с чрезвычайно высо-
кой точностью, поскольку система уравнений
становится слишком жесткой для стандартных
численных методов.

В работе [15] не учитывалось возникновение
кольцевых структур в изображении.

=
=

90

270

0.4704 ,
0.94008 .

b q
b q

=
=

− ≈

450

630

630 450

0.9969445 ,
0.9998713 ,

0.003 .

b q
b q
b b q

Рис. 7. Схема расположения наблюдателя в пространстве-1 и протяженных ламбертовских экранов в пространстве-2.
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Распределение интенсивности вдоль диаметра
изображения показано в виде графика на рис. 9.
Локальный минимум интенсивности приходится
на значение прицельного параметра ,
который соответствует повороту луча на 180°. По-
явление этого минимума можно легко понять и из
общефизических соображений. Дело в том, что
лучи, выпущенные от наблюдателя с прицельным
параметром , попадают в одну и ту же

= 0.793b

= 0.793b

точку экрана-1 в пространстве-2 и, следователь-
но, эту точку наблюдатель и видит, регистрируя
любой луч с прицельным параметром .

Рассмотрим теперь экран-2 (рис. 7), располо-
женный в пространстве-2 при ϕ = 0°, .
В этом случае луч, идущий с нулевым прицель-
ным параметром, попадает в центр экрана и, зна-
чит, центр экрана должен быть виден светлым.
Более того, луч, который попадает в экран-2, не

= 0.793b

→ −∞R

Рис. 8. Изображение плоского ламбертовского экрана-1, которое наблюдатель видит сквозь горловину кротовой но-
ры. Слева показан силуэт этого экрана, а справа – распределение интенсивности излучения изображения в логариф-
мической шкале.
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Рис. 9. Распределение интенсивности излучения вдоль диаметра горловины кротовой норы для первого экрана.
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может попасть в экран-1 и наоборот. Условно
можно сказать, что изображение экрана-2 долж-
но быть “дополнительным” к изображению экра-
на-1, показанному на рис. 8.

Изображение экрана-2 для наблюдателя в
пространстве-1 показано на рис. 10. Аналогично
рис. 8, на левой панели показан лишь силуэт
изображения, которое видит наблюдатель, а
справа в логарифмическом масштабе показано
распределение интенсивности излучения в том
же изображении. Как и следовало ожидать, центр
экрана оказывается светлым, но распределение
яркости отличается от рис. 8. В центре экрана ин-
тенсивность имеет минимум и увеличивается к
краю яркого диска. Кроме того, мы видим яркое
кольцо, образованное лучами, которые соверши-
ли полный оборот в горловине кротовой норы. В
этом случае ширина кольца такова, что мы может
построить внутри него распределение интенсив-
ности излучения по радиальной координате. В
увеличенном масштабе распределение интенсив-
ности в кольце показано на рис. 11, где можно
рассмотреть его детали. Например, хорошо виден
минимум интенсивности, причем этот минимум
расположен несимметрично и сильно смещен к
внешнему краю кольца. Интенсивность излуче-
ния возрастает к краям кольца. Как и в первом
случае, минимум возникает из-за того, что все лу-
чи с этим прицельным параметром, совершив
оборот, попадают в одну и ту же точку экрана.
Значение прицельного параметра для минимума
интенсивности в кольце составляет

(12)= 0.985 .b q

График распределения интенсивности излучения
вдоль экваториального сечения силуэта кротовой
норы показан на рис. 12.

Разумеется, наблюдатель в пространстве-1 бу-
дет видеть и лучи, прошедшие в его пространстве
вокруг входа в КН, и лучи, прошедшие сквозь
КН. Первую категорию лучей мы рассмотрели в
работах [1–3]. Полная картина для наблюдателя
складывается суммированием картины, рассмот-
ренной в [1–3] и рассмотренной в данной работе.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В рассмотренной модели силуэта проходимой

кротовой норы существуют характерные детали
изображения, которые можно использовать для
идентификации этих объектов в интерферомет-
рических наблюдениях [7]. Так, в отличие от чер-
ных дыр внутри силуэта кротовой норы могут на-
блюдаться достаточно сложные кольцевые струк-
туры с изменяющейся яркостью изображения.
Сами кротовые норы, как и сверхмассивные чер-
ные дыры, возможно, могут существовать в цен-
трах галактик [16]. Для поиска и наблюдения та-
ких объектов можно использовать каталог сверх-
массивных черных дыр [17], в котором можно
найти достаточное количество кандидатов для
проведения наблюдений с помощью наземных
интерферометров.

Еще более широкие возможности для наблю-
дений кротовых нор дает наземно-космический
интерферометр, в котором одна из приемных ан-
тенн расположена на спутнике, находящемся в

Рис. 10. Изображение плоского ламбертовского экрана-2, которое наблюдатель видит сквозь горловину кротовой но-
ры. Слева показан силуэт этого экрана, а справа – распределение интенсивности излучения изображения в логариф-
мической шкале.
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космосе на расстоянии от единиц до сотен радиу-
сов Земли. Одним из объектов для установки та-
кой антенны могла бы стать Луна. Другую воз-
можность дает российский проект Миллиметрон

[18, 19] с десятиметровой охлаждаемой антенной.
Разрешающая способность Миллиметрона в ре-
жиме интерферометра может достигать десятков
наносекунд дуги. Столь высокого разрешения до-

Рис. 11. Детали распределения интенсивности излучения в первом кольце, т.е. квантами, совершившими один пол-
ный оборот в горловине кротовой норы.
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Рис. 12. Распределение интенсивности излучения вдоль диаметра горловины кротовой норы для второго экрана.
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статочно, чтобы детально исследовать силуэты
черных дыр и, возможно, кротовых нор в боль-
шом количестве галактик. Открытие таких объек-
тов безусловно даст новый импульс развитию аст-
рофизики.
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