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Предлагается аппроксимировать частотные и временные сечения двумерных автокорреляционных
функций динамических спектров мерцаний пульсаров универсальной экспоненциальной функци-
ей с произвольным показателем . Эта аппроксимация существенно лучше описывает форму кор-
реляционной функции, чем гауссовская или простая экспоненциальная функции. Путем числен-
ного моделирования проведено исследование связи формы автокорреляционных функций с фор-
мой исходного профиля средней частотной структуры дифракционных мерцаний. Показано, что
истинная ширина этого среднего частотного профиля значительно отличается от ширины самой
автокорреляционной функции, что приводит к смещению оценок некоторых эффектов, обуслов-
ленных мерцаниями. Представлены примеры таких искаженных оценок для скорости пульсаров
( ) и для перехода от ширины полосы декорреляции  к времени рассеяния .
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1. ВВЕДЕНИЕ
Размеры области радиоизлучения пульсаров

не могут превышать размеры магнитосферы ней-
тронной звезды, ограниченной световым цилин-
дром радиусом , что составит для пе-
риода повторения импульсов пульсара  в одну
секунду величину около  см. Угловой раз-
мер такой области при типичном расстоянии до
пульсаров в несколько сотен парсек оказывается
меньше угловой микросекунды. На самом деле
размеры области радиоизлучения  гораздо
меньше размеров светового цилиндра: при ти-
пичной длительности субимпульсов пульсаров 
в несколько миллисекунд  =  см.
Таким образом, пульсары являются точечными
радиоисточниками, удобными для изучения эф-
фектов рассеяния радиоизлучения на неоднород-
ностях межзвездной плазмы, так как нет необхо-
димости учитывать собственную структуру ис-
точника радиоизлучения. Поэтому интенсивные
исследования эффектов рассеяния начались
именно после открытия пульсаров. Изложение
основных теоретических представлений можно
найти в обзорной статье Риккета [1]. Основными
параметрами рассеяния являются: характерное

время мерцаний , время размытия импульса
, частотный масштаб дифракционных искаже-

ний радиоспектра , называемый полосой де-
корреляции, и видимое угловое расширение ис-
точника . Для оценки параметров рассеяния

 и  обычно анализируют динамические
спектры на временнóм интервале , для
достижения некоторой статистической значимо-
сти ([2–4]). На таком наблюдательном интервале
вычисляются двумерные корреляционные функ-
ции (АКФ) от динамических спектров. Подроб-
ности вычисления и нормировки АКФ изложены
в цитированных выше публикациях [2–4]. Время
размытия импульса  определяется путем ана-
лиза формы среднего профиля импульса (см.,
напр., статью Кузьмина и Лосовского [5]). Такие
“прямые” измерения величины  возможны
для пульсаров с большой мерой дисперсии и/или
на низких радиочастотах, где величина уширения
превосходит несколько микросекунд. Меньшие
значения  получаются путем пересчета из из-
меренной полосы декорреляции  через соотно-
шение неопределенности ; мы рас-
смотрим ограничения на использование такого
способа в разделе 4.2. В разделе 2 мы сформулиру-
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ем исходные положения для дальнейшего анали-
за, затем в разделе 3 представим результаты чис-
ленного моделирования основных типов авто-
корреляционных функций и установим связь
между параметрами этих функций. В разделе 4
проведем сравнение наших результатов с наблю-
дательными данными.

2. ИСХОДНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ

Видимое угловое расширение источника  из-
меряется путем интерферометрических наблюде-
ний со сверхдлинными базами (РСДБ). Большой
прогресс в этой области был достигнут в ходе реа-
лизации проекта наземно-космического интерфе-
рометра Радиоастрон [6]. Некоторые итоги таких
измерений рассмотрены в работе Попова и соавт.
[7]. В этой работе проведен анализ формы интер-
ферометрического отклика в зависимости от вре-
меннóй задержки (амплитуда функции видности

). Оказалось, что усредненная автокорреляци-
онная функция от функции видности хорошо
описывается функцией Лоренца  =
=  = , где параметр  равен по-
луширине этой функции на уровне 1/2, а  –
масштабный множитель. Введем несколько мате-
матических соотношений, полезных для даль-
нейшего изложения. Запишем выражение для
функции Лоренца:

(1)
Автокорреляционная функция для функции Ло-
ренца дается следующей формулой:

(2)
т.е. полуширина автокорреляционной функции
вдвое превышает полуширину самой функции.
Фурье преобразование от функции Лоренца явля-
ется двухсторонней экспоненциальной функцией

(3)

Здесь полуширина функции  по уровню  со-
ставляет величину , так что именно
в этом случае точно выполняется соотношение
неопределенности . Как уже упо-
миналось выше, согласно результатам анализа,
представленным в работе Попова и соавт. [7],

 от функции видности  для всех исследо-
ванных пульсаров хорошо аппроксимируется
функцией Лоренца. В соответствии с выражени-
ем (2) и сама функция видности  должна опи-
сываться функцией Лоренца. Функция видности

 получается в результате обратного Фурье
преобразования от кросс-корреляционного спек-
тра , т.е. . Следовательно, в
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соответствии с уравнением (3), средняя структура
кросс-корреляционного (или автокорреляцион-
ного) спектра представляет собой набор двухсто-
ронних экспонент. В отличие от среднего профи-
ля импульса пульсара, накопить средний про-
филь частотной дифракционной структуры не
представляется возможным, так как эта структура
меняется со временем случайным образом, что и
представляет собой явление мерцаний. Однако
можно сразу накопить автокорреляционную
функцию частотной структуры мерцаний или
двумерную АКФ от динамических спектров для
измерения временных и частотных сечений. Та-
кой подход использовался многими исследовате-
лями (см., напр., [2–4]. При этом временные и
частотные сечения АКФ аппроксимировались
гауссианами. Другие исследователи, использую-
щие корреляционные функции для анализа дан-
ных [8–10], указывали на отклонения этих функ-
ций от гауссовой формы. Согласно представле-
ниям, изложенным выше, частотное сечение
АКФ должно соответствовать автокорреляцион-
ной функции от двухсторонней экспоненты:

(4)

Эта функция уже объявлялась в соотношении (3).
Приведем выражение для  от двухсторонней
экспоненты,

(5)

которую мы будем называть модифицированной
экспонентой; здесь  – масштабный коэффи-
циент, а  представляет полуширину исходной
экспоненты по уровню . Однако полуширина
автокорреляционной функции  от-
нюдь не равняется , но превышает ее более чем в
два раза! Алгебраические выражения (1–5) были
заимствованы из монографии Феллера [11]. В ра-
боте Попова и Смирновой [12] анализировались
временные сечения двумерных АКФ для несколь-
ких пульсаров. Было обнаружено, что гауссианы
не годятся для аппроксимации временных сече-
ний. Было предложено использовать универсаль-
ную экспоненциальную функцию вида

(6)

где  – масштабный коэффициент, а полушири-
на  определяется из соотношения .
В случае временных сечений АКФ в работе Попо-
ва и Смирновой [12] было показано, что показа-
тель степени  можно связать с показателем сте-
пени  пространственного спектра неоднородно-
стей межзвездной плазмы, который описывается

( )− | |( , ) = exp .e
fE b f A
b

ACF

( )δδ + − | |( ( , )) = (| | )exp ,ACF
fACF E b f A f b

b

ACFA
b

1/e
( ( , ))ACF E b f

b

 νν − 
 

| |( ) = exp ,
m

uU A
b

uA
ν( )U 1/

1/ =U m
eW b

m
n



1266

АСТРОНОМИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 99  № 12  2022

ПОПОВ

соотношением , где  – простран-
ственная частота, а  – структурная константа.
Эта связь задается простым равенством .
Мы провели аппроксимацию универсальной
функцией (6) частотных сечений двумерных корре-
ляционных функций по данным, использованным
в работе [12]. Сводка показателей  для временных
и частотных сечений будет приведена ниже. Для ча-
стотных сечений простой интерпретации показате-
ля  в связи с показателем степени  простран-
ственного спектра неоднородностей не было
предложено. В этой статье мы будем использовать
универсальную экспоненциальную функцию

 для моделирования формы усредненной ча-
стотной структуры с целью установления связи
между частотными функциями и их автокорреля-
ционными функциями. Эта функция не имеет
очевидного физического смысла, но обладает
свойством хорошо аппроксимировать колоколо-
образные кривые из-за наличия трех свободных
параметров , , .

3. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
АВТОКОРРЕЛЯЦИОННЫХ ФУНКЦИЙ

Как уже было упомянуто во Введении, в ходе
анализа наблюдательных данных (динамических
спектров) вычисляются двумерные корреляцион-
ные функции (АКФ), усредненные за время ,
значительно превышающее характерное время
мерцаний . Из временных и частотных сече-
ний этих АКФ получаются важные параметры
мерцаний. Однако, как уже было показано в
предыдущем разделе, полуширина автокорреля-
ционной функции не совпадает с полушириной
исходной функции, присущей процессу рассея-
ния. Получить из наблюдаемого сечения АКФ
форму этой исходной функции (деконволюция)
невозможно без предварительных условий. По-
этому в нашем численном моделировании мы в
качестве исходного сигнала задавали средний
профиль частотной структуры мерцаний в виде
функции  с различными показателями степе-
ни , а затем вычисляли соответствующие авто-
корреляционные функции в виде свертки

(7)

Здесь  – спектральный интервал, на котором за-
дана функция . На самом деле интеграл в вы-
ражении (7) определялся путем вычисления сум-
мы произведений на этом частотном интервале .
Для ясности укажем, что полуширина всех мо-
дельных функций была одинакова и принята рав-
ной 100 кГц, а спектральный интервал  составил
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32.768 MГц (N = 32768). Такая конкретизация не-
обходима для перехода к функции видности .

Таким образом, исходные функции  зада-
ют среднюю форму дифракционных частотных
(или временных) искажений радиоспектра пуль-
сара. Эти функции являются действительными и
четными. По смыслу они имитируют структуру
спектра мощности в предположении, что суще-
ствует некий средний частотный профиль спек-
тральных искажений, что подтверждается суще-
ствованием устойчивых и повторяющихся форм
усредненных  от динамических спектров.
Естественным условием, которое всегда прини-
малось, было предположение, что этот средний
частотный профиль описывается функцией Гаус-
са. Тогда и  от динамических спектров имели
бы форму гауссианы. На практике наблюдается
большое разнообразие форм средних . Наш
анализ носит чисто математический характер.
Никаких шумовых составляющих исходные
функции  не содержат. Результаты моделиро-
вания даны в табл. 1. В первом столбце указан по-
казатель степени  функции ; во втором
столбце приведены значения показателя степени

 для автокорреляционной функции  при
ее аппроксимации универсальной экспоненци-
альной функцией ; в третьем столбце содер-
жится показатель степени , полученный в ре-
зультате аппроксимации функции видности ,
которая была вычислена через обратное преобра-
зование Фурье от исходной функции :

. Временнóе разрешение функ-
ции видности составляет для наших условий ве-
личину . В четвертом столбце
дан фактор  увеличения полуширины автокор-
реляционной функции  по отношению к
полуширине исходной функции . В пятом
столбце мы поместили значения полуширины
функции видности, а в двух последних столбцах
приведены значения произведения ,  и

. На рис. 1 показаны примеры модельных
функций дифракционной частотной структуры

 (слева), и соответствующие им автокорреля-
ционные функции  (справа). Штриховая
линия соответствует случаю, когда спектральный
профиль частотной структуры  задается двух-
сторонней экспонентой ( ); для такой
функции автокорреляционная функция описы-
вается модифицированной экспонентой (5), по-
луширина которой примерно в 2 раза превышает
полуширину частотного профиля. Пунктирная
линия соответствует гауссову частотному профи-
лю. Известно, что автокорреляционная функция
от гауссианы также является гауссианой с полу-
шириной в  раз превышающей исходную полу-
ширину. Наконец, третий пример, изображен-

τ( )V
ν( )U

ACF

ACF

ACF

ν( )U

0m ν( )U

1m Δν( )A

Δν( )U
2m

τ( )V

ν( )U
−τ ν1( ) = ( ( ))V FT U

δτ μ= 1/ = 0.0305 B s
R

Δν( )A
ν( )U

πΔνΔτ2 1K
2K

ν( )U
Δν( )A

ν( )U
0 = 1.0m

2



АСТРОНОМИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 99  № 12  2022

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ОБОБЩЕННЫХ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 1267

ный сплошной линией, соответствует случаю, ко-
гда автокорреляционная функция имеет вид
чистой экспоненты. Такой автокорреляционной
функции соответствует частотный профиль в ви-
де модифицированной функции Бесселя второго
рода нулевого порядка, формально стремящейся
к бесконечности при нулевом сдвиге [11]. В на-
шем численном моделировании ближе всего к

этому случаю подходит вариант с показателями
 и . Именно этот случай пока-

зан на рис. 1 сплошной линией, так что автокор-
реляционная функция не выглядит чистой экспо-
нентой, а функция частотного профиля не стре-
мится к бесконечности.

На рис. 2 представлена зависимость множите-
ля , определяющего расширение автокорреля-

0 = 0.60m 1 = 0.98m

R

Таблица 1. Результаты моделирования

Показатель степени Фактор  
уширения 

АКФ

Полуширина 
, μsАКФ 

от  ( )  ( )

0.45 0.77 0.61 9.32 0.197 0.124 1.155
0.50 0.84 0.67 6.87 0.298 0.187 1.284
0.55 0.91 0.73 5.42 0.415 0.261 1.414
0.60 0.98 0.80 4.48 0.552 0.346 1.515
0.65 1.05 0.87 3.80 0.689 0.433 1.662
0.70 1.11 0.94 3.38 0.836 0.525 1.744
0.75 1.17 1.01 3.04 0.976 0.613 1.863
0.80 1.22 1.08 2.77 1.113 0.699 1.936
0.85 1.28 1.16 2.56 1.241 0.780 1.997
0.90 1.33 1.23 2.40 1.363 0.856 2.054
0.95 1.38 1.30 2.26 1.476 0.929 2.099
1.00 1.43 1.36 2.15 1.560 0.992 2.133
1.05 1.48 1.43 2.05 1.678 1.054 2.161
1.10 1.52 1.49 1.97 1.766 1.109 2.185
1.15 1.56 1.54 1.90 1.848 1.161 2.206
1.20 1.60 1.60 1.84 1.928 1.211 2.228
1.25 1.64 1.64 1.78 1.998 1.255 2.234
1.30 1.67 1.69 1.74 2.062 1.295 2.253
1.35 1.71 1.73 1.70 2.126 1.336 2.271
1.40 1.74 1.77 1.66 2.181 1.370 2.274
1.45 1.77 1.80 1.63 2.236 1.404 2.288
1.50 1.80 1.83 1.60 2.284 1.435 2.296
1.55 1.83 1.86 1.57 2.330 1.464 2.298
1.60 1.85 1.88 1.55 2.376 1.493 2.314
1.65 1.88 1.90 1.53 2.416 1.518 2.328
1.70 1.90 1.92 1.52 2.455 1.542 2.434
1.75 1.92 1.94 1.49 2.489 1.564 2.330
1.80 1.94 1.95 1.47 2.525 1.587 2.333
1.85 1.96 1.97 1.46 2.556 1.606 2.344
1.90 1.97 1.98 1.44 2.586 1.625 2.340
1.95 1.99 1.99 1.43 2.614 1.642 2.348
2.00 2.00 2.00 1.41 2.641 1.660 2.349

R

τ( )V 1K 2K
ν 0( )( )U m ν( )U 1m τ( )V 2m
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ционной функции по отношению к исходной
функции профиля частотной дифракционной
структуры, от показателя степени  универсаль-
ной экспоненциальной функции, аппроксимиру-
ющей данную АКФ. В отдельных случаях этот
фактор указывает на десятикратное уширение, а в
минимальных случаях он оказывается около 1.4.

m

4. СРАВНЕНИЕ 
С НАБЛЮДАТЕЛЬНЫМИ ДАННЫМИ

Сравнение с наблюдательными данными мы
начнем с рассмотрения табл. 2, в которой пред-
ставлены измеренные показатели степени ,
определенные по сечениям двумерных автокор-
реляционных функций для 11 пульсаров, пред-

β

Рис. 1. Сравнение синтезированных средних профилей частотных искажений (слева) и формы соответствующих ав-
токорреляционных функций (справа). Штриховая линия – спектральный профиль  задается двухсторонней экс-
понентой ( ). Пунктирная линия соответствует гауссову частотному профилю. Сплошная линия – автокорре-
ляционная функция имеет вид чистой экспоненты.
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Рис. 2. Зависимость множителя , характеризующего величину расширения АКФ относительно исходной ширины
исследуемого процесса мерцаний, от значения показателя  в аппроксимации самой АКФ универсальной экспонен-
циальной функцией .
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ставленных в работе [12]. В отношении частотной

структуры наименьшее значение показателя 

обнаружено у пульсара В0823+26 ( ), что
соответствует уширению АКФ почти в 10 раз.
Наибольшее(трехкратное) уширение АКФ сече-
ния по времени имеем у пульсара В1933+16

( ). Хотя статистику из десятка пульсаров
нельзя считать убедительной, мы все же приведем
средние величины уширения АКФ по частоте и
по времени, которые составили 3.0 и 2.0 соответ-
ственно с надежностью в 30%. Эта оценка приго-
дится нам в следующем параграфе.

4.1. Сцинтилляционные скорости

В 1986 г. Кордс [3] опубликовал большую ста-
тью, посвященную определению пространствен-
ных скоростей для 71 пульсара на основе измере-

ния параметров мерцания  и . Эти величи-
ны автор определял по временным и частотным
сечениям двумерных автокорреляционных функ-
ций, используя аппроксимацию гауссианами.
Основное выражение, по которому вычислялись
пространственные скорости, имеет следующий вид

(8)

Так как параметры  и  определялись по
автокорреляционным функциям, то их величины

оказались завышенными в 3 раза по  и в 2 раза

по . При переходе к действительны значениям

 и  оценки  следует исправить на коэф-

фициент  = 1.15. В данном случае поправоч-
ные множители в числителе и знаменателе дроби

1m
1 = 0.76m

1 = 1.18m

Δf scintt

Δ
ν

kpc

iss

GHz scint

= .
( )

V
fD

V A
t

Δf scintt

Δf
scintt

Δf scintt issV
2/ 3

скомпенсировали друг друга, и оценки скорости в
работе [3] можно считать состоятельными.

4.2. Сотношение неопределенности

При сравнении параметров  и  часто ис-
пользуется соотношение неопределенности

 (см., напр., [1, 13–15]. В большин-

стве случаев коэффициент  полагается равным
единице. Правда, Риккет [1] замечает, что этот
коэффициент зависит от формы автокорреляци-
онной функции и от передаточной функции сре-
ды, и только для тонкого фазового экрана с Гаус-
совым спектром неоднородностей можно считать

. В 6-м столбце табл. 1 приведены значения

, полученные в результате численного модели-
рования для различной формы заданного частот-
ного профиля спектральных искажений, в пред-
положении, что нам удалось каким-то образом
измерить истинные ширины частотного профиля

и истинную величину , например, по анализу
рассеянного среднего профиля. Видно, что даже в

этом идеальном эксперименте коэффициент 
близок к единице только для формы частотного
профиля в виде двухсторонней экспоненты, что
отмечалось еще в разделе 2. В общем случае коэф-

фициент  меняется от 0.124 до 1.66. В последнем
столбце табл. 1 приведены рассчитанные значе-

ния коэффициента  для более реального слу-

чая, когда  определены по измерению ушире-

ния импульса, а  берется как полуширина ча-

стотного сечения АКФ. В таком варианте 
изменяется от 1.15 до 2.35. Именно этот вариант
используется часто для пересчета измеренного

времени уширения импульса  в величину по-

лосы декорреляции  и наоборот.

Рассмотрим, например, представленные в ав-
стралийском каталоге пульсаров [16] значения

, которые были получены двумя способами: 1)
по измерению уширения среднего профиля им-
пульса из-за рассеяния и 2) путем пересчета от

, измеренной по частотной корреляционной
функции, по соотношению неопределенности

 с . На рис. 3 показана зависи-

мость  от величины меры дисперсии по данным
австралийского каталога [16]. Можно заметить, что
на рисунке выделяются две зоны, разделенные

пунктирной линией по величине  μs. Бóль-

шие значения  определены по измерениям
уширения импульса, а меньшие значения получе-

ны путем пересчета из . Но из нашего анализа

следует, что величина  в среднем равна пример-

но 2! Значит, пересчитанные значения  умень-
шены примерно в 2 раза. На наш взгляд, это объ-

Δf Δτs

πΔ Δτ2 =sf K
K

= 1K
1K

Δτs

1K

1K

2K
Δτs

Δf
2K

Δτs
Δf

Δτs

Δf

πΔ Δτ2 =sf K = 1K
Δτs

Δτ = 10s

Δτs

Δf
K

Δτs

Таблица 2. Сводка результатов измерений показателей
степени универсальной экспоненциальной функции

Имя пульсара

Показатель степени

B0329+54 1.14 1.67

B0525+21 1.11 –

B0809+74 – 1.33

B0823+26 0.76 1.66

B0834+06 1.11 1.53

B0919+06 0.83 1.57

B1133+16 1.45 1.86

B1237+16 1.47 1.39

B1749–28 1.26 1.82

B1929+10 1.26 1.65

B1933+16 0.98 1.18

B2016+28 1.38 1.36

fm tm
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ясняет наблюдаемое нарушение непрерывного
распределения точек на рисунке.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

При оценке основных параметров рассеяния
радиоизлучения пульсаров на неоднородностях

межзвездной плазмы  (полоса декорреляции) и

 (характерное время мерцаний) принято их
измерять по ширинам частотных и временных ав-
токорреляционных функций, взятых по уровню

1/2 и  соответственно. Такое соглашение удоб-
но при сравнении результатов, полученных раз-
ными авторами в разные эпохи и на разных часто-
тах. Выполненное в данной работе численное
моделирование указывает на то, что оценки пара-
метров мерцаний по автокорреляционным функ-
циям дают смещенные значения по отношению к
истинным характеристикам процессов рассея-
ния, а именно, завышенные величины в среднем

в 3 раза для полосы декорреляции , и в 2 раза

для времени мерцаний . Такие значительные
переоценки параметров могут иметь существен-
ное значение при построении статистических за-
висимостей и при сравнении наблюдений с тео-
ретическими предсказаниями. Для перехода от
измеренных параметров АКФ к истинным значе-

Δf
scintt

1/e

Δf
scintt

ниям мы рекомендуем аппроксимировать сече-

ния АКФ с помощью универсальной экспонен-

циальной функции  (6), измерить полушири-

ну этой функции , по величине

показателя  (второй столбец табл. 1) найти со-

ответствующий множитель  увеличения шири-

ны АКФ (четвертый столбец табл. 1) и получить

оценку истинного значения параметра

.

Для перехода от значений полосы декорреля-

ции  к величине уширения импульса из-за рас-

сеяния  (и наоборот) повсеместно использует-

ся соотношение . В большинстве

случаев принимается, что . Риккет (1977)

высказал замечание, что величина  может зави-

сеть теоретически от передаточной функции сре-

ды. В табл. 1 в двух последних столбцах даются

значения коэффициентов  и  для идеального

случая измерений ( ) и для реальных условий

перехода от измеренной по сечению АКФ шири-

не полосы декорреляции  к значению вре-

меннóго уширения импульса . Если частотное

сечение АКФ аппроксимировалось универсаль-

ной экспоненциальной функцией , то можно

( )U x
1/

1/ =
U m

eW b

1m
R

=cor obs

1/ 1/ /e eW W R

Δf
Δτs

πΔ Δτ2 =sf K
= 1K
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Δf
Δτs
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Рис. 3. Зависимость уширения импульса  на частоте 1 ГГц от меры дисперсии по данным каталога пульсаров [16].

Пунктирная линия соответствует . Бóльшие значения  определены по измерениям уширения импульса,

а меньшие значения получены путем пересчета из .
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выбрать значение  в соответствующей строке

табл. 1. В среднем величина множителя .
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