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Разработан новый аналитический метод исследования взаимных поворотных колебаний (либра-
ций) гравитирующих звездных эллипсоидов, образующих двойные бары в дисковых галактиках.
Модель двойного бара представлена суперпозицией двух концентрических несоосных эллипсоидов
(бар 1 и бар 2), имеющих разные масштабы и массы. Рассмотрены два варианта моделей: с однород-
ными барами и со слоисто-неоднородным внешним баром 2. Для каждой модели получены выра-
жения взаимной гравитационной энергии эллипсоидов и рассчитан момент сил между ними, по-
строены лагранжианы и выводятся дифференциальные уравнения нелинейных либраций баров от-
носительно “срединной” плоскости. Найдены решения этих уравнений, вычислены частоты и
периоды либраций как в общем нелинейном случае, так и в приближении гармонических колеба-
ний. Обсуждается приложение метода к изучению динамики других подсистем галактик.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Бары (перемычки) являются неотъемлемой
частью многих дисковых галактик [1, 2]. Как из-
вестно, более половины плоских галактик имеют
бар, и чем ближе находятся к нам галактики при

 тем чаще они имеют бар [3]. Бары играют
важную роль в динамике галактик, и интерес к
ним еще более возрос после открытия их сложной
структуры; оказалось, что в среднем каждый тре-
тий бар может состоять из двух вложенных друг в
друга звездных баров, см., например, [4]. В част-
ности, бар в нашей Галактике также имеет слож-
ную структуру [5]. Динамика и устойчивость
двойных баров пока полностью не изучены, и их
исследование является актуальной задачей [6–8].

В работе [9] была построена фазовая модель
звездного цилиндра, вложенного во вращающее-
ся звездное гало. В этой модели было установлено
существование сдвиговых течений центроидов
вдоль внутренней “трубы”, вследствие чего масса
модели могла теряться. В русле этих исследова-
ний находится и задача построения модели двой-
ного бара с постоянными массами компонентов.

При постановке задач об эволюции баров ва-
жен выбор подходящего метода исследования.
Построить нестационарную самосогласованную
фазовую модель бара пока не удается из-за значи-
тельных математических трудностей. Однако не-
которые важные результаты могут быть получены
и более простыми методами. В данной работе, как
первый шаг к решению проблемы, разработан
метод изучения вращательных колебаний (либра-
ций), вложенных друг в друга гравитирующих
трехосных звездных баров. Задача сводится к по-
строению лагранжиана, где в качестве потенци-
ального члена используется взаимная гравитаци-
онная энергия компонентов двойного бара. Этот
метод хорош тем, что производная от взаимной
энергии по углу либрации сразу дает момент сил,
действующих на внутренний бар со стороны
внешнего (справедливо и обратное!). Это позво-
ляет простым и надежным способом выводить
дифференциальное уравнение либраций баров
относительно друг друга.

В разделе 2 дана постановка задачи, в разделе 3
найдена взаимная гравитационная энергия одно-
родных баров. Лагранжиан для этой задачи полу-
чен в разделе 4, где вводится понятие “средин-

< 1,z



620

АСТРОНОМИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 99  № 8  2022

КОНДРАТЬЕВ и др.

ной” плоскости, получено и решено уравнение
нелинейных поворотных колебаний баров. В раз-
деле 5 рассматривается задача о взаимной энер-
гии и либрациях баров относительно “средин-
ной” плоскости в случае, когда внешний бар
представлен неоднородным эллипсоидом. В раз-
деле 6 результаты обсуждаются.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Бар (перемычка, рукав) состоит в основном из

звезд и моделируется вытянутым вдоль главной
оси однородным трехосным эллипсоидом. Мы
рассматриваем модель двойного бара и полагаем,
что меньший по размерам бар 1 имеет границу

(1)

а внешний бар 2 есть эллипсоид, полуоси которо-
го будем отмечать штрихами . Оба эл-
липсоидальных компонента могут совершать по-
воротные либрации вокруг оси , внутренние
течения в эллипсоидах отсутствуют.

Бар на стадии вековой эволюции находится в
слабо неравновесном состоянии. Нас интересует,
прежде всего, крупномасштабная нестационар-
ность системы из двух баров в виде их поворот-
ных колебаний относительно друг друга.

Пусть система декартовых координат 
связана с главными (штрихованными) полуосями
внешнего бара 2, а система  – с полуося-
ми внутреннего бара 1. Ориентация бара 1 отно-
сительно осей бара 2 задается углом  (рис. 1).

Введенные системы координат связаны соот-
ношениями:

(2)

Для проверки формул (2) заметим, что квадрат
длины отрезка  одинаков в обе-
их системах координат.

3. ВЗАИМНАЯ ГРАВИТАЦИОННАЯ 
ЭНЕРГИЯ ДВУХ БАРОВ 
С ЕДИНЫМ ЦЕНТРОМ

Для решения задачи о либрациях компонентов
двойного бара, находящихся в суперпозиции их
гравитационных полей, применим метод, осно-
ванный на вычислении взаимной гравитацион-
ной энергии  внутреннего бара 1 (плотность
которого ) и внешнего бара 2 плотности 
В случае однородности обоих компонентов их
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взаимную энергию можно находить по формуле
[10, 11]

(3)

где интегрирование внутреннего потенциала
 бара 2 происходит по объему бара  В си-

стеме координат  гравитационный потен-
циал однородного внешнего эллипсоида во внут-
ренней точке (см., например, [12]) равен

(4)

где  и коэффициенты  имеют вид

(5)

Далее потенциал (4) запишем в системе коор-
динат  относящихся к бару 1. Используя
формулы (2), получим выражение

(6)
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Рис. 1. Схема двойного бара, оба компонента которо-
го имеют форму трехосных эллипсоидов с общим
центром . Показаны две системы декартовых коор-
динат и угол наклона  баров друг к другу. Ось 
нормальна к плоскости рисунка. Штрихами намече-
на “срединная линия” и показаны вспомогательные
углы наклонов баров  и .
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Подставляя гравитационный потенциал (7)
под знак интеграла в (3) и учитывая, что тензор
инерции второго порядка однородного эллипсо-
ида равен

(8)

(где  – масса бара 1, а  – символ

Кронекера), в итоге, после интегрирования нахо-
дим взаимную энергию двух эллипсоидальных
компонентов бара:

(9)

В частности, для  когда большая ось 
бара 1 совпадает с осью  бара 2, взаимная энер-
гия принимает свое минимальное (максимальное
по модулю) значение

(10)

Далее примем  за точку отсчета взаим-
ной энергии и составим разность

(11)

После простых преобразований в (11) находим

(12)

Отметим, что в формуле (12) присутствует
только член, зависящий от угла  причем коэф-
фициент при  обращается в нуль в двух слу-
чаях: (i) при осевой симметрии внешнего бара 2
(когда ), а также (ii), когда бар 1 имеет кру-
говую симметрию  Очевидно, в обоих слу-
чаях либрации компонентов бара отсутствуют.

График формулы (12) показан на рис. 2. Из не-
го видно, что минимум взаимной энергии дости-
гается, когда большие оси обоих баров совпада-
ют. Из этого рисунка также следует, что в интер-

вале углов  система баров находится в

потенциальной яме, причем нормированная вза-
имная энергия имеет свой локальный минимум
при  Это означает, что либрацию бара 1
можно представить как колебания материальной
точки, перекатывающейся в поле тяжести внутри
вогнутой чаши. Такие поворотные колебания ба-
ра являются устойчивыми.

Рассмотрим подробнее поворотные либрации
баров 1 и 2 друг относительно друга.
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4. МОМЕНТ СИЛ И УРАВНЕНИЯ 
ЛИБРАЦИИ КОМПОНЕНТОВ 

В ДВОЙНОМ БАРЕ
При изучении взаимных либраций баров 1 и 2

применим метод, разработанный в работе Кон-
дратьева [13]. Согласно этому методу, момент сил

, действующих на бар 1 со стороны бара 2, мы
находим через вычисление производной от функ-
ции взаимной энергии компонентов баров по уг-
лу либрации . В нашем случае единственный от-
личный от нуля третий компонент момента сил
будет равен:

(13)

где  из (12).
Далее исходим из того, что в процессе пово-

ротных колебаний баров 1 и 2 относительно
оси  их суммарный угловой момент сохраняется

(14)

Интегрируя (14), получим
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M

θ

∂=
∂θ
�

mut ,WM

�

mutW

3Ox

( ) ( ) ( )

( )

θ + θ = = +

= +

� �

1 2 1 2 2
3 1 3 2 3 1 1 2

2 2 2
3 2 1 2

( )10; ,
5

1 ' ' .
5

( )

I I I M a a

I M a a

( ) ( )θ + θ =1 2
3 1 3 2 .I I C

Рис. 2. Зависимость нормированной взаимной грави-

тационной энергии  двух баров от

угла ориентации  Для расчетов взяты значения

  .

1.0 1.50.5−0.5−1.0−1.5

0.06

0.04

0.08

0.10

0.12

0.16

0.18

0.14

0.02

0
θ

W '

θ=
π ρ

�mut
2

2 1 1

'
1

(

5

)WW
G M a

θ.

=1 0.15;'A =2 0.4;'A = =2

1
0.5an

a



622

АСТРОНОМИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ  том 99  № 8  2022

КОНДРАТЬЕВ и др.

По условию задачи, при  должно быть и
, поэтому в (15) следует положить  Та-

ким образом, для вспомогательных углов  и
 имеем два уравнения

(16)

с решениями

(17)

Для нахождения периода колебаний баров со-
ставим лагранжиан

(18)

где  – кинетическая энергия колебаний, а  –
потенциальная энергия системы двух баров. Ки-
нетическая энергия будет равна

(19)

где для преобразований мы использовали выра-
жения вспомогательных углов (17). Потенциаль-
ная часть лагранжиана (18) дана в (12). Поскольку
нас интересуют только величины, зависящие от
угла  мы не включили в  из (19) энергию
полного вращения  всей системы баров вокруг
оси  (очевидно, включение этой постоянной

 не изменило бы форму уравнения Лагранжа).
Таким образом, оставляя для системы баров

только ту часть лагранжиана  которая зави-
сит от угла  имеем редуцированный лагранжиан
в виде

(20)

где для краткости через  обозначен приведен-
ный момент инерции системы

(21)

Обратимся теперь ко второму уравнению дви-
жения Лагранжа

(22)

где член  равен моменту сил в левой части (13).

Подставляя в (22) лагранжиан из (20), в итоге по-
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лучим искомое дифференциальное уравнение ко-
лебаний для угла :

(23)

Входящая в (23) величина  имеет размер-
ность квадрата частоты колебаний и связана с ха-
рактеристиками обоих баров

(24)

Дифференциальное уравнение (23) дает реше-
ние поставленной задачи о нелинейных либраци-
ях в двойном однородном баре.

В частности, при малых  либрации бара опи-
сываются уравнением гармонических колебаний

(25)
Замечание 1. В данной работе вначале рассмот-

рим случай малых (гармонических) вращатель-
ных колебаний компонентов двойного бара. Об-
щий случай нелинейных вращательных колеба-
ний, представленных уравнением (23), будет
рассмотрен в разделе 5.

Частота указанных малых колебаний есть

(26)

а период колебаний равен

(27)

Решение уравнения (25) имеет вид

(28)

На рис. 3 показано  изображение форму-
лы (27).

Для примера, возьмем следующие относитель-
ные размеры компонентов в двойном баре:

(29)

Тогда коэффициенты внутреннего потенциала
однородного гало, рассчитанные по формулам (5),
будут равны

(30)

Среднюю плотность бара 2 возьмем равной

 Тогда по формулам (26) и (27)
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Найденный в (31) период малых либрацион-
ных колебаний бара равен примерно 44 млн. лет,
что примерно в 5 раз меньше, чем вращение
Солнца вокруг центра Галактики. Далее в разде-
ле 5 мы покажем, что учет неоднородности бара 2
может заметно замедлить процесс колебаний
компонентов двойного бара и увеличить период
их либраций.

При больших амплитудах  бар, согласно
уравнению (23), совершает нелинейные колеба-
ния, частота и период которых равны

(32)

Здесь  – стандартный полный эллиптиче-
ский интеграл первого рода. С хорошей точно-
стью период нелинейный колебаний с амплиту-
дой  может быть представлен формулой

(33)

где  дано в (27). Расчет периода нелинейных ко-
лебаний как функции от амплитуды показан на
рис. 4.

θ0

π κ πμ = =
κ μ

2, .
2 ( )

T
K

κ( )K

θ0

( )= + θ2
0 0

11 sin ,
4

T T

0T

5. ЛИБРАЦИИ КОМПОНЕНТОВ
ПРИ НЕОДНОРОДНОМ ВНЕШНЕМ БАРЕ 2

5.1. Плотность и внутренний потенциал в баре 2

В качестве другой модели бара 2 рассмотрим
неоднородный трехосный эллипсоид с параболи-
ческим законом плотности  и массой 

(34)

Замечание 2. Эллипсоид с параболическим за-
коном плотности (34) является одним из самых
простых после однородного. Мы рассмотрим его
в качестве примера, чтобы оценить влияние не-
однородности на взаимную энергию системы
“бар 1–бар 2” и на период либраций компонентов
бара. В техническом плане расчеты для этой мо-
дели более сложные, чем для модели с однород-
ными компонентами.

Внутренний потенциал такого слоисто-неод-
нородного эллипсоида дается формулой (см. [14],
а также [10, 11])

(35)

где  дано в (5). Раскрывая скобки и интегри-
руя в (35), получим выражение

(36)

Напомним, что здесь  есть потенциал бара 2;
коэффициенты  даны в (5), а двойные индексы
Чандрасекара [12] равны

(37)

Подставляя в (36) формулы (2), получим вы-
ражение потенциала внутри эллипсоида бара 2
в виде

(38)
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Рис. 3. 3D изображение периода  (в земных годах)
гармонических либраций компонентов двойного ба-

ра. Здесь  есть эксцентриситет экватори-

ального сечения внутреннего бара, а  –
разность коэффициентов потенциала для внешнего
бара 2. Расчет сделан по формуле (27), в которой взято
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Входящие сюда коэффициенты равны

(39)

Замечание 3. В (39) не включены три несим-
метричных члена ,   так как при по-
следующем интегрировании по симметричному
объему внутреннего эллипсоидального бара 1 эти
члены дают ноль.

5.2. Взаимная энергия однородного бара 1
и неоднородного бара 2

Чтобы не усложнять объем выкладок, бар 1 по-
прежнему считаем однородным. Для нахождения
взаимной энергии системы “бар 1 – бар 2” под-
ставим гравитационный потенциал (38) под знак
интеграла в (3). Интегрируя по объему бара 1 и
учитывая (8), а также формулы

= θ + θ2 2
11 1 2' ' 2 cos 2 sin ;R A A
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22 1 2' ' 2 sin 2 cos ;  R A A
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(40)

находим взаимную энергию системы “однород-
ный бар 1 – неоднородный бар 2”:

(41)

Подставляя далее в (41) коэффициенты из (39),
после преобразований находим

(42)

Здесь для краткости введены следующие обо-
значения:
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Рис. 4. Период нелинейных колебаний  компонентов двойного бара как функция от амплитуды . Расчет по фор-
муле (33). Нижняя кривая – для однородных баров 1 и 2 с коэффициентом  из (31), верхняя кривая – для модели
“однородный бар 1 – неоднородный бар 2” с коэффициентом  из (57).
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(43)

При  (см. также раздел 2), когда наиболь-
шие оси баров  совпадают, взаимная энергия
(42) принимает свое минимальное (максималь-
ное по модулю) значение:

(44)

Составляя по аналогии с разделом 2 разность

(45)

после преобразований находим

(46)

где

(47)

Замечание 4. Проверка выражения (46) под-
тверждает: в случае круговой симметрии внутрен-
него бара  действительно выполняются ра-
венства

(48)

и тогда взаимные либрации баров исчезают. Но и
в случае трехосного бара 1  помещенного в
бар 2 с круговой симметрией, когда

(49)

либраций также не будет.

= + + − +

= − + + −

4 4 2 2
12 1 12 2 11 12 22 1 2

2 2 2 2 2 2
2 1 2 13 2 3 23 1 3 2 1

6 6 1' ' ' ' '(6 8 6 ) ;
7 7 7

2 2' ' ' '2 2 ;
7 7

CS A a A a A A A a a

S A a A a a A a a A a

= − + + −

= − +

2 2 2 2 2 2
2 2 2 13 1 3 23 2 3 1 1

2 4
3 3 33 3

2 2' ' ' '2 2 ;
7 7

3' '5 2 .
7

C A a A a a A a a A a

R I A a A a

θ = 0
1Ox

[ ]θ = = − π ρ + +0
mut 0 4 2

10 .
10

( ) bW G M C C R

θ = θ −�

0
mut mut mut( ,) ( )W W W

{ }θ = π ρ θ + θ�

4 2
mut 0 4 2

1 si( ) n sin ,
10 bW G M D D

= − + − ≥
= − − ≥

2 4 2 2

4 4 4

2 0;
0.

D C CS C S
D CS S C

=1 2a a

= =4 2 0,D D

≠1 2,a a

= = = =1 2 11 22 12 13 23; ; ,A A A A A A A

5.3. Лагранжиан и уравнение либраций
Момент сил, действующих со стороны внеш-

него бара на внутренний бар, согласно формуле
(13), будет теперь равен:

(50)

Кинетическая энергия колебательного движе-
ния системы баров (сравните с разделом 3) также
изменится и будет теперь равна

(51)

Составим лагранжиан для системы :

(52)

С учетом лагранжиана (52), второе уравнение
движения Лагранжа (22) дает дифференциальное
уравнение колебаний для угла :

(53)

Новое уравнение нелинейных колебаний (53)
отличается от полученного ранее уравнения для
системы однородных баров (23).

Численные расчеты мы проведем для прием-
лемых относительных значений полуосей бара 2 и
бара 1

(54)

Соответствующие коэффициенты 
и другие приведены в табл. 1. Коэффициенты по-
тенциала с двойными индексами из (37) были
найдены численно.
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Таблица 1. Коэффициенты внутреннего потенциала однородного  и неоднородного (третий, четвер-
тый и пятый столбцы) трехосного эллипсоидального бара 2. Также приводятся коэффициенты  и  исполь-
зуемые в уравнении нелинейных колебаний (53)
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Выясняется, что ; поэтому, ввиду ма-

лости коэффициента  членом  в пра-
вой части (53) можно пренебречь, и тогда с хоро-
шим приближением уравнение нелинейных ко-
лебаний представим в виде

(55)

В линейном приближении по  уравнение (55)
примет вид

(56)

Период малых либраций, согласно уравне-
нию (56), равен

(57)

Учитывая поправку за неоднородность (37),

вместо прежней оценки  теперь имеем

(58)

Тогда по формуле (57) получим период малых
либраций

(59)
Заметим, найденный период малых либраций

оказывается в 2.7 раза длиннее, чем период либ-
раций однородных баров.

Период нелинейных либраций бара 1 в неод-
нородном баре 2 рассчитывается по найденной
выше формуле (33), в которой  из (57), см. рис. 4.

6. ОБСУЖДЕНИЕ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной работе разработан новый аналитиче-

ский метод для изучения взаимных поворотных
колебаний (либраций) гравитирующих звездных
эллипсоидов, образующих двойные бары в дис-
ковых галактиках. Модель двойного бара пред-
ставлена суперпозицией двух концентрических
несоосных эллипсоидов, вложенных друг в друга
и имеющих разные размеры и массы. Отметим,
что движение звезд в эллипсоидальных компо-
нентах двойного бара является (в звездно-дина-
мическом смысле) бесстолкновительным, вслед-
ствие чего бары не вытесняют материю друг друга
и представляют собой взаимопроникающую су-
перпозицию компонентов. Такие модели с супер-
позицией потенциалов нескольких компонентов
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(гало-бар-диск) часто используются в динамике
звездных систем, см., например, [5, 15].

Мы рассмотрели два случая: модель с однород-
ными эллипсоидами и технически более слож-
ную модель с неоднородным внешним баром 2.
Для каждой модели получены выражения взаим-
ной гравитационной энергии эллипсоидальных
компонентов и рассчитан момент сил между ни-
ми. Алгоритм вычисления момента сил в данном
методе очень простой – для этого достаточно
найти производную от взаимной энергии по углу
либрации. Это заметно упрощает вывод диффе-
ренциальных уравнений нелинейных либраций
баров относительно их “срединной” плоскости.

Так как колебания в общем случае нелиней-
ные, то при изучении динамики двойных баров
важным является вопрос правильной оценки из
наблюдений взаимной ориентации составляю-
щих его трехосных компонентов.

Изучение глобальных либраций в двойных ба-
рах актуально в связи с тем, что несмотря на за-
метный прогресс в изучении образования и эво-
люции плоских галактик, исследователи до сих
пор не пришли к согласию в вопросе о доминиру-
ющем механизме образования баров, в том числе
и двойных (о механизмах образования бар-мод
см., например, [16]). Так как бар-мода является
самой крупномасштабной, изучение динамики и
эволюции галактик удобно начинать с изучения
именно баров.

В данной работе найдены решения уравнений
либрации компонентов двойного бара, причем
как для нелинейного случая, так и в приближе-
нии гармонических колебаний. Были вычислены
частоты и периоды либраций компонентов двой-
ного бара. Установлено, что периоды либраций
компонентов в двойном баре составляют десятки
миллионов земных лет. С учетом неоднородности
в распределении плотности у компонентов бара,
периоды таких либраций могут, по-видимому,
быть близкими к периодам движения звезд в
окрестностях двойного бара. Весьма желательны
поэтому прямая наблюдательная проверка дан-
ных эффектов и проведение дальнейших иссле-
дований с уточнением структуры компонентов в
двойных барах.

Выше отмечалось, что кроме вращательных
либраций существуют и другие механизмы взаи-
модействия бара с внешними подсистемами в га-
лактиках. Так, эффект замедления вращения бара
возможен как за счет передачи углового момента
звездам [2], так и за счет влияния динамического
трения между баром и гало [17]. Существует и так
называемый “buckling” – эффект изменения
формы бара [18], приводящий к округлению его
формы и к дополнительному разогреву звездного
диска. Предложенный в нашей работе метод рас-
чета момента сил на бар указывает на существова-
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ние еще одного механизма, влияющего на враще-
ние (торможение или ускорение) бара через гра-
витационное влияние на него внешнего гало.
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