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В работе с помощью формализма Верлинда рассмотрено несколько сценариев эволюции Вселен-
ной Фридмана–Робертсона–Уокера, которые возможны в рамках энтропийной космологии, осно-
ванной на новой модификации энтропийной меры Шарма–Миттала. Исследование, проводимое в
рамках неэкстенсивной статистической теории, использует несколько энтропийных мер, ассоции-
рованных с горизонтом Вселенной из-за хранящихся там голографических данных. Сконструиро-
вано несколько вариантов обобщенных уравнений Фридмана, которые могут служить эффектив-
ной теоретической основой для описания динамической эволюции плоской, однородной и изо-
тропной Вселенной, порождая многообразные формы заключенной в ней материи. Предложенный
подход, связанный с использованием вероятностных неэкстенсивных аспектов космологического
горизонта Вселенной, соответствует известным основным требованиям, предъявляемым к термо-
динамическому моделированию динамического поведения космического пространства без привле-
чения концепции гипотетической темной энергии.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Среди множества сценариев ускоренного рас-

ширения Вселенной большое внимание совсем
недавно привлекла “энтропийная космология”,
согласно которой гравитация воспринимается
как своего рода сила, связанная с ростом энтро-
пии. В энтропийной космологии предполагается,
что температура и энтропия на поверхности, ас-
социируемой с горизонтом Вселенной, обуслов-
лена хранящимися на этой поверхности гологра-
фическими данными. Понятие космологической
энтропийной силы впервые было предложено в
работе [1], в которой гравитация объясняется че-
рез энтропию, т.е. имеет термодинамическое
происхождение [2–4]. Было показано, что исходя
из голографического принципа образования про-
странства-времени1 неизбежно возникает грави-
тация, которая отождествляется с энтропийной

силой , обусловленной увеличением
энтропии2, связанным с ростом площади, зани-
маемой материальными телами. В рамках гипоте-
зы Верлинде [5] была развита эвристическая тео-
рия ускоренного расширения Вселенной, базиру-
ющаяся на энтропийной силе. Авторами этой
работы было показано, что наряду с традицион-
ным объяснением ускорения Вселенной, осно-
ванном на наличии управляющей силы в уравне-
ниях Фридмана, обусловленной гипотетической
темной энергией, возможна альтернативная ин-
терпретация ее динамической эволюции, связан-
ная с наличием отталкивающей энтропийной си-
лы, которая возникает при росте информации на
экране поверхности хаббловского горизонта [6,
7]. Оказалось, что при таком подходе физическое

1 Под голографией в космологии понимается информация о
Вселенной, закодированная на поверхностном экране,
расположенном на горизонте событий (области простран-
ства-времени), который трактуется как двумерная поверх-
ность Вселенной (см., например, [37]).

2 Согласно голографическому принципу, энтропия хранит-
ся на голографических экранах, а рост информации, свя-
занный с увеличением поверхности Вселенной, занимае-
мой материальными телами, приводит к увеличению эн-
тропии; отсюда возникновение градиента энтропии
(энтропийной силы), направленного против увеличения
радиуса указанной площади поверхности.

= − /sF TdS dr
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понимание процесса ускорения Вселенной впол-
не объяснимо без привлечения концепции тем-
ной энергии как некой постулируемой среды с
отрицательным давлением.

Наконец, в целом ряде работ (см., например,
[8–31]), посвященных энтропийной космологии,
были рассмотрены сценарии эволюции Вселен-
ной под влиянием энтропийных сил различной
природы. В этих исследованиях, наряду с темпе-
ратурой де Ситтера [32], используются различные
энтропии, ассоциированные с космологическим
горизонтом Вселенной. Это энтропия Бекен-
штейна–Хокинга [6]; равнораспределенные по
степеням свободы неэкстенсивные энтропии
Тсаллиса–Чирто [33], Каниадакиса [30, 34] и
Барроу [2, 35]; модифицированная энтропия Ре-
ньи [18, 21, 36]; модифицированная энтропия
Шарма–Миттала [4, 25]. При этом в уравнениях
общей теории относительности Эйнштейна вме-
сто космологической постоянной Λ появляются
дополнительные управляющие члены, связанные
с используемой энтропией. С помощью видоиз-
мененных подобным образом уравнений Фрид-
мана было показано, что основанные на них мо-
дели теоретически могут объяснить, в частности,
текущую ускоренную фазу Вселенной, поскольку
хорошо согласуются с данными по сверхновым
звездам (см., например, [38]). Важно также отме-
тить, что обнаруженное ускорение Вселенной яв-
ляется сравнительно небольшим (порядка посто-
янной Хаббла), в отличие от его огромного значе-
ния, предсказываемого квантовой теорией поля в
сочетании с общей теорией относительности3.
Как видим, изучение влияния энтропийных сил
на эволюцию Вселенной представляет несомнен-
ный интерес, поскольку из-за отталкивающего
(антигравитационного) действия именно эти си-
лы могут сыграть роль темной энергии как в фор-
ме космологической постоянной, так и в форме
скалярных полей [39].

В настоящей работе, мотивированной резуль-
татами исследований [4, 25], для объяснения эво-
люции ускоренно расширяющейся Вселенной в
рамках неэкстенсивных статистических теорий
используется температура де Ситтера и неэкстен-
сивные энтропийные меры, ассоциированные с
горизонтом Вселенной из-за голографически
хранящейся там информации [24, 36, 38, 40]. Эф-
фективность использования неэкстенсивных ста-

3 Отождествление космологической постоянной с энергией
вакуума не позволяет, к сожалению, проникнуть в существо
темной энергии и приводит к пока неразрешимой пробле-
ме, которая заключается в том, что наблюдаемое значение

плотности темной энергии, , и еe теорети-

чески предсказанное значение, , отлича-
ются на 120 порядков (здесь  – потенциал скаляр-
ного поля ϕ (инфлатона) [39].

−
Λρ ≈ 3 4(10 ev)

obs

Λρ ≈ 18 410 (Gev)
th

= ϕv v( )

тистик в космологическом контексте, необходи-
мость привлечения которых возникает из-за
дальнодействующей природы гравитации, за-
ключается в появлении дополнительных пара-
метров неэкстенсивности в выражениях для эн-
тропийных сил. Это позволяет выбрать подходя-
щие их значения при конструировании наиболее
вероятных сценариев эволюции Вселенной.

Нами предложена новая модификация энтро-
пийной меры Шарма–Миттала (см. [41, 42]),
описывающая эволюцию неэкстенсивной плос-
кой Вселенной и обобщающая модифицирован-
ные энтропии Реньи и Тсаллиса, которые были
использованы ранее в работах [25, 30, 43]. При
этом в модифицированной энтропии Шарма–
Миттала4 предлагается использовать вместо тра-
диционной энтропии Бекенштейна–Хокинга [5]
энтропию Барроу [35], отвечающую квантовым
гравитационным эффектам горизонта Вселенной
[38, 44, 45].

На основе модифицированной энтропии
Шарма–Миттала сконструировано несколько ва-
риантов обобщенных уравнений Фридмана–Ро-
бертсона–Уокера, которые содержат дополни-
тельные управляющие силы, соответствующие
изменяющемуся во времени космологическому
члену и зависящие от конкретной формы энтро-
пии, изначально выбранной для описания грави-
тационных эффектов. В работе также отмечается
совместимость этих сценариев эволюции неэкс-
тенсивной Вселенной с имеющимися данными
космологических наблюдений [24, 36]. Получен-
ные на основе формализма обобщенной энтро-
пии Шарма–Миттала результаты соответствуют
основным требованиям, предъявляемым к тер-
модинамическому моделированию динамиче-
ской эволюции Вселенной в терминах неэкстен-
сивной энтропии, включая дальнодействующие
взаимодействия, такие как гравитация и анти-
гравитация.

2. ИСХОДНЫЕ ЭНТРОПИЙНЫЕ МЕРЫ
НА ГОЛОГРАФИЧЕСКОМ 

ГОРИЗОНТЕ ВСЕЛЕННОЙ

Основное исходное положение теории Вер-
линде заключается в том, что “квантово-запутан-
ная пространственно-временная информация”
части Вселенной подчиняется голографическому
принципу. Согласно этому положению, инфор-
мация может храниться на голографическом
экране (мембране) в любом месте вокруг матери-
альных тел. Как известно, в физике черных дыр

4 “Новая модификация” энтропии Шарма–Миттала бази-
руется на неэкстенсивной энтропии Барроу, которая заме-
няет обычную энтропию Бекенштейна–Хокинга, исполь-
зуемую в энтропийном формализме, разработанном в ра-
ботах [20, 43].
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существует представление о хранении информа-
ции на горизонте событий черной дыры. По ана-
логии с термодинамическими характеристиками
горизонта событий черной дыры, описываемой
своими температурой и энтропией, в энтропий-
ной космологии также предполагается, что об-
ласть расширяющейся пространственно плоской
Вселенной имеет температуру и связанную с ней
ассоциированную энтропию Бекенштейна–
Хокинга (Б–Х). При этом информация закодиро-
вана в самой структуре пространства и само про-
странство является возникающим (эмерджент-
ным). Исходя из этих предпосылок стал возмож-
ным вывод появляющихся вместе с самим
пространством законов механики (что и сделал
Верлинде в цитируемой в этом разделе работе).
Между телами и в окружающем пространстве
плотность энтропии, ассоциированная с этими
телами, изменяется (увеличивается). Рост энтро-
пии сопровождается притяжением тел, что, со-
гласно второму закону термодинамики, является
переходом в более вероятное состояние. По этой
причине гравитацию можно воспринимать, как
некую энтропийную силу, вызванную изменени-
ем количества информации, связанной с положе-
нием материальных тел в пространстве. Возник-
новение подобной бесконтактной силы можно
объяснить в какой-то степени аналогией с осмо-
сом через полупроницаемую мембрану.

Представление о возникновении энтропий-
ной силы на голографическом горизонте расши-
ряющейся плоской Вселенной, имеющем ассо-
циированную энтропию и температуру, приводит
к энтропийной космологии, которая предполага-
ет, что именно энтропийная сила ответственна за
явление ускоренного расширения Вселенной. По
этой причине неоднозначная составляющая тем-
ной энергии как в форме космологической по-
стоянной Λ, так и в форме скалярных полей, мо-
жет быть опущена в уравнениях Фридмана.

2.1. Эффективное действие, энтропия 
и поверхностные члены

В энтропийной космологии рассматриваются
феноменологические модели ускоряющейся Все-
ленной под влиянием энтропийных сил. При
этом изначально предполагается, что общая тео-
рия относительности (ОТО) верна и ее можно по-
лучить как любую фундаментальную теорию, из
вариационного принципа с использованием ко-
вариантного действия Эйнштейна-Гильберта,
включающего действие материи и излучения, а
также поверхностные члены, которые обычно иг-
норируются в классической ОТО, поскольку они
не меняют физику в пространстве-времени
Минковского. Однако при моделировании гра-
витационной системы, у которой есть горизонт,
поверхностные члены могут играть существен-

ное роль в ее эволюции. С учетом этого замеча-
ния скалярное действие гравитационной систе-
мы, включающее материальные поля и условия
на ее поверхности, описывается выражением

, где  – скалярная кри-

визна пространства-времени,  – материальный
лагранжиан,  – лагранжиан, описывающий об-
мен энергией и импульсом между объемом и гра-
ницей [21]. В классической ОТО лагранжиан 
описывается дельта-функцией, чтобы удовлетво-
рить локальности теории. Однако в рамках энтро-
пийной космологии этот член, связанный с голо-
графическим описанием физики двумерной по-
верхности Вселенной, является нелокальным
эффектом, который соотносится с энтропийной
силой во Вселенной.

Таким образом, в энтропийной космологии
действие I также может быть использовано для
описания голографической картины эволюции
Вселенной. Его варьирование по метрике 
приводит к следующему видоизмененному урав-
нению поля Эйнштейна в ОТО за счет дополни-
тельного члена с поверхностной энергией:

где  – тензор Риччи,  – тензор энергии-им-
пульса. В ОТО поверхностными членами прене-
брегают, однако они имеют существенное значе-
ние, когда имеется горизонт ускорения [23]. Для
изотропной и однородной Вселенной в случае
плоского гиперпространства из видоизмененного
уравнения поля Энштейна следует уравнение,
связывающее ускорение масштабного фактора 
с замедлением энергетического содержания и

ускорением от поверхностных сил [10]  =

=  + , где  – масштаб-

ный фактор;  – ускорение поверхности го-
ризонта,  – масштабная шкала горизон-
та Хаббла.

В настоящее время существует несколько под-
ходов к определению формы поверхностного чле-
на в этом уравнении [21, 23]. Следует, однако, от-
метить, что несмотря на то, что моделирование
поверхностных членов в этом уравнении является
побуждающим мотивом к построению строгой
теории, которую можно применить ко всем про-
странствам-временам независимо от их асимпто-
тического поведения или типа горизонтов, суще-
ствующие на сегодня “рабочие” энтропийные
модели являются все же феноменологическими,
поскольку получаются, как правило, без строгого
обоснования.

∂
= + + �m b( )

M M
I R L L R
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Начнем с того, что рассмотрим (в качестве
примера моделирования поверхностного чле-
на) подход Верлинде, базирующийся на энтро-
пийной силе, связанной с ростом энтропии
Б‒Х из-за изменения количества информации,
хранящейся голографически на поверхности
горизонта Вселенной, и который естественным
образом приводит к ускоренному расширению
Вселенной.

2.2. Энтропийная сила, отвечающая энтропии 
Бекенштейна–Хокинга

В энтропийной космологии, по аналогии с тер-
модинамическими характеристиками горизонта
событий черной дыры, описываемой своими тем-
пературой и энтропией, часто принимается, что
область расширяющейся пространственно-плос-
кой Вселенной (совпадающая с горизонтом Хабб-
ла) имеет температуру  (пропорцио-
нальную температуре де Ситтера) [32], и связан-
ную с ней ассоциированную энтропию Б–Х SBH
[5, 7]. В этом случае проблема связи космологиче-
ской постоянной с энтропийной силой решается
естественным образом (см. [1]).

В энтропийной космологии горизонт (радиус)
Хаббла RH и температура космологического гори-
зонта Вселенной  определяются выражениями

(1)

(2)

где k и  – соответственно постоянная
Больцмана и приведенная постоянная Планка-
Дирака;  – параметр Хаббла, или
хаббловская скорость расширения Вселенной;  –
временная координата;  – масштабный фак-
тор Робертсона–Уокера [39].

Связанная с горизонтом Вселенной энтропия
Б–Х задается следующим соотношением [6]

(3)

где  – величина площади по-
верхности области хаббловского радиуса ;

 ≈  м2 – площадь Планка.
При подстановке площади AH в соотношение (3)
получим

(4)
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Здесь введена широко используемая нами в даль-
нейшем численная константа

(5)

где  – планковская длина. Темпера-
тура горизонта приводит к сопутствующей энтро-
пийной силе и результирующему ускорению го-
ризонта, определяемому соотношением Унру

 =  м/сек2.
Увеличение радиуса RH на  увеличивает эн-

тропию SBH на  в соответствии с соотноше-
нием

(6)

Определим теперь поверхностную энтропий-
ную силу FBH (силу антигравитации), отвечаю-
щую росту энтропии Б–Х, выражением 

. Здесь знак минус указывает на-
правление увеличения энтропии или экран, кото-
рым является горизонт событий [5]. Тогда, ис-
пользуя соотношения (2) и (6), получим следую-
щее выражение для энтропийной силы5

(7)

Давление этой силы на космологический го-
ризонт Вселенной, приводящее к возникнове-
нию антигравитации, определяется формулой

(8)

где  – плотность критической
энергии. Эта величина близка к измеренному от-
рицательному давлению (натяжению) темной
энергии в форме космологической постоянной
[39]. Причем в рассматриваемом случае напряже-
ние возникает не из-за отрицательного давления
темной энергии, а от давления, обусловленного
изменением энтропии поверхности горизонта.
Оно эквивалентно внешнему ускорению

 учет которого приводят к уско-

5 Отметим, что выражение (7) совпадает по модулю с тем,
которое, как утверждают некоторые исследователи, явля-
ется максимально возможной величиной силы. В настоя-
щее время возможность существования максимального
значения силы достаточно оживленно обсуждается в лите-
ратуре.
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рению в уравнениях Фридмана-Леметра (см. так-
же вывод уравнения (60) с использованием давле-
ния )

Таким образом, можно считать, что в гологра-
фическом подходе Верлинде эффект отталкива-
ния возникает не за счет отрицательного давле-
ния темной энергии, а за счет давления на космо-
логический горизонт энтропийной силы,
связанной с ростом поверхностной энтропии (в
данном случае энтропии Б–Х) на горизонте Все-
ленной.

Рассмотрим теперь другие энтропийные силы,
связанные с оригинальными энтропийными ме-
рами, традиционно используемыми в энтропий-
ной космологии.

2.3. Энтропийная сила, связанная 
с энтропией Барроу

В целом ряде публикаций, посвященных эн-
тропийной космологии, были предложены раз-
личные варианты эффективного давления, от-
личного от давления энтропийной силы (Б–Х),
которые позволяют моделировать различные сце-
нарии эволюции Вселенной, в частности, при
временах, когда “обычное” вещество и излучение
играли более важную роль. Недавно в работе [35]
была предложена модель квантовой гравитаци-
онной пены пространства-времени для оценки
энтропии черных дыр и Вселенной, поверхность
которых может иметь сложную фрактальную
структуру космологического горизонта (области
пространства-времени) вплоть до сколь угодно
малых масштабов (порядка планковской длины)
из-за квантово-гравитационных эффектов. Вве-
дение такой фрактальной структуры горизонта
Вселенной приводит к увеличению площади ее
поверхности. Как известно, площадь поверхно-
сти Вселенной – это ключевая характеристика,
которая определяет ее энтропию и информатив-
ность. Энтропия Барроу возникает, в частности,
из-за того, что горизонт Вселенной может дефор-
мироваться вследствие квантово-гравитацион-
ных эффектов, а ее отклонение от энтропии Б–Х
количественно определяется показателем степе-
ни деформации Δ, отвечающим фрактальной раз-
мерностью поверхности.

Сложная фрактальная структура горизонта
Вселенной приводит к конечному объему, но с
бесконечной или конечной площадью [29, 35].
Согласно космологической термодинамике,
возможные эффекты квантово-гравитационной
пены пространства-времени в области космоло-
гического горизонта приводят к новому опреде-
лению энтропии Вселенной – к неаддитивной

BHP

∂ π  = − ρ + + 
 ∂

2
2

2 2
1 4 3 ( )

3
.a G P H t

a t c

энтропии Барроу SBar [35], связанной с аддитив-

ной энтропией Б–Х в виде: .
При подстановке величин SBar и k в это соотно-

шение получим . Параметр 
, являясь фрактальной массовой раз-

мерностью квантово-гравитационной пены, ко-
личественно определяет деформацию структуры
горизонта Вселенной6.

Энтропию  можно представить в следую-
щих формах:

(9)

Здесь  м2 – площадь
Планка;  – величина площади стандартного
горизонта; . В случае, когда пара-
метр Δ = 0, что соответствует простейшей струк-
туре космологического горизонта Вселенной,
восстанавливается рассмотренная выше стан-
дартная энтропия Бекенштейна–Хокинга

В случае Δ = 1 имеет место гладкая простран-
ственно-временная структура горизонта Вселен-
ной, при этом энтропия Барроу совпадает с так
называемой равно-распределенной по степеням
свободы неаддитивной энтропией Тсаллиса–
Чирто [2, 33]

(10)

введенной этими авторами в рассмотрение при
исследовании эволюции черных дыр на основе
совершенно других физических принципов, от-
личных от фрактальной интерпретации горизон-
та Вселенной [27, 46, 47].

Ясно, что в общем случае среды c фрактальной
размерностью , космологические урав-
нения Фридмана, основанные на энтропийной
силе Барроу, будут содержать, как показано ни-
же, новые дополнительные члены, позволяющие

6 Следует отметить, что при определении энтропии Барроу
сложная фрактальная структура космологического гори-
зонта моделируется аналогом сферической “снежинки Ко-
ха”, использующим бесконечную убывающую иерархию
соприкасающихся сфер вокруг горизонта событий Шварц-
шильда. Тем не менее эта простая модель возможных про-
явлений квантово-гравитационной эффектов имеет важ-
ные следствия для оценок энтропии Вселенной, которая
обычно несколько больше, чем в базовом сценарии, свя-
занном с энтропией Бекенштейна–Хокинга.
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моделировать различные сценарии космологиче-
ской эволюции Вселенной [28, 38, 45].

Применяя рассмотренную в предыдущем под-
разделе процедуру вывода выражений для энтро-
пийной силы и соответствующего давления на
космологический горизонт Вселенной, но уже с
энтропией Барроу, получим:

(11)

(12)

При написании этих выражений использова-
ны следующие формулы: для производной энтро-
пии Барроу  по радиусу RH

(13)

для температуры де Cиттера, записанной в виде

(14)

Перейдем теперь к определению энтропийных
сил, полученных на основе нового энтропийного
формализма, основанного на модифицирован-
ной энтропии Шарма–Миттала.

3. ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ 
ЭНТРОПИЙНЫЕ МЕРЫ СЕМЕЙСТВА 

ШАРМА–МИТТАЛА
Представляет интерес рассмотрение различ-

ных типов энтропийной меры, используемых в
качестве эффективной теоретической основы в
энтропийной космологии. Рассмотрим вначале
оригинальную двухпараметрическую энтропий-
ную меру Шарма–Миттала, которая определяет-
ся формулой [41]:

(15)

где  – параметры неэкстенсивности ( ,
, );  – нормированная на еди-

ницу плотность вероятности распределения мик-
роскопического состояния системы  частиц,
заданного одной точкой 
в -мерном фазовом пространстве, безразмер-
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ный элемент которого имеет вид 

;  – число степеней свободы.

Заметим, что переход от непрерывной плотно-
сти распределения  микроскопического со-
стояния системы к дискретному распределению
частиц  осуществляется заменой интегрирова-
ния по всему фазовому пространству суммирова-
нием по .

Энтропийная мера (15) включает как класси-
ческую, так и деформированные однопараметри-
ческие энтропии, в частности:

− энтропию Больцмана–Гиббса [48, 49]

(16)

− энтропию Реньи [50, 51]

(17)

− энтропию Тсаллиса [52–54]

(18)

− энтропию Гаусса [55]

(19)

− энтропию Ландсберга–Ведрала [56]

(20)

Здесь , ; в пределе ,  все при-
веденные однопараметрические энтропии вос-
производят стандартную энтропию Больцмана–
Гиббса (16).

3.1. Экспонента Тсаллиса 
и деформированный логарифм

Далее будем использовать так называемые де-
формированные функции: деформированный
логарифм  и экспоненту Тсаллиса ,
которые определяются следующим образом [57]:
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где , ; выражение, стоящее в квадрат-
ных скобках, либо положительно, либо равно ну-
лю, .

Легко проверить, что в пределе  деформи-
рованные функции принимают стандартный вид:

, 

, а также, что

(22)

Можно убедиться, что для деформированных
функций справедливы используемые далее соот-
ношения:

(23)

(24)

3.2. Энтропийный функционал Шарма–Миттала 
как родоначальник семейства 

однопараметрических энтропий

Используя обозначение  для
так называемой обобщенной статистической
суммы, перепишем выражения (17) и (18) для эн-
тропий Реньи и Тсаллиса в виде

Сопоставляя эти два выражения, получим

(25)

отсюда следуют равенства

(26)

Формула (25) позволяет также получить связу-
ющие с энтропией Тсаллиса формулы для энтро-
пий Шарма–Миттала и Ландсберга–Ведрала:

(27)
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(28)

Как видим, экспонента Тсаллиса и q-дефор-
мированный логарифм позволяют записать все
перечисленные энтропийные меры в компактной
форме. Кроме того, формулы (26)–(28) облегчают
нахождение предельных значений энтропии
Шарма–Миттала. В частности, при использова-
нии формул (22) и (23), легко получить соотноше-
ния:

(29)

(30)

(31)

Поскольку при  имеем 
, то предельное значе-

ние энтропии Тсаллиса равно энтропии Больц-
мана–Гиббса:

(32)

Аналогично, для предельных значений энтро-
пий Реньи и Ландсберга–Ведрала имеем

Наконец, используя соотношения (27) и (23),
получим формулу для определения энтропии
Гаусса

(33)

Таким образом, все приведенные однопара-
метрические энтропии могут изучаться по едино-
образной схеме.

4. МОДИФИЦИРОВАННАЯ ЭНТРОПИЙНАЯ 
МЕРА ШАРМА–МИТТАЛА

Оригинальные и модифицированные энтро-
пии Реньи и Тсаллиса, возникающие согласно
развиваемой концепции на горизонте неэкстен-
сивной Вселенной, широко используются в со-
временной космологии (см., например, [4, 18, 27,
31, 46, 58]). В частности, модифицированная эн-
тропия Реньи успешно применяется к голографи-
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ческому закону равнораспределения, предложен-
ному Падманабханом для исследования термоди-
намических аспектов космической гравитации
[3]. При этом модификация энтропии Реньи 
связана с формальной заменой оригинальной эн-
тропии Тсаллиса, фигурирующей в логарифми-
ческой формуле (27) исходной энтропии Реньи,
на энтропию Бекенштейна–Хокинга . В рам-
ках неэкстенсивной статистической механики
был предложен [20] энтропийный формализм,
основанный на модифицированной аналогич-
ным способом двухпараметрической энтропии
Шарма–Миттала, частным случаем которой яв-
ляется однопараметрическая энтропия Реньи
[59–61].

Модификация энтропий Реньи и Шарма–
Миттала, предложенная в работах [4, 20, 43],
обеспечивается формальной заменой оригиналь-
ной энтропии Тсаллиса, фигурирующей в форму-
лах (26) и (27), на энтропию Б–Х  В результате
были получены следующие выражения для моди-
фицированных энтропий

(34)

(35)

Следует заметить, что физическая интерпрета-
ция подобной модификации указанных энтро-
пий в настоящее время остается не совсем ясной.
Тем не менее в ряде работ (см., например, [18, 24])
было показано, что энтропии (34) и (35) могут
служить эффективной теоретической основой
для энтропийной космологии, порождая ее раз-
личные варианты.

По мнению авторов данной работы, в качестве
перспективных будущих исследований представ-
ляет несомненный интерес изучение еще одной
модификации энтропии Шарля–Миттеля, кото-
рая приводит к новым сценариям в эволюцион-
ной космологии. Они получается путем замены
энтропии Тсаллиса в оригинальном математиче-
ском представлении энтропии Шарля–Миттеля
(формула (27)) на энтропию Барроу (9), описыва-
ющую сложную фрактальную структурe космоло-
гического горизонта Вселенной. В результате по-
лучим новую модифицированную энтропию

(36)

которая содержит, кроме параметров неэкстен-
сивности q и r, дополнительный параметр Δ – по-
казатель степени деформации космологической
поверхности. Это обстоятельство позволяет зна-
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чительно расширить методы конструирования
различных сценариев эволюции Вселенной.

4.1. Cила, связанная с модифицированной 
энтропией Шарма–Миттала

Используя свойства (21) и (24) деформирован-
ных логарифма и экспоненты, а также формулы
(9), (11) и (27), получим

(37)

Соответственно, энтропийная сила, отвечаю-
щая модифицированной энтропии Шарма–Мит-
тала FSM, и ее давление PSM на космологический
горизонт Вселенной определяются формулами:

(38)

(39)

При выводе соотношения (38) использовалась
формула (14) для температуры де Ситтера.

Применяя формулу (39), найдем давления
на космологический горизонт, оказываемые
энтропийными силами, отвечающими сле-
дующим модифицированным энтропиям:
Тсаллиса ; Реньи

= ; Ландсберга–Ведрала

 = ; Гаусса 

.

В результате получим:
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(41)

(42)

(43)

Заметим, что если положить в формуле (41) па-
раметр деформации Δ = 0, то полученное выраже-
ние для давления на космологический горизонт
отвечает модифицированной с помощью энтро-
пии Б–Х  энтропии Реньи

(44)

Выражения для давлений, связанных с эн-
тропийными мерами Барроу и Тсаллиса–Чир-
то, следуют из формулы (40), когда свободные
параметры принимают значения ( ; ) и
( ; ) соответственно. В результате бу-
дем иметь [31]

(45)

5. КЛАССИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 
ДИНАМИЧЕСКОЙ КОСМОЛОГИИ

В классической космологии модели эволюци-
онирующей Вселенной конструируются на осно-
ве уравнений общей теории относительности
Эйнштейна [39, 62]. Мы используем подход, вы-
полненный в рамках энтропийной космологии,
основой которого служит построение уравнений
Фридмана с помощью модифицированного эн-
тропийного формализма Шармы–Миттала, что
является основной целью работы. Эту цель пре-
следовали основные результаты по анализу раз-
личных типов неэкстенсивных энтропий, ответ-
ственных в рамках рассматриваемой концепции
за возникновение энтропийной силы, изложен-
ные в разделах 1–3.

Ограничимся для простоты рассмотрением
плоской Вселенной, которая является бесконеч-
ной в пространстве, однородной, изотропной и
расширяющейся. При этом будем считать, что
Вселенная моделируется некоторой “космологи-
ческой жидкостью”, дисперсные частицы кото-
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рой суть галактики. На таком уровне крупномас-
штабного усреднения структура Вселенной сим-
метрична и не имеет особенностей.

В плоском гиперпространстве пространствен-
но-временной линейный интервал имеет вид
метрики Фридмана

(46)

которому соответствует метрический тензор  с

галилеевыми компонентами ; 
;  при ; , где t –

собственное время;  – масштабный фактор
Робертсона–Уокера.

Будем рассматривать идеальную космологиче-
скую жидкость, которая определяется как среда, в
каждой точке которой существует локально инер-
циальная декартова система отсчета, движущаяся
вместе с жидкостью; при этом сама жидкость од-
нородна и изотропна по всем направлениям. Для
такой среды тензор энергии-импульса, играю-
щий роль источника гравитационного поля, в
принятой системе координат имеет вид:

где ,  – соответственно, плотность
(гравитирующая энергия) и скалярное давление
идеальной жидкости (включающей материю и
излучение) в момент времени t. Здесь введена че-
тырехмерная скорость , которая опре-
делена условием, что в сопутствующей локально
инерциальной декартовой системе отсчета ее
компоненты равны  и . В соответ-
ствии с гипотезой об однородности и изотропии
Вселенной предполагается, что тензор энергии-
импульса  имеет диагональный вид, с про-
странственными компонентами, пропорцио-
нальными плотности давления [62]:

(47)

Заметим, что в плоской Вселенной7 трехмер-
ная кривизна является нулевой, однако четырех-
мерное пространство остается кривым.

7 Как известно, пространство является плоским (открытым)
только в том случае, если отношение , где

 – критическая плотность (вещество + излу-
чение), при которой происходит переход от открытой Все-
ленной к замкнутой. По современным наблюдательным
данным величина .
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5.1. Уравнения Фридмана–Робертсона–Уокера 
в гравитации Эйнштейна

Далее будем рассматривать стандартную мо-
дель Фридмана для плоской открытой Вселен-
ной. В сделанных выше предположениях из поле-
вых уравнений общей теории относительности
Эйнштейна следуют два уравнения Фридмана,
описывающие расширение Вселенной

(48)

(49)

где  – параметр Хаббла, или хабб-
ловская скорость расширения Вселенной8;

 – общая плотность энергии вещества
и радиации. Эти уравнения определяют эволю-
цию масштабного фактора , изменение кото-
рого с течением времени описывает расширение
или сжатие пространства до тех пор, пока Вселен-
ную можно считать однородной и изотропной.
Здесь в уравнения (48) и (49) включен дополни-
тельный лямбда-член  (космологическая посто-
янная, которая эквивалентна энергии вакуума),
объясняющий при надлежащем определении
ускоренное расширение поздней Вселенной [64].

Из уравнений (48) и (49) (записанных без
лямбда-члена) можно получить еще одно важное
уравнение (ковариантный закон сохранения
тензора энергии-импульса), описывающее эво-
люцию плотности энергии при адиабатическом
расширении Вселенной в фридмановской кос-
мологии

(50)

Для этого необходимо продифференцировать
уравнение энергии (48) и результат скомбиниро-
вать с уравнением движения (49), которому удо-
влетворяет давление. Следует особо подчеркнуть,
что согласно общей теории относительности, гра-
витационное поле создается не только плотно-
стью среды, но и давлением в комбинации

 [65].
Таким образом, фундаментальными уравне-

ниями динамической космологии, основанными

8 Значение H0, соответствующее наблюдениям фонового
космического излучения (CMB) на КА “Планк”, составля-
ет H0 = 67.4 ± 0.5 (км/с)/Мпк [63]. В то же время, основы-
ваясь на данных измерений телескопом Хаббла расстоя-
ний и красного смещения ярких объектов в относительно
близких галактиках – сверхновых, цефеид (“лестницы
расстояний”) называется значение 73.3 ± 1.7 (км/с)/Мпк
[64]. На современном этапе исследований устранить это
различие (~9%), значительно превышающее точность из-
мерений, вряд ли возможно, но оно имеет ключевое значе-
ние в моделях эволюции Вселенной.
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на метрике Робертсона–Уокера, являются урав-
нение (49), выражающее ускорение через плот-
ность энергии и давление идеальной космологиче-
ской жидкости, и уравнение сохранения энергии
(50). Эти уравнения содержат три неизвестные
функции: ,  и . Чтобы полностью опре-
делить систему, необходимо еще одно уравнение.
Обычно этим уравнением является уравнение со-
стояния, выражающее плотность давления как
функцию плотности энергии . Исполь-
зуя уравнение , можно при соответству-
ющих начальных условиях решить дифферен-
циальное уравнение (50), чтобы найти  как
функцию , а затем использовать (48), чтобы
отыскать  как функцию  Заметим, что во
многих практически интересных случаях спра-
ведливо линейное соотношение ; в част-
ности, в случае радиационно-доминированной
эпохи , для эры доминирования вещества
(например, пыли) , для вакуумно-домини-
рованной Вселенной  [39, 62]. Однако в бо-
лее общем не адиабатическом случае давление
может зависеть от других термодинамических пе-
ременных (температуры, энтропии и т.п.).

Следует также отметить, что в случае стандарт-
ной плоской модели Вселенной можно обойтись
без точного знания зависимости плотности энер-
гии  от масштабного фактора  при обосновании
важных следствий, касающихся прошлого и буду-
щего расширения Вселенной [39]. Действитель-
но, используя уравнения (48) и (49),  можно полу-
чить уравнение

из которого видно, что до тех пор, пока величина
 остается положительной (что имеет ме-

сто для любой комбинации вещества и излучения
в отсутствие плотности энергии вакуума), ускоре-
ние  оказывается отрицательным,
т.е. гравитация становится притягивающей.
Именно по этой причине, для объяснения наблю-
даемого ускоренного расширения Вселенной,
при котором гравитация оказывается отталкива-
ющей (антигравитацией), возникла необходи-
мость в видоизменении этого уравнения.

В работе [31] нами был рассмотрен подход к
моделированию не адиабатического сценария
ускоренного расширения Вселенной под воздей-
ствием давления энтропийных сил, связанных с
энтропиями, пропорциональными площади кос-
мологического горизонта. К таким энтропиям от-
носятся приведенные выше энтропии Бекен-
штейна–Хокинга, Барроу и Тсаллиса–Чирто.
Однако простая формула площади для энтропии
не выполняется в теориях космической гравита-
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ции с высшими производными [67]. Поэтому пред-
ставляется целесообразным получить обобщенные
уравнения Фридмана–Робертсона–Уокера в рам-
ках энтропийной космологии, основанной на мо-
дифицированных энтропиях, зависящих от свобод-
ных параметров неэкстенсивности  и деформа-
ции (Δ). Эти результаты непосредственно связаны
с голографическими свойствами гравитации.

6. ОБОБЩЕННЫЕ УРАВНЕНИЯ 
РИДМАНА–РОБЕРТСОНА–УОКЕРА

Следуя методологии вывода модифицирован-
ных уравнений Фридмана в энтропийной космо-
логии [1, 5, 13, 15, 16], запишем эффективное дав-
ление , связанное с модифицированной эн-
тропией Шарма–Миттала в виде:

(51)

где давление PSM задается формулой (39). По
предположению именно этому давлению в разви-
ваемом нами варианте энтропийной космологии
обязана антигравитация, приводящая к ускорен-
ному расширению Вселенной.

При использовании эффективного давления
 космологические уравнения Фридмана (49) и

(50) принимают следующий обобщенный вид:

(52)

(53)

Эти феноменологически модифицированные
уравнения Фридмана, естественно, должны быть
дополнены соответствующим уравнением состо-
яния  [64].

Заметим, что наличие нескольких свободных
параметров в этих уравнениях позволяет полу-
чить различные варианты движущих сил, вызы-
вающих отклонение от “стандартной” гологра-
фической модели Вселенной, предложенной
Верлинде [1]. Как показано, например, в работе
[25], модель эволюции Вселенной, основанная на
системе уравнений (52)–(53) при Δ = 0, стабильна
и имеет существенно меньше недостатков по
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сравнению с моделью Верлинде, усовершенство-
ванной за счет ряда введенных ограничений.

Ниже приведено несколько вариантов обоб-
щенных моделей фридмановской Вселенной, по-
лученных исходя из предложенной нами моди-
фицированной энтропии Шарма–Миттеля.

6.1. Обобщенные уравнения Фридмана 
с использованием модифицированной 

энтропии Реньи 

Эти уравнения следуют из уравнений (52) и
(53), если устремить параметр неэкстенсивности r
к единице. В результате будем иметь:

(54)

(55)

Уравнения (54) и (55) могут быть использова-
ны для изучения различных свойств простран-
ства-времени.

6.2. Обобщенные уравнения Фридмана
с использованием модифицированной энтропии 

Ландсберга–Ведрала 

Устремляя в уравнениях (52) и (53) параметр
неэкстенсивности r к , получим

(56)

(57)

Заметим, что неэкстенсивная энтропийная
мера Ландсберга–Ведрала до сих пор не привле-
калась к моделированию в рамках энтропийной
космологии эволюции Вселенной.
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6.3. Обобщенные уравнения Фридмана, основанные 
на модифицированной энтропии Реньи 

Полагая в уравнениях (54) и (55) параметр де-
формации Δ равным нулю, получим следующие
обобщенные уравнения Фридмана

(58)

(59)

В этих уравнениях исходная энтропия Реньи
модифицирована с помощью энтропии Бекен-
штейна–Хокинга [20, 21, 25].

6.4. Классические уравнения 
энтропийной космологии

Эти уравнения получаются, если в уравнениях
(52) и (53) положить параметр деформации Δ = 0
и устремить параметр неэкстенсивности q к еди-
нице:

(60)

(61)

В энтропийной космологии их можно рас-
сматривать как обобщенные уравнения ускоре-
ния (48) и непрерывности (49), выведенные с ис-
пользованием энтропии Бекенштейна–Хокинга.
Величина H2 в этих уравнениях связана с энтро-
пийной силой, которая может объяснить уско-
ренное расширение Вселенной без введения по-
нятия темной энергии космического вакуума с
отрицательной плотностью энергии, ассоциируе-
мых с космологической постоянной. Заметим,
что энтропия Б–Х пропорциональна площади
космологического горизонта Вселенной, благо-
даря чему модель, основанная на этой энтропии,
предсказывает только расширяющуюся с равно-
мерным ускорением Вселенную. Как показано в
работе [1], такая модель согласуется с данными
определения постоянной Хаббла по сверхновым
на “лестнице расстояний” (космическому хроно-
метру).

6.5. Эволюция Вселенной под воздействием 
энтропийной силы Барроу

Энтропийной силе Барроу соответствует слу-
чай нулевой деформации (Δ = 0). Эта сила полно-
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стью отвечает стандартной энтропийной силе
Б‒Х [1]. Устремляя в уравнениях (52) и (53) пара-
метр экстенсивности q к единице, получим урав-
нения

(62)

(63)

описывающие при использовании энтропии Бар-
роу (9) как космологическое ускорение, так и за-
медление [31]. Следует вместе с тем подчеркнуть,
что, как отмечалось авторами работы [38], опи-
равшимися на данные наблюдений из выборки
коллекции (SN Ia) сверхновых и использующими
прямые измерения параметра Хаббла космиче-
скими хронометрами, этим данным лучше соот-
ветствует значение параметра деформации, рав-
ное Δ = 0.094. Другими словами, ими допускает-
ся, что небольшое отклонение от стандартной
голографической энтропии Б–Х является более
предпочтительным.

В общем случае, когда , мы имеем но-
вый космологический сценарий проявления эн-
тропийной силы, основанный на энтропии Бар-
роу, связанной с квантово-гравитационными эф-
фектами горизонта Вселенной. Этот сценарий
позволяет моделировать космологическое состо-
яние и эволюцию Вселенной при различных мо-
дификациях управляющей гравитационной силы
Барроу [45].

6.6. Ускорение (сжатие) Вселенной под 
воздействием энтропийной силы Тсаллиса–Чирто

Уравнения (62) и (63), полученные при Δ = 1,
имеют вид:

(64)

(65)

Эти уравнения связаны с энтропией Тсалли-
са–Чирто, описывающей максимальную дефор-
мацию космологического горизонта из-за кван-
тово-гравитационных эффектов [33].

Эволюционная модель, сконструированная на
их основе, отвечает как замедлению, так и уско-
рению Вселенной, поскольку управляющий си-
ловой член в этой модели пропорционален хабб-
ловской скорости расширения Вселенной H в от-
личие от аналогичного энтропийного силового
члена в модели Бекенштейна–Хокинга, который
пропорционален H2 [68].
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Отметим, что космологические уравнения, по-
добные уравнениям (64) и (65), неоднократно об-
суждались в литературе при моделировании эво-
люции Вселенной, основанной на различных ап-
проксимациях переменного космологического
члена (см., например, [68]). С другой стороны,
полученная из энтропии Барроу энтропийная си-
ла (12) Тсаллиса–Чирто ведет себя так же, как и
движущая сила вязкой космологической жидко-
сти с объемной вязкостью η, с использованием
которой в моделях “вязкой космологии” объяс-
няется ускоренное расширение Вселенной. Дей-
ствительно, выражение для эффективного давле-

ния  –  в уравнении

(50) аналогично выражению 
для давления в моделях, предложенных для опи-
сания темной материи. В моделях этого типа
предполагается, что Вселенная заполнена космо-
логической жидкостью с объемной вязкостью η,
которая может генерировать энтропию однород-
ной и изотропной Вселенной [69, 70]. Приведен-
ное сходство стало возможным по причине того,
что введенная на основе голографического прин-
ципа неаддитивная энтропия Тсаллиса–Чирто
ведет себя так, как если бы это была классическая
энтропия однородной и изотропной Вселенной,
порожденная объемным вязким напряжением
космологической жидкости [71, 72].

Таким образом, все модели, рассмотренные в
этом разделе, как и многие другие, сконструиро-
ванные на базе обобщенных уравнений Фридма-
на (52)–(53), описывают эволюцию Вселенной
без использования представлений о наличии ги-
потетической темной энергии, аналогом которой
служит космологическая постоянная. Несомнен-
но, что их дальнейший анализ будет способство-
вать более глубокому пониманию нетрадицион-
ной термодинамики и статистических аспектов
пространства-времени и гравитации.

К сказанному уместно добавить следующее:
принцип общековариантности имеет ключевое
эвристическое значение при выводе уравнений
ОТО. Однако ковариантное сохранение всех сла-
гаемых в полевых уравнениях Эйнштейна, допол-
ненных лямбда-членом, не нарушается только в
случае, когда Λ – const. Исходные в нашем иссле-
довании фридмановские уравнения (48) и (49)
получены редукцией общековариантных тензо-
ров: тензора Риччи и тензора энергии-импульса
материи. Поэтому вполне естественно, что фено-
менологические уравнения Фридмана (52)–(53),
в какой-то степени моделирующие член Λ(t), не
могут быть выведены в рамках каких-либо обще-
ковариантных уравнений.

=ТС' ( ) ( )P t P t
π

2
1/23 ( / ) ( )

2 4
c K k H t

G
= − η'( ) ( ) 3 ( )P t P t H t

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исходя из формализма Верлинде, альтерна-
тивного концепции темной энергии, исследова-
ны обобщенные космологические сценарии
ускоренного расширения (сжатия) неэкстенсив-
ной Вселенной Фридмана–Роберсона–Уокера,
которые возможны в рамках энтропийной космо-
логии, основанной на модифицированной энтро-
пийной мере Шарма–Миттала с показателем де-
формации, учитывающим сложную фрактальную
структуру космологического горизонта. Исполь-
зование двухпараметрической энтропии Шарма–
Миттала, являющейся родоначальником целого
семейства однопараметрических энтропий, поз-
воляет изучать различные сценарии динамиче-
ской эволюции неэкстенсивной Вселенной по
единообразной схеме. Выполненное в рамках не-
экстенсивной статистической теории исследова-
ние использует несколько энтропий (таких как
энтропии Барроу и Тсаллиса–Чирто, а также мо-
дифицированные энтропии Шарма–Миттала,
Реньи, Ландсберга–Ведрала и Гаусса), ассоции-
руемых с горизонтом Вселенной из-за хранящей-
ся там голографической информации. Эффект
неэкстенсивной (неаддитивной) статистической
механики и термодинамики в космологическом
контексте заключается в видоизменении управ-
ляющей энтропийной силы в уравнениях грави-
тационного поля Эйнштейна.

Рассмотренная в работе модификация неэкс-
тенсивной энтропии Шарма–Миттала базирует-
ся на энтропии Барроу, которая заменяет энтро-
пию Бекенштейна–Хокинга, фигурирующую в
известных энтропийных формализмах. Смысл
такой замены состоит в том, что энтропия Бар-
роу, учитывающая возможные эффекты кванто-
во-гравитационной пены в области космологиче-
ского горизонта, позволяет использовать допол-
нительные свободные параметры для оценки
ускоренного расширения Вселенной, которое в
большинстве случаев несколько больше, чем в ба-
зовом сценарии, основанном на энтропии Бекен-
штейна–Хокинга.

В результате авторами получен целый набор
новых обобщенных уравнений Фридмана–Ро-
бертсона–Уокера, в которых вместо космологи-
ческой постоянной фигурируют управляющие
силы, наличие которых приводит к различным
сценариям эволюции Вселенной в зависимости
от конкретной формы энтропии, изначально вы-
бранной для описания горизонта событий. Дру-
гими словами, развитый энтропийный форма-
лизм, альтернативный концепции темной энер-
гии, может служить новой теоретической
основой для моделирования динамической эво-
люции Вселенной, порождая ее модифицирован-
ные формы. Результаты моделирования динами-
ческой эволюции Вселенной, выполненного на
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основе приведенных в статье космологических
уравнений, предполагается рассмотреть в других
публикациях авторов.

В заключение заметим, что проблеме термоди-
намического моделирования динамического по-
ведения Вселенной без привлечения концепции
темной энергии, развивающему идеи Верлинде в
рамках неэкстенсивной статистической механи-
ки и термодинамики, в мире уделяется растущее
внимание, в то время как в отечественной литера-
туре публикации, связанные с изучением этих ос-
новополагающих принципов, к сожалению,
практически отсутствуют. Авторы попытались в
какой-то мере восполнить этот пробел. Именно
по этой причине значительная часть данной ста-
тьи посвящена обсуждению некоторых аспектов
неэкстенсивной статистики, одним из приложе-
ний которых служит космология. Естественно,
теория Верлинде не претендует на исчерпы-
вающее объяснение ключевых космологических
особенностей, к которым относится, в частности,
объяснение анизотропии реликтового излучения,
специфических свойств крупномасштабной
структуры Вселенной, распространенности лег-
ких химических элементов. Вместе с тем в этом
подходе нет противоречий с имеющимися на-
блюдательными данными, включая прямые из-
мерения параметра Хаббла на основе космиче-
ского хронометра. Можно думать, что космоло-
гические модели, в которых аналогом гравитации
выступает энтропийная сила, ответственная за
ускоренное расширение Вселенной, получат
дальнейшее развитие.
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