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В рамках круговой ограниченной задачи трех тел (ОЗТТ) поиск асимптотической скорости КА 
для гравитационных маневров (ГМ) может производиться с использованием интеграла Якоби  и
основного свойства постоянной интеграла Якоби для ГМ  В работе показано, что
стандартный и громоздкий способ традиционного вывода этого свойства, применяемый в совре-
менной астродинамике, может быть значительно упрощен.
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ВВЕДЕНИЕ
Проектирование современных космических

миссий к телам Солнечной системы предполагает
использование гравитационных маневров (La-
bunsky и др., 1998; Campagnola и др., 2009; Strange
и др., 2007; Голубев и др., 2014; Тучин и др., 2018).
Применение гравитационных маневров умень-
шает расход характеристической скорости кос-
мического аппарата (КА) и обеспечивает тем са-
мым возможность решения современных ком-
плексных задач изучения космоса.

Каждый гравитационный маневр (ГМ, GAM –
Gravity Assist Maneuver) можно рассматривать как
составной элемент ограниченной задачи трех тел
(ОЗТТ), поскольку, по определению, он предпо-
лагает прохождение пробной частицей (КА, ко-
метой, астероидом) сферы действия “малого те-
ла” (планеты, спутника планеты, малого тела
Солнечной системы). В рамках метода сопряжен-
ных конических сечений (МсКС) КА пролетает
сферу действия планеты по планетоцентрической
гиперболе, а вне ее – движется по гелиоцентриче-
скому коническому сечению (кеплеровой дуге).
Время гиперболического прохождения сферы дей-
ствия планеты считается пренебрежимо малым по
сравнению со временем пролета гелиоцентриче-

ской дуги. Модули скорости КА относительно
малого тела (планеты) при пересечении границ ее
сферы действия приблизительно равны величине
асимптотической скорости КА  для плането-
центрической гиперболы.

В дальнейшем полученное с использованием
МсКС решение используется в качестве первого
приближения для последующего уточнения в со-
ответствии с полной эфемеридной моделью дви-
жения небесных тел.

Таким образом, при поиске приближенного
решения задачи перелета в рамках модели круго-
вой ОЗТТ с использованием МсКС при переклю-
чении на границах сфер действия малых тел с ге-
лиоцентрических дуг на планетоцентрические
участки и обратно  является “передаточным па-
раметром” при переходе от одной модели движе-
ния к другой.

В рамках круговой ОЗТТ имеет место сохране-
ние (инвариантность) величины  асимптотиче-
ской скорости КА относительно “малого тела” –
“планеты” при неоднократном совершении около
нее ГМ (Miller, Weeks, 2002), сохраняющих посто-
янную интеграла Якоби. В МсКС, являющейся, по
сути, аппроксимацией круговой ОЗТТ с помощью
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последовательной склейки нескольких задач двух
тел “текущий центр притяжения – пробная ча-
стица” с сингулярным переключением с одной на
другую, указанное свойство, вообще говоря, оче-
видно в силу симметрии пролетной планетоцен-
трической гиперболы на одиночном гравитаци-
онном маневре. Вместе с тем, при активном ма-
неврировании КА вне сферы действия малой
планеты значение интеграла Якоби может изме-
няться. Отметим, что для случая плоской ограни-
ченной круговой задачи трех тел в работе (Елькин
и др., 2003) также показана инвариантность моду-
ля планетоцентрической скорости как следствие
интеграла Якоби с точностью до слагаемых, стре-
мящихся к нулю вместе с отношением масс пла-
неты и Солнца.

В рамках круговой ОЗТТ, с использованием ее
интеграла Якоби J, возможно аналитическое вычис-
ление  с помощью основного свойства этого инте-
грала для серии ГМ:  (в безраз-
мерном виде как отношение к скорости планеты).
Вывод этого свойства осуществляется в астродина-
мике достаточно громоздким способом (Себехей,
1982; Miller, Weeks, 2002; Campagnola, Russell, 2009):
от канонической записи интеграла Якоби в синоди-
ческой системе координат  необходимо совершить
переход к сидерической системе координат и его
приближенной модификации при его записи че-
рез орбитальные оскулирующие элементы, которая
становится идентичной параметру Тиссерана 
Далее используются достаточно громоздкие гео-
метрические соображения, позволяющие, тем не
менее, приближенно получить основное свойство
интеграла Якоби для серии ГМ в круговой ОЗТТ че-
рез связь интеграла Якоби, параметра Тиссерана и
величины асимптотической скорости КА в виде:

В настоящей работе предлагается более корот-
кий метод получения указанного основного свой-
ства интеграла Якоби и представлена его геомет-
рическая интерпретация для цепочек многократ-
ных ГМ с учетом динамических ограничений на
угол разворота вектора асимптотической скоро-
сти при совершении элементарного ГМ.

КРУГОВАЯ ОГРАНИЧЕННАЯ 
ЗАДАЧА ТРЕХ ТЕЛ

В рамках круговой ОЗТТ рассматриваются
центральное тело с гравитационным параметром
μ1, малое тело с гравитационным параметром

 и пробная частица бесконечно малой мас-
сы (КА). Предполагается, что центральное и ма-
лое тела взаимодействуют по закону всемирного
тяготения и вращаются вокруг барицентра с оди-
наковыми угловыми скоростями. Вводится вра-
щающаяся (синодическая) барицентрическая си-
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стема координат  где ось BX проходит через
центральное и малое тело и направлена в сторону
малого тела, ось BY перпендикулярна к оси BX и
сонаправлена относительной скорости малого те-
ла, ось BZ дополняет их до правоориентирован-
ного репера. Пусть  – расстояние между цен-

тральным и малым телами,  –
угловая скорость вращения системы  

– расстояния от пробной частицы (КА) до цен-
трального и малого тел соответственно,  –
скорость пробной частицы (КА) относительно
вращающейся системы координат  Проб-
ная частица не влияет на движения центрального
и малого тел, но сама притягивается к ним по за-
кону притяжения Ньютона. При переходе к без-
размерному времени τ = nt, безразмерным коор-
динатам КА X, Y, Z и расстояниям r1, r2 от КА до
центрального и малого тел, нормированным по
ap, безразмерная скорость  пробной частицы
(КА) во вращающейся системе координат 

запишется как  где  – средняя орби-

тальная скорость планеты относительно цен-
трального тела:

Здесь и далее размерные переменные будем
отмечать тильдой.

Интеграл Якоби J является обобщенным инте-
гралом энергии (Голубев и др., 2019), учитываю-
щим действие центробежных сил, и единственным
интегралом в круговой ОЗТТ (Murray, Dermot, 1999;
Себехей, 1982). При этом не сохраняются ни энер-
гия системы в обычном понимании, ни ее кинети-
ческий момент.

Выпишем выражения интеграла Якоби для
ограниченной круговой задачи трех тел (в сино-
дической и сидерической системах координат, в
размерной и безразмерной форме).

ИНТЕГРАЛ ЯКОБИ

Интеграл Якоби  для пробной частицы (КА) в
синодической системе координат  можно
записать в виде (Jacobi, 1836; Себехей, 1982; Mur-
ray, Dermot, 1999):

где  – размерная константа интеграла Якоби, 
 – координаты частицы.
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В сидерической (инерциальной) системе ко-
ординат  для которой ось  сонаправлена с
осью BZ, с учетом того, что по теореме сложения
скоростей (Голубев и др., 2019)

(1)

где  – абсолютная скорость КА, тот же интеграл
можно представить в виде

В безразмерном виде обе формы интеграла
Якоби соответственно примут вид

(2)

(3)

где  В том случае, когда  –
гравитационный параметр какой-нибудь плане-
ты и  – гравитационный параметр Солнца, бу-
дем иметь  Обе формулы (2) и (3) эквива-
лентны. При анализе свойств движения КА глу-
боко в сфере действия малого тела удобно
пользоваться формулой (2), а при анализе движе-
ния глубоко в сфере действия центрального тела по-
лезные результаты поможет получить формула (3).
Аналогичным образом можно исследовать дви-
жение малых тел при их пролетах около массив-
ных небесных объектов.

КЛАССИЧЕСКИЙ ВЫВОД ОСНОВНОГО 
СВОЙСТВА СЕРИИ ГРАВИТАЦИОННЫХ 

МАНЕВРОВ: 
В классической постановке (Labunsky и др.,

1998; Miller, Weeks, 2002; Голубев и др., 2017) гра-
витационный маневр описывается сингулярным
прохождением КА сферы действия малого тела
(планеты). Область проведения ГМ (с момента t1
входа в сферу действия второго тела до момента t2
выхода из нее) считается ничтожной по сравне-
нию с участками гелиоцентрического движения и
заменяется точкой склейки (рис. 1). На рисунке

 – вектор скорости КА относительно цен-
трального тела до входа в сферу действия плане-
ты,  – соответствующий вектор скорости
при выходе из сферы действия планеты (после
проведения гравитационного маневра),  – ско-
рость планеты.

Угол  излома вектора гелиоцентрической
скорости КА определяется с помощью угла рас-
твора  пролетной гиперболы относительно пла-
неты. Модуль вектора асимптотической скорости
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КА  относительно планеты-партнера при этом
не меняется,  однако сам вектор  по-
ворачивается на угол  и переходит в  так что

Основное свойство интеграла Якоби в круго-
вой ОЗТТ для серии гравитационных маневров
выводится в астродинамике достаточно громозд-
ким способом (Себехей, 1982; Miller, Weeks, 2002;
Campagnola, Russell, 2009). Рассматривается ин-
теграл Якоби в сидерической системе координат.
Приближенное представление этого интеграла
через орбитальные оскулирующие элементы ока-
зывается идентичным параметру Тиссерана (Tis-
serand, 1896). Далее, с использованием весьма
громоздких геометрических соображений, стано-
вится возможным получить в приближенном виде
основное свойство через связь интеграла Якоби, па-
раметра Тиссерана и величины асимптотической
скорости КА при совершении гравитационных ма-
невров. Представим основные этапы традиционно-
го получения в астродинамике основного свойства
интеграла Якоби для гравитационных маневров

 сохраняющих модуль
вектора асимптотической скорости КА (Miller,
Weeks, 2002; Campagnola, Russell, 2009).

1. Выписывается выражение для интеграла
Якоби J во вращающейся (синодической) бари-
центрической системе координат 

2. С использованием теоремы сложения ско-
ростей и интеграла площадей переходят к выра-
жению интеграла Якоби в инерциальной (сиде-
рической) системе координат 

3. С использованием оскулирующих орбиталь-
ных элементов, при допущении верности пре-
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Рис. 1. Поворот вектора асимптотической скорости
КА при совершении гравитационного маневра.
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дельного перехода  (т.е.  мало и КА нахо-

дится за пределами сферы действия планеты), в
качестве промежуточного вспомогательного ре-
зультата выводится классический критерий Тис-
серана:

(4)

где a, e, i – нормированная большая полуось
оскулирующей орбиты КА относительно цен-
трального тела, ее эксцентриситет и наклонение.

4. На этом, в рамках классической модели кру-
говой ОЗТТ (Murray, Weeks, 1999; Себехей, 1982),
ход традиционных преобразований заканчивает-
ся. Для вычисления  и вывода основного свой-
ства подключается непосредственно описанная
выше модель ГМ, а формула для модуля асимпто-
тической скорости КА относительно планеты 
выводится с помощью следующих геометриче-
ских рассуждений. Пусть  – угол между скоро-
стями планеты и КА в точке входа в сферу дей-
ствия планеты при совершении ГМ. Согласно
формулам (16), (19) из (Miller, Weeks, 2002), либо
(39), (40) (Campagnola, Russell, 2009), с использо-
ванием формул (3) и (5) при   и теоре-
мы косинусов для основного треугольника ГМ
верно (рис. 2):

5. Введем γ – траекторный угол орбиты КА в
точке пересечения сферы действия планеты (угол
между вектором скорости КА  и вектором
местной горизонтали ). Рассмотрим в точке со-
вершения гравитационного маневра трехгранный
угол с образующими – векторами орбитальных

2
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скоростей планеты, КА и  (рис. 2). Из его
свойств следует, что cos A = cos γ cos i и

6. Воспользовавшись соотношением 

выпишем выражения для  и 

откуда

7. В результате, с использованием (4) и выра-

жения  приходим, наконец, к
получению основного свойства интеграла Якоби
в круговой ОЗТТ для серии ГМ:

(5)

Формула (5) выражает важнейшее свойство се-
рии ГМ в модели круговой ОЗТТ:  что
позволяет, в целях эффективного баллистическо-
го проектирования космических миссий с ис-
пользованием ГМ, оперировать в ее рамках с та-
кими геометрически прозрачными объектами,
как -сфера (сфера с радиусом , центр которой
находится на конце вектора скорости  плане-
ты) и ее проекциями на плоскость Tour maps
(Strange и др., 2007). Как при движении КА по ге-
лиоцентрической дуге, так и при совершении им
гравитационного маневра конец вектора асимп-
тотической скорости  всегда будет оставаться
на -сфере (рис. 3). Отметим, что, в частности,
непосредственно при совершении ГМ, в рамках
ограниченной задачи двух тел, свойство

 следует из того, что КА движется отно-
сительно планеты в ее сфере действия по плане-
тоцентрической гиперболе (Голубев и др., 2019,
с. 267).

ЭКСПРЕСС-ВЫВОД ОСНОВНОГО 
СВОЙСТВА ИНТЕГРАЛА ЯКОБИ 

ДЛЯ ГРАВИТАЦИОННЫХ МАНЕВРОВ 
В КРУГОВОЙ ОЗТТ

Классический вывод в астродинамике основ-
ного свойства интеграла Якоби в круговой ОЗТТ
представляется достаточно громоздким (Себехей,
1982; Miller, Weeks, 2002; Campagnola, Russell,

λ

∞ = + − γ2 2 1 2 cos cos ,V iv v

∞= − + γ2 2 1 2 cos cos .V iv v

1cos ,h rγ = v

1
a

:h

2

2

1 2 , cos ,

1 2 1 2 cos ,

h
a

V h i
a ∞

= − γ =

≈ − + −

v v

2 13 2 cos .V h i
a∞ ≈ − −

2(1 ) (1 ),h a e= − μ −

∞ ∞

= ≈ ≈ + =

= − − + = −

Ti

2 2

1const 2 cos

3 2 cos 2 cos 3 .

J T h i
a

h i V h i V

const,V∞ =

V∞ V∞

pV

∞V
V∞

constV∞ =

Рис. 2. Основные углы в пространственной геомет-
рии гравитационного маневра.
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2009). Укажем на более короткий и наглядный
вывод этого свойства с использованием модели
МсКС, даже не выходя при этом из синодической
системы координат.

1. Пусть в качестве центрального тела выбрано
Солнце. Тогда для всех небесных тел Солнечной
системы сфера действия малого небесного тела
аппроксимируется эллипсоидом вращения с ко-
эффициентом сжатия  и характерным

безразмерным радиусом  (Абала-

кин и др., 1976). Как следствие, при моделирова-
нии ГМ, для значений  расстояние  от КА
до центрального тела можно в нулевом прибли-
жении заменить расстоянием  от планеты до
центрального тела, поскольку, очевидно, соглас-
но неравенству треугольника, при проходе сферы
действия планеты выполнено:

(6)

2. Напомним, что в выражении интеграла Яко-
би (2) величина  является скоростью пробной
частицы относительно синодической системы
координат. Однако при сближении с планетой и
совершении около нее ГМ выполняется (6), и
скорость КА относительно синодической систе-
мы координат  приблизительно равна скорости
КА относительно планеты, замороженной в этой
системе координат.

3. Скорость КА относительно планеты на гра-
нице сферы действия этой планеты приблизи-
тельно равна входящей асимптотической скоро-
сти КА относительно этой планеты 

4. С учетом (2) приходим к требуемому выра-
жению интеграла Якоби при совершении ГМ:

(7)

Выражение (7) является хотя и приближен-
ным, но общим для всех планет и планетных си-
стем Солнечной системы. Оно очень удобно для
предварительных оценочных расчетов эффектив-
ности гравитационных маневров.

5. В сидерической системе координат выраже-
ние интеграла Якоби при совершении GAM,
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двойственное (7), можно переписать в случае ма-
лости  в виде

(8)

где  – нормированная большая полуось
оскулирующей орбиты КА относительно цен-
трального тела, ее эксцентриситет и наклонение.

Выражение (7) означает, что величина 
асимптотической скорости КА относительно ма-
лого тела, будучи связанной непосредственно с
интегралом Якоби, останется постоянной для
всех гравитационных маневров, выполняемых
последовательно с этой планетой и сохраняющих
константу интеграла Якоби, хотя само направле-
ние вектора асимптотической скорости может
при этом существенно изменяться.

6. Представим также выражение для интеграла
Якоби в размерных переменных, совпадающее с
классическим (Субботин, 1968) при 

(9)

7. В астрономии, помимо безразмерных выра-
жений интеграла Якоби  и параметра Тиссерана

 нормированных через угловую скорость пла-

неты  (Себехей, 1982):
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Рис. 3. -сфера всевозможных положений конца
вектора  при совершении пространственного гра-
витационного маневра.
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 используются также безразмер-
ные выражения   нормированные че-

рез величину  (Субботин, 1968):

  В таком случае
можно использовать пересчет между этими без-
размерными величинами с помощью правила

 

Отметим, что в постановке круговой ОЗТТ
теоретически возможен баллистический захват
пробной частицы (КА) малым телом в случае до-
статочно большого значения отношения 
гравитационных параметров центрального тела и
планеты (Голубев и др., 2019а). Анализ парамет-
ров всех планет Солнечной системы (Standish,
1998), когда большим телом служит Солнце, по-
казывает, что пролетная траектория в сфере дей-
ствия малой планеты будет гиперболической и
баллистический захват в модели МсКС невозмо-
жен. Аналогичный результат вытекает и при ана-
лизе ОЗТТ для систем планет и их естественных
спутников в Солнечной системе (Standish, 1998;
JPL Planetary Satellite, 2019) (максимальными в Сол-
нечной системе оказываются отношения гравита-
ционных параметров спутника и планеты – “хозяи-
на” для системы Земля–Луна,  и си-
стемы Плутон–Харон, ). Гигантские
галилеевы луны Юпитера – Ио, Европа, Ганимед и
Каллисто, так же, как и крупнейший естественный
спутник Солнечной системы – Титан у Сатурна,
имеют еще меньшее значение  в силу значи-
тельной величины гравитационной постоянной
их планет-хозяев:  для галилеевых
лун и  для системы Сатурн–Ти-
тан. Таким образом, представленная в работе ма-
тематическая небесномеханическая модель удоб-
на для баллистического анализа последователь-
ности гравитационных маневров, однако не
позволяет проводить описание тонких эффектов
баллистического захвата (Белбруно, 2011).

Представленные в работе рассуждения позволя-
ют выделить прозрачную структуру трансформации
основных параметров круговой ОЗТТ при рассмот-
рении ГМ и использовании модели МсКС.

1. Инвариантность интеграла Якоби глобальна
и носит универсальный характер. Интеграл Яко-
би  не меняет свою величину при проведении
гравитационных маневров.

2. Значение параметра Тиссерана  не меня-
ется вдали от сферы действия планеты вплоть до
совершения гравитационного маневра:

= �
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3. Параметр Тиссерана  меняется сложным
образом в процессе совершения гравитационного
маневра около планеты.

4. После совершения гравитационного манев-
ра значение  принимает прежнее значение 
и остается далее постоянным до момента совер-
шения следующего гравитационного маневра:

5. Вдали от сферы притяжения малого тела
(планеты) параметр Тиссерана примерно равен
значению интеграла Якоби: 

6. Значение функции параметра Тиссерана от
времени в рамках ОЗТТ равно константе интегра-
ла Якоби за исключением конечного числа точек
разрывов первого рода, соответствующих момен-
там проведения гравитационных маневров.

7. Полученные результаты представлены в ви-
де таблицы трансформации интеграла Якоби и
параметра Тиссерана в круговой ОЗТТ (табл. 1).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проектирование межпланетных траекторий с

использованием серии гравитационных манев-
ров начинается с построения баллистического
облика. Соответствующее начальное приближе-
ние целесообразно строить методом сопряжен-
ных конических сечений в рамках модели круго-
вой ограниченной задачи трех тел. При таком по-
строении требуется вычисление “передаточного
параметра”  при переключении с гелиоцентри-
ческих дуг на планетоцентрические участки и об-
ратно. В модели круговой ОЗТТ вычисление 
может производиться с использованием интегра-
ла Якоби  и основного свойства интеграла Яко-
би для гравитационных маневров в постановке
круговой ОЗТТ:  Соглас-
но этому свойству величина  не изменяется при
совершении многократных гравитационных ма-
невров, сохраняющих константу интеграла Яко-
би. В астродинамике этот факт известен, но выво-
дится достаточно громоздким способом (Miller,
Weeks, 2002; Campagnola, Russell, 2009). В настоя-
щей работе предложен более короткий метод его
получения. Представлены модификации записи
интеграла Якоби в круговой ограниченной задаче
трех тел для различных конфигураций трех тел и
таблица трансформации интеграла Якоби и пара-
метра Тиссерана для всех случаев.
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