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В рамках проблемы математического моделирования процессов формирования протопланетезима-
лей в солнечном допланетном диске, с учетом фрактальных представлений о свойствах дисперсных
пылевых агрегатов в дисковой среде, в работена основе параметрической энтропии Реньи сконстру-
ирована статистическая термодинамика для неэкстенсивных фрактальных систем и определены ее
свойства. Установлено, что между термодинамикой Реньи неэкстенсивной систем, с одной сторо-
ны, и техникой получения фрактальных и мультифрактальных размерностей, опирающейся на гео-
метрию и стохастику, существует тесная взаимосвязь. Показано, что временная эволюция замкну-
той термодинамической системы к равновесному состоянию зависит от знака параметра деформа-
ции, являющегося мерой неэкстенсивности фрактальной системы. Обсуждаются различные
варианты построения фрактальных размерностей разных порядков для фракталов и мультифракта-
лов и проанализированы их особенности.
Развитый подход позволяет с единых позиций на основе обобщенной гидродинамики с производ-
ными дробного порядка и термодинамики для фрактальных сред моделировать эволюцию космо-
логических и космогонических объектов от галактик и газопылевых астрофизических дисков до
космической пыли, специфической чертой которых является отдаленность и глобальность силовых
взаимодействий между элементами системы, иерархичность (обычно мультифрактальность) гео-
метрического и фазового пространств, большая дальность пространственно-временных корреля-
ций, а также наличие асимптотически степенных статистических распределений.

Ключевые слова: протопланетный газопылевой диск, фрактальные пылевые кластеры, неэкстен-
сивная термодинамика Реньи, фрактальная размерность
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ВВЕДЕНИЕ

Реконструкция процессов, лежащих в основе
формирования планетных систем, находится на
передовом рубеже современной астрофизики.
Все большее значение приобретает математиче-
ское моделирование физических и химических
механизмов, ответственных за формирование и
эволюцию протопланетных газопылевых дисков,
образование в них первичных твердых тел и их
прогрессивный рост до размеров планетезима-
лей/зародышей планет, включая многообразные
процессы термической и динамической эволю-
ции. Вещество протопланетного газопылевого
диска представляет собой сложную систему раз-
личного фазового состава, плотности, температу-
ры и степени ионизации, которые изменяются с

радиальным расстоянием. В основном это неод-
нородная среда, состоящая из частиц газа и пыли
различных размеров и происхождения. В общем
случае эта среда представляет собой намагничен-
ную пылевую плазму, находящуюся в состоянии
турбулентности, свойства которой зависят от ра-
диального иазимутального положения в диске (см.
Колесниченко, Маров, 2009; Lissauer, de Pater, 2013;
Marov, Kolesnichenko, 2013; Armitage, 2015).

В пренебрежении плазменными эффектами
движение газопылевой дисковой среды наиболее
адекватно моделируется в рамках механики гете-
рогенных турбулизованных сред с учетом физи-
ко-химических свойств фаз, тепло-массоперено-
са, вязкости, вариаций химических реакций, фа-
зовых переходов, коагуляции, фрагментации,
непрозрачности среды для приходящего излуче-
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ния и др. Строгое математическое рассмотрение
проблемы представлено, в частности, в работах
(Сhavanis, 1999; Колесниченко, Маров, 2006;
2009; Marov, Kolesnichenko, 2013), в которых про-
анализирован характер динамического взаимо-
действия турбулентного газа и пыли, включая
влияние изменения энергии турбулентности не-
сущей фазы на поведение твердых частиц и об-
ратное влияние пылевой компоненты надинами-
ческий и тепловой режимы газовой фазы, а также
влияние турбулентных вихрей на фазовые пре-
вращения в среде (испарение, конденсация).
С этими процессами связаны также аккумуляция
частиц вследствие коагуляции и фрагментация-
при взаимных соударениях твердых частиц в по-
токе газа и оседании частиц через газ к средней
плоскости диска, где они образуют геометриче-
ски тонкий уплощенный слой – пылевой субдиск
(см. Mizuno, 1989; Dominik, Tielens, 1997; Cuzzi
и др., 1993; Колесниченко, 2004; Колесниченко,
Маров, 2006; Blum, Wurm, 2008). Последователь-
ность эволюции протопланетного газопылевого
диска вокруг родительской звезды включает, по
современным представлениям, его уплотнение в
центральной плоскости и распад на отдельные
пылевые агрегаты (кластеры) вследствие возник-
новения различного типа неустойчивостей. Взаи-
модействие пылевых кластеров при их соударе-
ниях рассматриваетсяв качестве ключевого меха-
низма образования и роста первичных твердых
тел, служащих основой последующего формиро-
вания планетезималей и зародышей планет. Сре-
ди механизмов, способствующих формированию
планетезималей, важное место принадлежит, на-
ряду с гравитационной неустойчивостью, различ-
ным гидродинамическим неустойчивостям, в
частности, так называемой потоковой неустой-
чивости двух фазного газопылевого слоя из-за ее
способности концентрировать дисперсные части-
цы в плотные пылевые кластеры (Youdin, Goodman,
2005; Youdin, 2011; Shariff, Cuzzi, 2011; Yang, Johan-
sen, 2014; Yang и др., 2017; Макалкин, Зиглина, 2018;
Колесниченко, Маров, 2019).

Пылевые кластеры содержат частицы субмик-
ронного размера, включая небулярную пыль и
конденсаты дисковой среды. Последние образу-
ются при различных температурах в зависимости
от радиального расстояния: от тугоплавких со-
единений внепосредственной близости к прото-
солнцу до льдов за снеговой линией. Очевидно,
помимо взаимодействия пылевых кластеров в
дальнейшем росте важную роль играют процессы
коагуляции/коалесценции, с чем связано образо-
вание более плотных структур. Сами кластеры
могут содержать как плотные, так и рыхлые (по-
ристые) частицы (Cuzzi и др., 1998; Kataoka и др.,
2013). Пористой (fluffy) структурой, предположи-
тельно, обладают и самикластеры, подобно тен-
денции ледяных частиц сформировывать очень

рыхлые (“пушистые”) образования фрактальной
природы. Это значительно облегчает режим роста
тел в диске за счет столкновительного взаимодей-
ствия кластеров и частиц внутри них. Процесс
коагуляции малых (суб-) миллиметровых пыле-
вых частиц протопланетного диска начинается с
формирования разветвленных цепочечных
структур – фрактальных нитей с размерами, зна-
чительно превышающими размер кластеров, ко-
торые, в конечном счете, и формируются из по-
добных цепочечных структур (Jullien, 1986). За-
тем в условиях эволюции дисковой системы
такие нити перепутываются1 и образуют клубки –
первичные фрактальные кластеры (ФК).
В дальнейшем в процессе кластер-кластерной
коагуляции происходит частичное их слияние с
образованием крупных фрактальных агрегатов,
являющихся основным структурообразующим
элементом рыхлых протопланетезималей, возни-
кающих в результате протекания физико-хими-
ческих и динамических процессов, сходных с
процессами роста ФК.

Важно отметить, что до последнего времени в
большинстве теоретических моделей объедине-
ния пылевых частиц в допланетном диске изна-
чально принималась компактная структура воз-
никающих пылевых агрегатов (см., например,
Ossenkopf, 1993; Ormel и др., 2007; Suyama и др.,
2008; Wada и др., 2008; Okuzumi и др., 2011;
Suyama и др., 2012). Однако, как теперь стало яс-
но, растущие благодаря взаимным столкновени-
ям частиц пылевые образования могут иметь
весьма ажурную структуру и чрезвычайно низкую
объемную плотность (см., например, Cuzzi и др.,
1998; Blum, 2004; Blum, Wurm, 2008; Estrada,
Cuzzi, 2016). Подобные пушистые агрегаты, бла-
годаря их чрезвычайно высокой пористости, яв-
ляются стойкими к разрушительным столкнове-
ниям при высоких скоростях соударений, а их ра-
диальный дрейф в диске является очень
медленным. Для типичных ворсистых пылевых
агрегатов, имеющих по сравнению с компактны-
ми пылевыми образованиями относительно
большие геометрические поперечные сечения,
меняется весь режим движения в несущем газо-
вом потоке, в частности, изменяются условия
возникновения потоковой неустойчивости в дис-
ке из-за значительной модификации аэродина-
мической силы трения пыли и газа. Кроме этого,
может существенно измениться эффективность
отталкивания при столкновении пористых струк-
тур (Колесниченко, Маров, 2009; 2014; Маров,
Русол, 2018). Последующий процесс включает в

1 Вместе с тем фрактальные нити могут рассматриваться как
предельный результат направленной кластер-кластерной
агрегации во внешнем поле; однако в изотропных услови-
ях кластер-кластерная агрегация приводит к образованию
изотропных разреженных агрегатов.
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себя непрерывный рост формирующихся тел,
наиболее крупные из которых поглощают мень-
шие тела и пыль в результате столкновений и гра-
витационного притяжения, в то время как газ из
внутренних областей диска постепенно теряется.
В конечном итоге процесс взаимодействия пыле-
вых кластеров приводит к образованию много-
численных более плотных планетезималей разме-
ром от десятков до сотен километров в попереч-
нике, а затем планетарных эмбрионов, изкоторых
в конечном итоге формируются планеты (см., на-
пример, Wetherill, Stewart, 1989; Weidenschilling,
2000; Маров, 2005; Kolesnichenko, Marov, 2013).

Таким образом, для адекватного описания
эволюции пылевых агрегатов в диске и, в конеч-
ном счете, механизма образования рыхлых про-
топланетезималей необходимо, в общем случае,
привлекать к рассмотрению их фрактальные
свойства и внутреннюю структуру. Однако в це-
лом ряде классических работ (см., например,
Сафронов, 1969; Weidenschilling, 1980; Nakagawa
и др., 1981, Nakagawa и др., 1986; Wada и др., 2008;
Suyama и др., 2012) моделирование велось в рам-
ках “обычной” сплошной среды и зачастую не
принимались во внимание много фракционность
пылевой составляющей первичного протопла-
нетного облака, а также фрактальная природа
формирующихся в процессе его эволюции пыле-
вых кластеров (изучались в основном компакт-
ные пылевые образования с постоянной плотно-
стью или пористые тела). В отличие от этих ис-
следований, нами в серии работ (Kolesnichenko,
Cheverushkin, 2013; Колесниченко, 2016; 2017; Ко-
лесниченко, Маров, 2009; 2014; 2019; Kolesnichen-
ko, Marov, 2013; Kolesnichenko, 2017) предлагалось
рассматривать совокупность пылевых агрегатов,
как особый тип сплошной среды − фрактальной
среды2, для которой существуют точки и области,
не заполненные ее частицами. Заметим, что дроб-
ный векторный анализ на фрактальных множе-
ствах, как обобщение математического анализа
на гладких многообразиях, в настоящее время ак-
тивно разрабатывается (см., например, Kilbas
и др., 2003, 2006; Strichartz, 1999). В частности,
разрабатываются различные варианты гидроди-
намического моделирования фрактальных сред,
обладающих нецелой массовой размерностью3, что
существенно облегчает их применение для различ-
ных прикладных задач (Tarasov, 2005; 2010).

Идея изучения сред фрактальной природы на
основе меры Хаусдорфа принадлежит (Mandel-

2 Фрактальными средами являются среды с нецелой массо-
вой размерностью (являющейся физическим аналогом
размерности Хаусдорфа, не требующим, однако, перехода
к пределу бесконечно малых диаметров покрывающих
множеств).

3 Дробные частные производные имеют важное значение
для построения обобщенной гидродинамики эредитарных
и нелокальных сред (Учайкин, 2008).

brot, 1975; 1977; 1982; Мандельброт, 2002). Им бы-
ли получены нетривиальные результаты и по-
строена соответствующая математическая тео-
рия. При этом центральная роль в определении
фрактальной размерности была отведена энтро-
пии Реньи (Renyi, 1961; 1970). В настоящее время
интерес к изучению свойств фрактальных мно-
жеств на основе энтропии Реньи продолжает рас-
ти (см. Johal, Rai, 2000; Tsallis, 1995). Обзор уже
полученных важных результатов можно найти, в
частности, в работах (Шредер, 2001; Божокин,
Паршин, 2001; Tsallis, 2002).

В отличие от классической статистики и тео-
рии информации, основанных на энтропии
Больцмана−Гиббса−Шеннона, в цитируемых
выше работах, А. Реньи впервые ввел в рассмот-
рение параметрическую -энтропию и соответ-
ствующую ей различающую информацию4. Тем
самым, А. Реньи предложил ясную формулу связи
между энтропией и континуумом мультифрак-
тальных размерностей, указав достаточно уни-
версальный путь к решению проблемы фракталь-
ной параметризации (Mandelbrot, 1974; 1975;
1977; 1982; Beck, Schlögl, 1993; Grassberger, 1981;
1985; Grassberger, Procaccia, 1984; Halsey и др.,
1986; Hentschel, Procaccia, 1983; Федер, 1991;
Смирнов, 1991; Beck, Schlogl, 1993; Кроновер,
2000; Шредер, 2001; Божокин, Паршин, 2001; По-
тапов, 2002; Jizba, Arimitsu, 2004). В дальнейшем
функционалы Реньи сыграли важнейшую роль не
только в физике фракталов и в теории информа-
ции, но и в различных областях статистической
механики, описывающих динамические свойства
нелинейных сложных систем. Последнее связано
с тем, что между теорией фракталов, опирающей-
ся на геометрию и теорию размерности, с одной
стороны, и теорией хаоса, являющейся развитием
теории динамических систем, существует тесная
связь (Зарипов, 2002; 2010).

Отметим также, что важным преимуществом
неэкстенсивной статистики Реньи является на-
личие степенной функции распределения веро-
ятностей, появляющейся (при максимизации эн-
тропии) вместо экспоненциальной функции рас-
пределения классической статистики Гиббса. Ее
использование привело к значительному про-
грессу, связанному с исследованиями ряда ано-
мальных физических процессов, например, в
ядерной физике (Nagy, Romera, 2009), в теории
черных дыр (Bialas, Czyz, 2008), при изучении
фрактальных и мультифрактальных систем в кос-
мологии (Peebles, 1980; Колесниченко, 2016), при
производстве частиц высоких энергий (Kropiv-
nitskaya, Rostovtsev, 2003) и т.п.

4 Эти меры Реньи при  преобразуются в традиционную
энтропию Больцмана–Гиббса и информацию различия
Кульбака–Лейблера.

q
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Вместе с тем, обобщенная термодинамика, ос-
нованная на энтропии Реньи, в отличие от термо-
динамики Тсаллиса (см., например, Kolesnichen-
ko, Marov, 2014; Колесниченко, 2013; 2016; 2018a;
2018б; 2018в), все еще не нашла достойного при-
менения при феноменологическом моделирова-
нии ряда космогонических явлений. В частности,
при моделировании формирования протоплане-
тезималей в солнечном допланетном облаке с
учетом фрактальных представлений о свойствах
пылевых кластеров в космической аэродисперс-
ной среде в наших работах (Kolesnichenko, Marov,
2013; Колесниченко, Маров, 2014) была исполь-
зована гидродинамическая модель для фракталь-
ной среды (Tarasov, 2005; 2010), для которой суще-
ствуют точки и области, не заполненные ее части-
цами. Однако, моделирование подобной среды,
обладающей нецелой фрактальной размерно-
стью, было проведено только в рамках дробно-
интегральной гидродинамической модели (ее
дифференциальной формы), использующей для
учета фрактальности дробные интегралы, поря-
док которых определяется массовой размерно-
стью фрактальных пылевых кластеров. К сожале-
нию, универсальные законы термодинамики, ос-
нованной на энтропии Реньи (как меры хаоса) и
взаимодополняющие ее методы фрактального
анализа, обосновывающие технику построения
дробных мер (мер структурной упорядоченности)
фракталов для сложных нелинейных систем, не
были привлечены к замыканию системы уравне-
ний Навье−Стокса для фрактальных сред. Это
упущение связано с тем, что эти, на первый
взгляд, столь противоположные научные направ-
ления, совокупно описывающие процессы эво-
люции фрактальных сред, не разработаны в до-
статочно близком соотнесении между собой.

В связи с указанным обстоятельством, данная
работа посвящена конструированию (на основе
параметрических энтропии и различающей ин-
формации Реньи) статистической термодинами-
ки фрактальных систем и разработке техники по-
лучения мультифрактальных размерностей (с
определением их свойств), выполненных с уче-
том их взаимосвязи. Предложенный подход бази-
руется на негиббсовом равновесном распределе-
нии состояний, полученном из условия экстремума
энтропии Реньи при заданности осредненных ди-
намических параметров, характеризующих ано-
мальную систему, а также на осреднении этих па-
раметров по эскортному (нормированному) рас-
пределению, удобному при рассмотрении
фрактальных и мультифрактальных сред. Об-
суждаются различные варианты построения мер
(разных порядков) фракталов и мультифракталов
на основе энтропии и информации различия Ре-
ньи и основные неравенства для полученных
фрактальных размерностей. На базе двухпарамет-
рической различающей информации рассмотрен
перспективный подход к моделированию муль-

тифрактальных мер с двумя характерными мас-
штабами длины.

НЕКОТОРЫЕ СТАТИСТИЧЕСКИЕ 
ХАРАКТЕРИСТИКИ ЭНТРОПИИ 

И ИНФОРМАЦИИ РАЗЛИЧИЯ РЕНЬИ
При аксиоматическом подходе теории вероят-

ностей (Фадеев, 1956), для объекта (системы, про-
цесса), который имеет дискретные случайные со-
стояния, в работах (Havrda, Charvat, 1967; Daroczy,
1970; Rathie, Kannappan, 1972) на базе основопола-
гающих работ (Renyi, 1961; 1970) дается строгий вы-
вод следующих функционалов: однопараметри-
ческой -энтропии Реньи  для дискретного
распределения вероятностей 

(1)

и различающей информации Реньи (меры ин-
формации в состоянии с распределением

 относительно состояния с распределе-
нием )

(2)

которые зависят от действительного параметра q,
изменяющегося в допустимых пределах (сразу за-
метим, что в случае фрактальной системы пара-
метр  связан с ее фрактальной размерностью
(Федер, 1991)). Здесь  − постоянная Больцмана,

 − число возможных состояний статистическо-
го объекта;  и  − рас-
пределения вероятностей, удовлетворяющие

условию вероятностной нормировки  и

 Свойства этих функций были строго
обоснованы в работах (Mandelbrot, 1974; Hentschel,
Procaccia, 1983).

Покажем, что в пределе слабой связи  эн-
тропия Реньи  совпадает с энтропией

Больцмана−Гиббса−Шеннона 

 (Зубарев, 1971), а функционал

 совпадает с различающей информацией

Кульбака–Лейблера 

 (Kullback, Leibler, 1951; Куль-
бак, 1967). Действительно, разложение суммы
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 по параметру  показывает,
что при  имеет место следующее прибли-
женное равенство

Следовательно,

Аналогично, для различающей информации
Реньи имеем

Пусть рассматриваемая статистическая система
с мерой Реньи реализуется двумя множествами:
множеством всех состояний системы, описываемых
распределением вероятностей  и
множеством случайных параметров

 характеризующих систему. Бу-
дем далее считать, что средневзвешенное каждой
случайной величины A в состоянии с распределе-
нием  определяется по формуле5

(3)

где

(4)

5 В связи с определением средневзвешенного значения слу-
чайной величины A отметим следующее: в неэкстенсивной
статистике Реньи возможны три способа осреднения по

распределениям:    (см. Bibliography/ http://tsal-
lis.cat.cbpf.br/biblio.htm). Эти способы осреднения, каждый
из которых имеет свои преимущества и недостатки, опре-
деляют совершенно разные -термодинамики, соответ-
ствующие тем или иным статистически аномальным си-
стемам. По этой причине выбор осреднения в физических
приложениях носит принципиальный характер, поскольку
он оказывается существенным при обработке эксперимен-
тальных данных (см. Tsallis и др., 1998; Tsallis, 1999; Marti-
nez и др., 2000; Parvan, Biro, 2005; Башкиров, 2006).
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− так называемая обобщенная статистическая
сумма;  − эскортное (нормиро-
ванное) распределение (Abe, 2000), которое
обычно используется при рассмотрении хаоти-
ческих, фрактальных и мультифрактальных си-
стем. Заметим, что при  из (3) следует при-
вычное определение среднего арифметического

 Легко показать, что распределения
 и  могут быть записаны в следующих эквива-

лентных формах

Приведем теперь необходимые для дальнейшего
и наиболее важные свойства функционалов (1) и
(2), подробно рассмотренных в основополагаю-
щих работах (Renyi, 1961; 1970; Kullback, Leibler,
1951; Кульбак, 1967), а также в монографиях
(Beck, Schlogl, 1993; Зарипов, 2010).

Основные свойства энтропии Реньи

Положительность и выпуклость. Энтропия Ре-
ньи является вещественным, неотрицательным и
выпуклым функционалом с максимумом (мини-
мумом) при  т.е. для произвольных
распределений  и  имеем следующие неравен-
ства (Харди и др., 1948):

(5)

где    и энтропии

 с нормирован-

ными распределениями  ( ).

Покажем, что  Пусть  и 
Поскольку  то справедливо

 или 

 отсюда следует, что  при  и

 при  т.е.   что и тре-
бовалось доказать.

Аддитивность для независимых объектов. Для
суммарного случайного объекта (с энтропией
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распределением ), описываемого сов-
местным мультипликативным распределением
вероятностей  где  и  относятся к раз-
ным независимым объектам, справедливо свой-
ство аддитивности для энтропий

(6)

где энтропии 
( ), с соответствующими нормированными
распределениями.

Энтропия равновероятного состояния. Согласно
Jaynes (1963), равновесные вероятностные рас-
пределения Гиббса для стохастической системы
могут быть выведены из условия экстремума ее
энтропии при дополнительных условиях норми-
ровки вероятностного распределения и заданности
средневзвешенных значений некоторых случайных
параметров  характеризующих си-
стему. Этот вариационный метод оказался особен-
но полезным как в классической статистике (Зуба-
рев, 1971), так и в неэкстенсивной статистической
механике (Tsallis, 1999; Зарипов, 2002).

Рассмотрим здесь экстремум энтропии Реньи
 только при сохранении нормировки распреде-

ления  Для этого вычислим безусловный экстре-

мум функционала 

где  есть множитель Лагранжа. Из равенства
 получим  Из условия норми-

ровки следует равновероятное распределение
 Таким образом, экстремальное значе-

ние энтропии Реньи  не за-
висит от параметра экстенсивности  и совпадает
с соответствующим значением энтропии Больц-
мана−Гиббса−Шеннона. Для второй вариации
удлиненной энтропии Реньи  имеет место не-
равенство  при  (или  при

), что и доказывает утверждение о максиму-
ме (минимуме) энтропии 

Неравенства. Получим теперь некоторые важ-
ные для дальнейших целей неравенства, которым
удовлетворяет энтропия Реньи. При использова-
нии приведенных выше определений классиче-
ской энтропии Больцмана−Гиббса−Шеннона S
и различающей информации Кульбака−Лейбле-
ра  легко получить соотношения:

(7)
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которые позволяют получить следующие равен-
ства (справедливые для переходов между состоя-
ниями с распределениями P и ):

 (10*)

 (10**)

 (10***)

Учитывая теперь условие  выпуклости
для информации различия Кульбака−Лейблера
(см., например, Зарипов, 2002), из соотношений (10)
получим неравенства

(11)

справедливые в области  При  знаки
в (11) меняются на противоположные

(12)

Соответственно, в области  справедливы
неравенства

(13)
Используем теперь неравенство (теорема № 16

в монографии (Харди и др., 1948))

(14)

справедливое для произвольных  
   Полагая в (14) 

  получим

что равносильно следующему фундаментальному
неравенству для энтропии Реньи:

(15)

Предположим теперь, что  и что  и 
имеют один и тот же знак, и примем во внимание
стандартные неравенства (теорема № 27 в моно-
графии (Харди и др., 1948))
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(16)

справедливые для произвольных значений 
и положительных  Для того, чтобы отсюда
получить еще одно важное неравенство для эн-
тропии Реньи, положим   Пусть
теперь  тогда  и из (16) следует

 (16*)

Если  то имеем  и,
следовательно,

 (16**)

Если возвести неравенства (16*) и (16**) в сте-
пень  то для обоих случаев справедливо нера-
венство

 (16***)

Наконец, с учетом (16***) и формулы

 окончательно
получим (применяемое далее) неравенство для
энтропии Реньи

(17)

Помимо полученных выше неравенств для эн-
тропии Реньи, справедливы также следующие не-
равенства:

(18)

(19)

(20)

а также и некоторые другие, которые можно най-
ти, например, в работах (Beck, 1990; Beck, Schlögl,
1993; Зарипов, 2002).

Основные свойства различающей 
информации Реньи

Наряду с энтропией Реньи (1), информация
различия Реньи (2)
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также относятся к наиболее существенным стати-
стическим характеристикам неэкстенсивной ди-
намической -системы. Являясь функционалом,
она характеризует переход системы от состояния 
в состояние f, когда статистические наблюдения
ведутся относительно состояния p.

Рассмотрим здесь некоторые наиболее важные
свойства информации различия Реньи (Beck,
Schlögl, 1993; Tsallis, 2009; Зарипов, 2002).

Выпуклость. Различающая информация есть
вещественный, выпуклый и положительный (или
отрицательный) функционал с минимумом (мак-
симумом) при   Покажем это. Для
действительного числа  имеем

(21)

Поэтому, например, для  справедливо
 Отсюда следует, что

т.е. имеют место следующие неравенства

(22)

Заметим, что поскольку при  имеет место
равенство  то различающая инфор-
мация Реньи является функцией Ляпунова6.

Справедливо также неравенство

(23)

где  и  
Аддитивность для двух независимых объектов.

Пусть состояние суммарного случайного объекта
описывается нормированными совместными
распределениями  и . Тогда различающая
информация совокупной и отдельных систем
определяются выражениями

6 Напомним, что функцией Ляпунова называется знако-
определенная функция, которая обращается в нуль в точке
равновесия системы. Состояние равновесия является аттрак-
тором, когда производная по времени от функции Ляпунова
имеет знак, противоположный знаку самой функции.
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(24)

(25)

В случае статистической независимости состо-
яний имеет место условие мультипликативности

 и  Отсюда, при использовании
(24) и (25) легко получить равенство

(26)

означающее аддитивность информации разли-
чия Реньи для суммарного случайного объекта.
При  из (26) следует свойство аддитивности
для информации различия Кульбака–Лейблера

 с мерой Больцмана–Гиббса−Шеннона
(Beck, Schlogl, 1993).

Следствие различающей информации Реньи c
равновероятным распределением для

 Покажем, что энтропия Реньи

 произвольного состояния  меньше (боль-
ше), чем энтропия равновероятного состояния
системы при   Подставляя распреде-
ление  в (21), получим

(27)

Используя (27) и условия выпуклости (22)
функционала  получим неравенства (18),
означающие, что энтропия Реньи меньше (боль-
ше), чем энтропия равновероятного состояния
при  ( ).

Неравенства. Для различающей информации
Реньи справедливы также следующие неравен-
ства:

(28)
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Мера неточности. Наряду с информацией раз-
личия Реньи, функционал

(32)

также относится к существенным статистиче-
ским характеристикам неэкстенсивной динами-
ческой -системы. Используемый далее, этот
функционал, являющийся мерой статистической
неточности определения одного состояния слу-
чайного объекта относительно другого и опреде-
ляемый суммой энтропии и информации разли-
чия, впервые был введен в теорию информации в
работе (Nath, 1975). Различающая информация

 представляющая собой отрицатель-
ный вклад в меру неточности, является, таким об-
разом, информацией о снятой мере неточности.
При  функционал (32) совпадает с энтропи-
ей Реньи, то есть 

ЭКСТРЕМУМ ЭНТРОПИИ РЕНЬИ 
И НЕГИББСОВОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ. 

ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ СООТНОШЕНИЯ
Пусть случайными объектами неэкстенсивной

системы являются рассматриваемые в статистиче-
ской физике дискретные частицы с энергией 
Рассмотрим равновесное состояние системы. Да-
лее будем использовать нормированное эскорт-
ное распределение  поскольку осреднение с
ним приводит к аддитивности средних энергий

 (46). Для определения равновесного распреде-
ления найдем безусловный экстремум энтропии
Реньи  при сохранении нормировки и за-
данности средней энергии частиц

(33)

Согласно вариационному принципу Jaynes,
определим функционал

(34)

где параметры  и  являются множителями
Лагранжа. Тогда из условия

получим равенство
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(35)

из которого следует значение  и не-
гиббсовое равновесное распределение с парамет-
ром 

(36)

Здесь

(37)

− статистический интеграл;  − обратная
температура (изменяющаяся в пределах допусти-
мых значений);  − флуктуация
энергии частиц. Таким образом, распределение
вероятностей состояния статистического ансам-
бля неэкстенсивных систем с мерой Реньи, кото-
рые находятся в тепловом равновесии с внешней
средой (термостатом) и могут обмениваться с ней
энергией при постоянном объеме и постоянном
числе частиц, соответствует обобщенному кано-
ническому ансамблю Гиббса (36).

Равновесное распределение (36) можно пере-
писать в виде

(38)

если использовать так называемую деформиро-
ванную экспоненту Тсаллиса

(39)

где выражение, стоящее в квадратных скобках,
либо положительно, либо равно нулю,

 Легко проверить, что при 
эта функция принимает стандартный вид:

Если  то из (38) следует равновесное канони-
ческое распределение Гиббса:

 классической
статистики Больцмана−Гиббса, где

 (Зубарев, 1971).
Обобщенные термодинамические соотношения.

Подстановка распределения (36) в (1) дает следу-
ющее экстремальное значение энтропии Реньи
при равновесном распределении 

(40)

Тогда свободная энергия  для равновесной не-
экстенсивной системы в термостате с температу-
рой  и статистический интеграл задаются
соотношениями (далее индекс “0” будем опускать)

(41)

(42)

(43)

При дифференцировании энтропии Реньи
для равновесного состояния, заданной выраже-
нием (40), получим следующие соотношения

(44)

аналогичные соотношениям классической рав-
новесной статистической термодинамики за-
мкнутых систем.
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Термодинамическое равновесие. Рассмотрим
термодинамическое равновесие двух независи-
мых -систем с энтропиями  и

 представляющих собой общую за-

мкнутую систему с энтропией  при

 и энергии  Согласно свойству
аддитивности (6) энтропии Реньи (1), для энтро-
пии суммарной системы имеем 

Для нахождения осредненной энергии 
суммарной системы воспользуемся распределе-
нием (36). Тогда, используя условие мультипли-
кативности  будем иметь

откуда, с учетом формулы
 (Tsallis,

2009), получим

(45)

В этом соотношении необходимо использо-
вать условие аддитивности осредненных энергий

(46)

поскольку без этого предположения осредненные
величины будут зависеть от микроскопических
величин, что является неприемлемым (Zaripov,
2005). Тогда из (46) для микроскопических энер-
гий получим следующее условие квазиаддитив-
ности микроскопических энергий

(47)

Заметим, что именно наличие этого равенства
является той причиной, благодаря которой стати-
стику на мере Реньи относят к неэкстенсивной
статистической механике.

При варьировании соотношений (6) и (46) по-
лучатся следующие равенства 

 из которых следует

(48)

− равенство температур для двух независимых си-
стем при их тепловом контакте. Таким образом,
параметр  действительно является интенсивной
величиной и играет роль обратной температуры

 в термодинамике Реньи.
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1/Tβ ≡

Н-теорема в статистике Реньи. Рассмотрим те-
перь замкнутую систему, для которой распреде-
ление  является произвольным, а распределе-
ние  − равновесным

(49)

Тогда спонтанный переход между этими со-
стояниями описывается следующей различаю-
щей информацией Реньи (Zaripov, 2005)

(50)

c равенством  при распределении

Если  то из (50) следует известное выра-
жение для информации различия Кульбака–Лей-
блера неэкстенсивной статистической механики
(Зарипов, 2002; Колесниченко, 2018в)

(51)

характеризующее степень отклонения хаотиче-
ской системы от полного равновесия.

При выполнении условия Гиббса 
(Климонтович, 1990) и с учетом свойства (22)
знакоопределенности информации различия

 из (51) следуют два неравенства

(52)

 (52*)

которые обобщают теорему Гиббса на неэкстен-
сивную статистику Реньи. Согласно этой теореме
для замкнутой системы энтропия Реньи

 возрастает (убывает) до экс-

тремального ее значения  при  од-
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тельной (отрицательной) информации 
Таким образом, различающая информация пред-
ставлена здесь в виде отрицательного вклада в теку-
щую энтропию Реньи  и потому может быть на-
звана негэнтропией (Шредингер, 1947).

Поскольку информация различия Реньи явля-
ется знакоопределенной функцией Ляпунова, то
для того, чтобы состояние равновесия  было
устойчивым, необходимо выполнение следую-
щих неравенств

(53)

Из соотношений (53) следует неравенство для эн-
тропии Реньи:  при  и 
при  которые выражают H-теорему для рас-
сматриваемой стохастической -системы: при
временной эволюции к равновесному состоянию
энтропия Реньи замкнутой системы возрастает
(убывает) до экстремального ее значения  при

Рассмотрим теперь открытые системы, нахо-
дящиеся в окружении с температурой  Соглас-
но равенству (50) они характеризуются физиче-
ской различающей информацией Реньи

 (50*)

при распределении (49)

 (49*)

Дифференцируя (50*) по времени, получим
следующее соотношение для открытых неэкстен-
сивных -систем с мерой Реньи

(54)

которое отличается от обобщенного соотношения
Гиббса термодинамики аддитивных информацион-
но-физических процессов 
(Колесниченко, 2018в; 2019) наличием разности
средних энергий частиц в этих сопряженных систе-
мах. Знак равенства имеет место для обратимых
процессов, а неравенства – для необратимых.

Покажем теперь, что между неэкстенсивной
термодинамикой Реньи сложных стохастических
систем, с одной стороны, и теорией фракталов,
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опирающейся на геометрию и статистику, суще-
ствует тесная взаимосвязь.

ФРАКТАЛ И ФРАКТАЛЬНАЯ РАЗМЕРНОСТЬ

Фракталы появляются во множестве физиче-
ских приложений (Mandelbrot, 1977). Фракталь-
ные объекты в пространстве или фрактальные
процессы во времени являются самоподобными
(или самоафинными) и обнаруживают скейлин-
говое поведение на разных пространственно-вре-
менных масштабах. В частности, их широко ис-
пользуют в космологии (см., например, Bialas,
Czyz, 2008; Kolesnichenko, Marov, 2013; 2014; Kole-
snichenko, 2017), космогонии звездных и планет-
ных систем (см. Пиблс, 1983; Мандельброт, 2002;
Колесниченко, Маров, 2014), в физике Солнца
(Могилевский, 2001), а также для понимания ди-
намического поведения хаотических систем (Lo-
renz, 1963), когда фракталами являются все
“странные” аттракторы, связанные с непрерыв-
ными потоками (Ruelle, Takens, 1971). Основной
характеристикой фрактала является его размер-
ность.

Регулярный фрактал. Мера Хаусдорфа−Безико-
вича. Напомним теперь некоторые точные опре-
деления. Регулярными фракталами называют
геометрические объекты в евклидовом простран-
стве (с мерой ), которые обладают свойством са-
моподобия7 (т.е. неизменности основных геомет-
рических особенностей при изменении масшта-
ба) и имеют дробную метрическую меру
(в смысле Минковского или Хаусдорфа) либо ме-
ру, отличную от топологической. При этом мера
(размерность) регулярного фрактала определяет-
ся следующим образом. Предположим, что для
полного покрытия фрактала -мерными гипер-
шарами8 радиуса  необходимо не менее чем

 шаров. Тогда, если при достаточно малых 
величина  меняется с  по степенному зако-
ну  то показатель скейлинга  на-
зывается хаусдорфовой или фрактальной мерой
этого объекта. Это определение может быть пред-
ставлено в виде (Hausdorff, 1919; Besicovitch, 1934)

(55)

7 Самоподобие характерно лишь для регулярных фракталов,
способ построения которых имеет детерминированный ха-
рактер. Однако, если в алгоритм их создания входит эле-
мент случайности (как, например, во многих процессах
диффузионного роста кластеров), то возникают так назы-
ваемые случайные фракталы, для которых свойство само-
подобия справедливо только после осреднения по всем
статистическим реализациям объекта.

8 Под “шаром” в зависимости от задачи следует понимать
также и куб, и квадрат, и просто отрезок прямой.

d

d
Δ

( )N Δ Δ
( )N Δ Δ

( ) 1/ ,HDN Δ Δ∼ HD

0 0

ln ( ) ln ( )lim lim .
ln ln(1/ )H
N ND

Δ→ Δ→

Δ Δ= − =
Δ Δ



АСТРОНОМИЧЕСКИЙ ВЕСТНИК  том 53  № 6  2019

ТЕРМОДИНАМИКА РЕНЬИ 447

В качестве примера вычислим фрактальную
размерность канторового множества, схема по-
строения которого приведена на рис. 1.

Начнем с отрезка единичной длины. На пер-
вом шаге построения фрактала заменим его дву-
мя отрезками с длинами  примыкающими со-
ответственно к его левому и правому концам.
Очевидно, что на -м шаге рекуррентного по-
строения имеется  отрезков генератора длиной

 каждый.
Предел  соответствует пределу 

Поэтому фрактальная размерность равна

Размерность Хаусдорфа  рассчитанная с
использованием формулы (55) для некоторых из-
вестных фрактальных множеств, приведена в
табл. 1 (Шредер, 2001; Мандельброт, 2002). Более
сложные объекты – мультифракталы – являются
суперпозицией нескольких регулярных фракта-
лов различных размерностей и имеют более
сложные свойства, чем непосредственно моно-
фракталы (Mandelbrot, 1977; 1982; Шредер, 2001;
Божокин, Паршин, 2001).

Континуум мультифрактальных 
размерностей Реньи

Мультифракталы. Обобщенная фрактальная
размерность. К мультифракталам относятся неод-

1/3,

n
2n

1/3n

0Δ → .n → ∞

ln 2 ln 2lim 0.63.
ln 3ln(1/3 )

n

H nn
D

→∞
= − = ≈

,HD

нородные фрактальные объекты, для характери-
стики которых недостаточно одной размерности
Хаусдорфа  а необходим целый спектр таких
размерностей, число которых, вообще говоря,
бесконечно. Причина этого заключается в том,
что в отличие от регулярных фракталов (геомет-
рически подобных объектов) мультифракталы
(точнее их фрагменты), наряду с чисто геометриче-
скими характеристиками, определяемыми величи-
ной  являются статистически подобными копи-
ями целого, т.е. обладают некоторым набором ста-
тистических свойств. Для характеристики таких
структур вводятся в рассмотрение различные ин-
формационные размерности, которые чувствитель-
ны к неоднородностям подобных множеств
(Grassberger, Procaccia, 1983; Бадии, Полити,
1988). Одним из наиболее содержательных описа-
ний фрактальных размерностей служат обобщен-
ные размерности Реньи  разных порядков.

Пусть часть пространства  занятая фрак-
тальным объектом покрыта равными (гипер) ку-
бическими ячейками с ребром  и объемом

 Обозначим через  число точек (элементов
системы), в гиперкубе с номером 
где  − полное число элементов выбранного

-покрытия. Тогда вероятность, характеризую-
щая относительную заселенность ячейки i, равна

 Ясно, что  Ре-
ньи в работе (Renyi, 1961) ввел энтропию

 как -момент меры -по-

крытия. Рассмотрим обобщенную статистиче-
скую сумму

(56)

которая характеризуется показателем степени q,
принимающим любые значения в интервале

 Тогда спектр обобщенных фрак-
тальных размерностей  характеризующих
распределение вероятностей  в области 
определяется соотношением (Hentschel, Procac-
cia, 1983)

(57)
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Рис. 1. Канторовское множество.
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Таблица 1. Размерность Хаусдорфа для некоторых
фрактальных множеств

Фрактальное множество

Канторовское множество 0.63
Триадная кривая Коха 1.26
Кривая Мандельброта–Гивена 1.89
Салфетка Серпинского 1.58
Ковер Серпинского 1.89
Кривая Госпера 1.13
Универсальная кривая Менгера 2.73

HD
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где

(58)

Таким образом, мультифрактал в общем случае
характеризуется некоторой нелинейной функци-
ей  определяющей поведение статистической

суммы  при  

Легко показать, что если  то
данный фрактальный объект представляет собой
регулярный монофрактал. Действительно, в слу-
чае регулярного фрактала во всех занятых ячей-
ках содержится одинаковое количество элемен-
тов  т.е. фрактал является одно-
родным. Тогда очевидно, что относительные
населенности всех ячеек,  тоже
одинаковы, и обобщенная статистическая сумма

(56) принимает вид  Поскольку,
согласно определению фрактальной размерности D,
число занятых ячеек при достаточно малом  рав-

но  то  Отсюда
следует, что в случае обычного фрактала функция

 т.е. является линейной. Тогда все
обобщенные фрактальные размерности 
совпадают при всех значениях q.

Наиболее широкое распространение получи-
ли три совершенно разные меры фрактала: хау-
сдорфова размерность  информа-
ционная размерность  и корреляционная
размерность  (Grassberger, 1981; 1985;
Grassberger, Procaccia, 1984).

Фрактальная и информационная размерности.
При  из выражения (56) следует, что

 С другой стороны, для этого слу-

чая имеем  Из сопоставления

этих равенств следует, что  Это озна-
чает, что величина , представляющая собой
обычную хаусдорфову размерность  множе-
ства  является наиболее грубой характеристи-
кой мультифрактала и не несет информации о его
статистических свойствах.

При  в силу условия нормировки вероят-
ности  статистическая сумма равна  а

 Таким образом, мы имеем неопределен-
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ность в выражении (57) для  которая раскры-
вается с помощью очевидного равенства

(59)

В результате величина обобщенной фракталь-
ной размерности  связана с энтропией Больц-

мана−Гиббса9  соотноше-
нием

(60)

Таким образом, поскольку  то вели-
чина  характеризует информацию, необходи-
мую для определения местоположения элемента
фрактального объекта в некоторой ячейке. В связи с
этим обобщенную фрактальную размерность 
часто называют информационной размерностью.
Она показывает, как информация, необходимая
для определения местоположения элемента
фрактала, возрастает при стремлении размера
ячейки к нулю.

Корреляционная размерность. Важную роль в
различных приложениях играет так называемая
корреляционная размерность, которая следует из
(57) при 

(61)

где  − кор-

реляционный интеграл, в котором суммирование
проводится по всем парам точек фрактального
множества с радиус-векторами  и   − сту-
пенчатая функция Хевисайда,  если 
и  если  Сумма в выражении 

9 Энтропия Больцмана−Гиббса является мерой количества
информации, необходимой для определения системы в не-
котором положении i.
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определяет относительное число пар точек, рас-
стояние между которыми не больше  Поэтому,
поделенная на число  она определяет вероят-
ность того, что две наугад взятые точки разделены
расстоянием, меньшим, чем  Эту же вероятность
можно определить и по-другому. Величина  пред-
ставляет собой вероятность попадания точки в
-ю ячейку с размером  Следовательно, величи-

на  представляет собой вероятность попадания
в эту ячейку двух точек. Суммируя  по всем за-
нятым ячейкам, мы получаем вероятность того,
что две произвольно выбранные точки из множе-
ства G лежат внутри одной ячейки с размером Δ.
Следовательно, расстояние между этими точками
будет меньше или порядка Δ. Таким образом, с
точностью до численных коэффициентов, при-
нимая во внимание равенство (61), получаем

 Таким образом, обоб-
щенная размерность  определяет зависи-
мость корреляционного интеграла  от  в
пределе  Именно по этой причине величи-
ну  в литературе называют корреляционной
размерностью (Grassberger, Procaccia, 1983; 1984;
Moon, Li, 1985).

Заметим, что при  = 3,4,… имеют место обоб-
щенные размерности, связанные с корреляцион-
ными интегралами -триплетов, квадруплетов и
т.д. точек на фрактальном множестве.

Свойства размерностей Реньи. Из свойств эн-
тропии Реньи, приведенных в “Некоторые…”,
следует, что для размерностей фракталов Реньи (57)
выполняются следующие неравенства:

Во-первых, размерность  согласно свой-
ству неотрицательности (5) энтропии Реньи, удо-
влетворяет неравенству

(62)

Во-вторых, размерности Реньи, согласно
свойству (15) для  и определению (57), подчи-
няются неравенству (Mandelbrot, 1974)

(63)

из которого следует, что обобщенная фракталь-
ная размерность  всегда монотонно убывает
(или, в крайнем случае, остается постоянной) с
ростом  Знак равенства имеет место, например,
для однородных фракталов, в которых вероят-
ность  удовлетворяет закону подобия 
где  – любая размерность. Максимальное зна-
чения  величина  достигает при

 а минимальное значение 
при 
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В-третьих, вследствие свойства (17) для энтро-
пии Реньи, имеют место общие неравенства

(64)

(65)

В случае, когда  и  из (64) вытека-
ет неравенство

(66)

аналогично, когда  и  для размерно-
сти  справедливо

(67)

Полезными частными случаями выражений (63)
и (64) являются неравенства

(68)

позволяющие оценить предельные размерности
 через  и  Численно намного лег-

че вычислить низкие -размерности, чем боль-
шие -размерности, поэтому неравенства (68) ис-
пользуются для проверки числовых результатов.

Наконец, согласно неравенству (62) информа-
ционная  и корреляционная  размерно-
сти мультифрактала ограничивают хаусдорфову
размерность  снизу, т.е.

(69)

Мультифракталы с двумя характерными 
масштабами длины

В качестве примера рассмотрим неоднородное
канторовское множество, где причиной неодно-
родности является наличие нескольких про-
странственных масштабов, при том, что все веро-
ятности  совпадают.

Пусть в начале процедуры (нулевой шаг) у нас
имеется множество с мерой 1 и размером 1 (на-
пример, единичный отрезок, по которому как-то
распределены N точек нашего фрактального мно-
жества. На первом шаге заменим его двумя отрез-
ками с длинами l1 = 1/4 и l2 = 1/2, примыкающи-
ми соответственно к его левому и правому кон-
цам. Обоим отрезкам припишем одинаковую
меру р = 1/2. Затем повторим ту же процедуру с
каждым из этих двух отрезков. В результате полу-
чится уже четыре отрезка с длинами (l1)2, l1l2, l2l1 и
(l2)2 и одинаковыми мерами, равными 1/4. Про-
должая этот процесс до бесконечности, мы полу-
чим в конце концов неоднородное канторовское
множество, т.е. мультифрактал. Первые шаги
этого процесса изображены на рис. 2. Чтобы
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определить спектр обобщенных фрактальных
размерностей в этом случае, необходимо видоиз-
менить соотношение (58), определяющее функ-
цию  так как теперь мультифрактал характе-
ризуется не одним масштабом, а многими.

Введем более общее определение фрактальной
размерности . Предположим, что множество 
(мультифрактальный объект) покрыто счетным
числом  непересекающихся подмножеств 
(гиперкубов) с диаметрами  Допу-
стим теперь, что подмножества  имеют размер-
ность  Пусть вероятность того, что элемент
множества  находится в  есть  Тогда, вводи-
мая в теории мультифракталов так называемая
обобщенная статистическая сумма (Halsey и др.,
1986)

(70)

является обобщением соотношения (56) на слу-
чай различных масштабов  Обобщением
размерности Хаусдорфа на случай мультифракта-
лов является величина

(71)

Для каждого  существует одно значение
 и мера (71) имеет конечное значение (по-

рядка единицы) при достаточно большом  лишь в
случае выполнения условия  (см.
Halsey и др., 1986). Тогда обобщенная размерность
Реньи, вводимая соотношением

(72)

при  имеет значение  а при  и
 совпадает с размерностью Хаусдорфа

 В итоге (72) представляет собой
обобщенную -мерную размернось Хаусдорфа
множества

(73)

Расчет мультифрактальных спектров размерно-
стей. Следует заметить, что формула (57) мало
пригодна для практических расчетов размерно-
стей мультифракталов в силу ряда трудностей,
связанных с предельным переходом к бесконечно
малым объемам  Однако задача создания
алгоритма для определения фрактальной размер-
ности Реньи существенно упрощается, если нало-
жить некоторые ограничения на процедуру выбо-
ра иерархии покрытий (Meisel и др., 1992). Точ-
ные формулировки этого метода определения
фрактальных размерностей − метода подсчета
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ячеек, покрывающих фрактальное множество, −
можно найти, например, в работах (Meisel и др.,
1992; Шредер, 2001). Размерность фрактальных
сред может быть эмпирически получена методом
поклеточного счета (box-countingmethod). Про-
стой и быстрый алгоритм для оценки корреляци-
онной размерности аттракторов динамической
системы предложен в работе (Grassberger, Procac-
cia, 1983).

Покажем теперь, что между приведенными
здесь мультифрактальными мерами и так называ-
емой двухпараметрической информацией разли-
чия существует глубокая связь.

ДВУХПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ 
РАЗЛИЧАЮЩАЯ ИНФОРМАЦИЯ 

И МУЛЬТИФРАКТАЛЬНЫЕ МЕРЫ

Вывод двухпараметрической информации разли-
чия. С целью получения двухпараметрического ана-

лога различающей информации Реньи 
найдем минимум информации Кульбака−Лейб-
лера

(74)

при условии сохранения нормировки  и
двух мер статистической неточности

(75)

а также заданности распределений 
и 
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Рис. 2. Неоднородное канторовское множество с дву-
мя характерными масштабами длины l1 = 1/4, l 2 = 1/2
и p1 = р2 = 1/2.
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Согласно вариационному принципу Jaynes,
найдем безусловный экстремум функционала

(76)

где    − неопределенные множители
Лагранжа. Варьируя  по распределению  и
используя равенство

(77)

получим искомое распределение

(78)

которое после нормировки принимает вид

(79)

Здесь введены обобщенная статистическая сумма

(80)

и величина  в которой действи-
тельные числа  и  меняются в пределах допу-
стимых значений.

Подставляя распределение (79) в выражения
для информаций различия Кульбака, получим
следующие соотношения (Зарипов, 2002):

(81)

(82)

из которых после простых преобразований следу-
ют равенства

(83)
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В выражениях (83)–(84) введены специфиче-
ские различающие информации

(85)

а также искомый двухпараметрический аналог
информации различия Реньи

(86)

Заметим, что при  функционалы (85) и
(86) совпадают с различающими информациями
Кульбака−Лейблера и Реньи:

(87)

(88)

Основные свойства двухпараметрической ин-
формации различия можно найти в работе (Зари-
пов, 2010). В частности, там показано, что вели-
чина  является выпуклым аддитивным
функционалом для независимых объектов,

(89)

который при  и
(  и ) принимает положительные

(отрицательные) значения. В равновероятном со-
стоянии с  формула (86) принимает вид

(90)

из которой следует, что энтропия Реньи меньше
(больше), чем энтропия равновероятного состоя-
ния  при  ( ).

Связь с мультифрактальными размерностями.
Покажем теперь, что приведенные выше резуль-
таты позволяют по-новому переосмыслить и ин-
терпретировать сведения о мультифрактальных
спектрах размерностей.

Во-первых, из формул (71) и (80) следует, что
обобщенная размерность Хаусдорфа  свя-
зана c обобщенной статистической суммой
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 записанной при  следующим
соотношением

(91)

Во-вторых, в случае равновозможного распре-
деления  из (86) вытекает соотношение:

(92)

Тогда так называемая информационная раз-
мерность мультифракталов, определяемая соот-
ношением (Halsey и др., 1986)

(93)

принимает, при учете (91) и (57), вид

(94)

Здесь второе слагаемое совпадает с размерно-
стью мультифракталов  впервые введенной в
рассмотрение в работе (Hentschel, Procaccia,
1983).

При  имеет место обобщение форму-
лы (94)

(95)

где статистическая сумма  определя-
ется формулой (70).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящее время вопрос о построении

усложненных моделей материальных средc уче-
том новых и дополнительных свойств и эффектов
поставлен в порядок дня. Как известно, нередко
учет малых эффектов, едва уловимых на первона-
чальной стадии исследования, впоследствии при
более глубоком проникновении в сущность при-
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роды явлений и при расширении поля приложе-
ний становится основой возникновения прогрес-
са, т.е. такого рода эффекты представляет собой
самую квинтэссенцию проблемы и обязательно
должны учитываться. В представленной работе
на основе параметрических энтропии и различаю-
щей информации Реньи выполнены в их взаимо-
связи и взаимодополняемости конструирование
статистической термодинамики фрактальных си-
стем и разработка техники получения мультифрак-
тальных размерностей. Развитый здесь подход
предназначен, в частности, для математического
моделирования (на основе системы гидродина-
мических уравнений для фрактальных сред и за-
мыкающих ее обобщенных термодинамических
соотношений)процессов эволюции различных
космических сред, отличительной чертой кото-
рых является наличие динамических структур
(фракталов) с нецелой топологической размерно-
стью, глобальность силовых взаимодействий между
элементами системы, а также наличие асимптоти-
чески степенных статистических распределений.
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