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В рамках статистики Тсаллиса исследуется влияние неэкстенсивности среды на критерий гравита-
ционной неустойчивости Джинса для самогравитирующего допланетного облака, вещество которо-
го состоит из смеси совершенного -газа и чернотельного излучения. Обобщенные критерии не-
устойчивости Джинса найдены из соответствующих дисперсионных соотношений, полученных как для
покоящегося однородного облака с излучением, так и для вращающегося допланетного облака. Полу-
чен также интегральный обобщенный критерий устойчивости Чандрасекхара для гравитирующего сфе-
рического облака.Представленныерезультаты анализируются для различных значений параметров де-
формации  размерности  пространства скоростей икоэффициента , характеризующего долю излу-
чения в полном давлении системы. Показано, что излучение стабилизирует вещество
неэкстенсивныхдопланетных облаков, а для вращающихся облаковкритерий неустойчивости Джинса
модифицируется силой Кориолиса только в поперечном режиме распространения волн возмущения.
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ВВЕДЕНИЕ

Как теперь стало понятно, статистическая ме-
ханика Больцмана–Гиббса и стандартная термо-
динамика не являются вполне универсальными
теориями, поскольку они имеют ограниченные
области применимости. Это связано, в частности,
с тем, что в основе статистики Больцмана–Гибб-
са лежит постулат о полном перемешивании по-
тока “фазовых точек” в фазовом пространстве
(гипотеза молекулярного хаоса). Это означает,
что любой выделенный объем приобретает по ис-
течении времени  настолько хорошо разви-
тую хаотическую структуру, что его точки могут
располагаться в произвольной части фазового про-
странства. Таким образом, фазовое пространство в
классической статистике не содержит запрещен-
ных состояний и обладает обычными свойствами
непрерывности, гладкости, евклидовости. При
этом стохастический процесс имеет марковский
характер, а гипотеза перемешивания, дополнен-
ная предположением о бесконечном числе степе-
ней свободы, приводит, в конечном счете, к кано-
ническому (экспоненциальному) распределению
вероятности состояний Больцмана–Гиббса, из
которого следует свойство аддитивности экстен-
сивных термодинамических переменных, таких

как внутренняя энергия, энтропия и т.п., а в слу-
чае кинетической теории – к максвелловскому
распределению скоростей.

Вместе с тем, в физике и в других естественных
науках, использующих методы статистической
механики, известны многочисленные примеры
аномальных систем с дальним силовым взаимо-
действием, фрактальным характером фазового
пространства и значительными корреляциями
между отдельными их частями. Сложная про-
странственно-временная структура подобных си-
стем приводит к нарушению принципа аддитив-
ности для таких важнейших термодинамических
величин, как энтропия или внутренняя энергия.

Описание эволюции подобных систем, обла-
дающих произвольным фазовым пространством,
возможно, в частности, в рамках так называемой
неэкстенсивной статистической механики Тсал-
лиса1 (см. Tsallis, 1988; 1999; 2009; Curado, Tsallis,

q

,q D β

t → ∞

1 Обзорам исследований в рамках неэкстенсивной статистики
Тсаллиса посвящены многочисленные журнальные статьи,
сборники и монографии. Кроме этого, имеется постоянно об-
новляющаяся полная библиография (Nonextensivestatisti-
calmechanicsandthermodynamics: Bibliography/ http://tsallis.cat.
cbpf.br/biblio.htm), которая на сегодняшний день состоит из
более 5600 ссылок.
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1991; Tsallis и др., 1998; Колесниченко, 2019), ко-
торая интенсивно развивается в последнее время
в основном зарубежными авторами. Важным
преимуществом неэкстенсивной статистики по
сравнению с классической статистикой Больцма-
на–Гиббса является асимптотический степенной
закон распределения вероятностей.

В настоящее время теории разнообразных не-
экстенсивных систем развиваются в ускоренном
темпе, при котором появляются новые идеи, поз-
воляющие глубже понять их природу, возможно-
сти и ограничения. Каждая теория имеет широ-
кий спектр важных приложений, связанных с фи-
зикой статистических систем, вероятностные
свойства которых описываются негиббсовыми
(негауссовыми), а степенными распределениями.
В частности, неэкстенсивная статистическая меха-
ника успешно применяется к космическим систе-
мам с дальним силовым взаимодействием, которое
и является причиной иханомальности (стататисти-
ческой и термодинамической неэкстенсивности).

В работе (Kolesnichenko, Chetverushkin, 2013) в
рамках формализма деформированной статисти-
ки Тсаллиса была сконструирована на основе мо-
дифицированного кинетического уравнения (с
интегралом столкновений в форме Бхатнагара–
Гросса–Крука) обобщенная гидродинамика (так
называемая -гидродинамика Навье–Стокса), при-
годная для моделирования подобных систем. Имен-
но на основе этой гидродинамики в данной работе
мы рассмотрим проблему гравитационной не-
устойчивости Джинса для протяженного газопы-
левого облака, заполнявшего все пространство
современной солнечной системы, с учетом чер-
нотельной радиации и влияния магнитного поля
на критическую длину волны возмущения, веду-
щей к неустойчивости.

Гравитационная неустойчивость является фун-
даментальным процессом фрагментации гравити-
рующего космического вещества. Она вызывает
формирование устойчивых астрофизических объ-
ектов, таких как звезды, туманности, допланетные
пылевые сгущения, аккреционные диски и т.д.
(см., Jeans, 1902; 2009; Chandrasekhar, 1981; Сафро-
нов, 1969; Горькавый, Фридман, 1994; Фридман,
Хоперсков, 2011). Хорошо известно, что самогра-
витирующая космическая среда становится гра-
витационно-неустойчивой, если возникшие в
ней сколь угодно малые возмущения плотности
неограниченно растут со временем вследствие тя-
готения, и равновесие нарушается, если соответ-
ствующие длины волн превышают определенное
значение. Проблеме гравитационной неустойчи-
вости в последнее время посвящено большое чис-
ло публикаций, среди которых можно выделить
следующие работы (Chandrasekhar, Fermi, 1953;
Bonnor, 1957; Hunter, 1972; Goldreich, Lynden-Bell,
1965; Low, Lynden-Bell, 1976; Shakura, Sunyaev,
1976; Camenzind и др., 1986; Cadez, 1990; Pandey,

q

Avinash, 1994; Owen и др., 1997; Tsiklauri, 1998;
Mace и др., 1998; Lima и др., 2002; Radwan, 2004;
Triggerи др., 2004; Sakagami, Taruya, 2004; Shukla,
Stenflo, 2006; Tsintsadze и др., 2008; Masood и др.,
2008; Cadez, 2010; Dhiman, Dadwal, 2012; Fridman,
Polyachenko, 1984; 2012; Kaothekar, Chhajlani,
2013; Joshi, Pensia, 2017; Pensia и др., 2018; Kumar
и др., 2018; Колесниченко, 2015; 2016; 2018; 2019;
Kolesnichenko, Marov, 2014; 2016). Во всех этих ра-
ботах рассмотрены различные аспекты джинсов-
ской неустойчивости самогравитирующих кос-
мических сред как в рамках классических уравне-
ний Навье–Стокса и МГД-уравнений, так и на
основе бесстолкновительного уравнения Больц-
мана при наличии гравитационных полей, урав-
нения Пуассона.

Известно, что в случае нормальных звезд боль-
шую роль играет давление излучения как фактор
их гидростатического равновесия. С учетом это-
го, в представленной работе выполнено в рамках
неэкстенсивной кинетики Тсаллиса рассмотре-
ние влияния радиации на гравитационную не-
устойчивость солнечного допланетного облака
(точнее его экваториальной части, в которой
практически все излучение является длинновол-
новым, поскольку оно уже успело пройти через
многократное поглощение и переизлучение части-
цами среды). Именно там возможно существова-
ние локального термодинамического равновесия,
при котором температура частиц практически сов-
падает с температурой черного тела. В работе най-
дена функциональная зависимость критического
значения длины возмущающей волны от энтро-
пийного индекса деформации  и размерности D
пространства скоростей. Эти свободные парамет-
ры должны определяться в каждом конкретном
случае эмпирическим путем из статистических
или экспериментальных данных. В работе также
исследуется влияние вращения на гравитацион-
ную неустойчивость неэкстенсивного допланет-
ного облака. Полученные здесь результаты помо-
гут, по мнению автора, лучше понять некоторые
астрофизические проблемы, связанные, в част-
ности, с моделированием процессов образования
звезд и экзопланет из звездных туманностей.

УРАВНЕНИЯ q-ГИДРОДИНАМИКИ 
В НЕЭКСТЕНСИВНОЙ КИНЕТИКЕ

Рассмотрим далее газообразную динамиче-
скую неэкстенсивную систему с нормированным
распределением частиц  в геометрическом
пространстве  и в пространстве скоростей  с
размерностью D. Предлагаемое Тсаллисом обоб-
щение статистической механики (в случае стати-
стики Курадо–Тсаллиса) лучше всего описывает-
ся следующими двумя аксиомами (Curado, Tsallis,
1991; Колесниченко, 2018):

q

( , , )f r c t
r c
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Аксиома 1. Функционал энтропии, связанный
с нормированным распределением функции ве-
роятностей,  равен

(1)

где q – параметр деформации – число, связанное
с фрактальной размерностью, а для неэкстенсив-
ных систем, являющееся мерой их неаддитивно-
сти (Tsallis, 2009);  – элемент объема фа-

зового пространства;  где D – размер-
ность пространства скоростей;  – постоянная
Больцмана.

Аксиома 2. Экспериментально измеряемое зна-
чение любой макроскопической величины 
(термодинамической характеристики -системы)
задается соотношением

(2)

где  – соответствующая микроскопическая
величина.

Важно подчеркнуть, что энтропия 
двух независимых систем не является аддитивной
термодинамической переменной при  по-
скольку

Несмотря на это обстоятельство, в литературе бы-
ло показано, что существует значительное коли-
чество обычных статистических и термодинами-
ческих свойств, которые -инвариантны, т.е.
справедливы для любого . К ним, в частности,
относятся свойство выпуклости энтропии Тсал-
лиса, структура равновесных канонических ан-
самблей, неаддитивная термодинамика, структу-
ра преобразования Лежандра и многое другое (см.
Bibliography/ http://tsallis.cat.cbpf.br/biblio.htm).

Основные определения и уравнения

Энтропия Тсаллиса влечет за собой не только
обобщение статистической физики и термодина-
мики, но и обобщение физической кинетики и
гидродинамики (см. Kolesnichenko, Chetverush-
kin, 2013; Oliveira, Galvao, 2018). Простейшей мак-
роскопической величиной является -плотность
числа частиц, которая определяется соотношением

(3)

( , )f z t
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Тогда массовая -плотность равна  ≡
 Поскольку частица, движущаяся со

скоростью c, обладает импульсом mc, то выражение

(4)

определяет гидродинамическую скорость эле-
мента объема. Величина

(5)

является удельной внутренней энергией (на еди-
ницу массы) неэкстенсивной системы. Потоки

(6)

(7)

представляют собой соответственно тензор дав-
лений и поток тепла. Гидростатическое -давле-
ние определяется как

(8)

где  – единичный тензор второго ранга. В част-
ности, если сдвиговые напряжения равны нулю, а
нормальные напряжения равны между собой, то

В работах (Boghosian, 1999; Kolesnichenko,
Chetverushkin, 2013) в рамках неэкстенсивной
статистической механики Тсаллиса было прове-
дено методом моментов конструирование гидро-
динамических и квазигидродинамических уравне-
ний на основе модифицированного кинетического
уравнения Больцмана2 (с учетом самогравитации) с
интегралом столкновений в форме Бхатнагара–
Гросса–Крука:

(9)

Здесь  +   =
=  – не зависящая от скорости
внешняя сила (сила тяжести), отнесенная к еди-
нице массы; – сила негравитационного проис-
хождения (например, электромагнитная сила Ло-

ренца);  ≡  – гравита-

ционный потенциал, удовлетворяющий уравнению

2 В цитируемой работе кинетическая теория была основана
на операторе столкновений Бхатнагера−Гросса−Крука
(BGK), который был обобщeн для произвольного значе-
ния параметра .
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Пуассона  = ;  – гравитаци-
онная постоянная;  – положительный параметр,
который интерпретируется как характерное вре-
мя релаксации произвольной функции распреде-
ления  к обобщенному локально-максвел-
ловскому распределению  (величина 
совпадает по порядку величины со средним вре-
менем свободного пробега частиц в системе).
Равновесное распределение  в случае ко-
гда , определяетсяследующей формулой (см.,
например, Колесниченко, 2019)

(10)

где   –

гамма-функция.
При использовании метода моментов были

получены следующиеуравнения -гидродинами-
ки, которые являются обобщением для неэкстен-
сивных систем обычных гидродинамических
уравнений Навье–Стокса:

(11)

(12)

(13)

Уравнения (11)–(13) не являются в общем случае
замкнутыми, поскольку отсутствует необходимая
связь (определяющие соотношения) между пото-
ковыми величинами  и  и скалярны-
ми характеристиками течения   и

 Эта связь может быть найдена с помощью
решения модельного кинетического уравнения (9)
методом Чепмена–Энскога при использовании
общего асимптотического разложения функции
распределения по числу Кнудсена. При примене-
нии этого метода в работе (Kolesnichenko, Chet-
verushkin, 2013) были найденыопределяющие со-
отношения, замыкающие систему (11)–(13). В
частности, для случая приближения нулевого по-
рядка, когда распределение  (т.е.
является обобщенным локально-максвелловским
распределением (10)), было показано, что тензор
напряжения  сводится к шаровому тензору
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∂
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div : Grad 0.q q
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( , )q r tP ( , )q r tJ
( , ),q r tρ ( , )qu r t

( , ).T r t

(0)( , ) ( , )f r t f r t≡

( , )q r tP

 а поток тепла  При этом внутрен-
няя энергия  и гидростатическое давление

 определяются соотношениями

(14)

(15)

Поскольку понятие температуры в -статисти-
ке достаточно произвольно (оно зависит от опре-
деления температуры с точки зрения множителей
Лагранжа), то далее мы будем интерпретировать
величину  ≡  как обоб-
щенную температуру сложной неаддитивной си-
стемы. Естественно, что эта температура в корне
отличается от абсолютной термодинамической
температуры , характеризующей интенсивность
хаотизации частиц системы. Заметим, что если за-
писать через эффективную температуру  выра-
жение для внутренней энергии (14), то для величи-
ны  получим соотношение 
которое при  и  совпадает с определе-
нием внутренней энергии в статистике Больцма-
на–Гиббса, соответствующим равному распреде-
лению энергии совершенного газа по степеням
свободы. Если сохранить привычные представле-
ния о температуре  то тогда неравенство 
накладывает жесткое ограничение на величину
параметра деформацииэнтропии : в этом случае
энтропийный индекс должен удовлетворять не-
равенству 

В приближении первого порядкаимеют место-
следующие определяющие уравнения для потока
тепла  и тензора вязких напряжений

(16)

(17)

где   =

=  – соответственно коэффици-

енты теплопроводности и сдвиговой вязкости.

УРАВНЕНИЯ -ГИДРОДИНАМИКИ 
ДЛЯ ДОПЛАНЕТНОГО ОБЛАКА 

С РАВНОВЕСНЫМ ИЗЛУЧЕНИЕМ
В эволюции многих астрофизических объек-

тов большую роль играет давление излучения, как
фактор их гидростатического равновесия. Впер-
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вые анализ неустойчивости в аккреционных дис-
ках относительно осесимметричных возмущений
с учетом давления излучения был проведен в ра-
боте Шакуры и Сюняева (Shakura, Sunyaev, 1976). В
последующих работах рассматривались общие по-
литропные модели (Camenzind и др., 1986), учиты-
вались не осесимметричные возмущения (McKee,
1990), звуковые и эпициклические колебания
(Хопеpсков, Хpапов, 1995; Фридман, Хоперсков,
2011) и т.д.

Далее мы будем использовать систему уравне-
ний q-гидродинамики (11)–(15) для моделирова-
ния неустойчивости околосолнечного допланет-
ного облака (толстого диска),вещество которого
состоит из смеси совершенного -газа и черно-
тельного изотропного излучения при температу-
ре  распространяющегося по всем направлени-
ям. Будем предполагать, что допланетное облако
оптически толстое и распределение поля излуче-
ния близко к равновесному. Подчеркнем также,
что облако в значительной мере обладает осевой
симметрией, что является следствием его враще-
ния вокруг центральной звезды. Далее будем так-
же предполагать, что облако – самогравитирую-
щее, для которого вертикальная структура (струк-
тура вдоль оси вращения) определяется балансом
сил давления и гравитацией самого диска.

В случае пренебрежения гидродинамическими
диссипативными процессами и нагревом косми-
ческого вещества, обусловленным диссипацией и
процессами ионизации и возбуждения, исходная
система -уравнений, состоящая из аналога урав-
нений Эйлера и уравнения Пуассона, имеет вид3

(см., например, Колесниченко, 2019):

(18)

(19)

(20)

(21)

где соотношением 
определяется полная производная структурной
величины  по времени. Здесь

(22)

(23)

– соответственно полное давление и полная
внутренняя энергия (на единицу массы) смеси
совершенного -газа и чернотельного излучения;

3 Далее индекс “q” у ряда гидродинамических и термодина-
мических переменных мы будем опускать.

q

,T

q

div( ) 0,u
t

∂ρ + ρ =
∂

1 grad grad ,
du

P
dt

= − − ψ
ρ

4 ,GΔψ = π ρ

ε = − +
ρ

div ,
d dQP u
dt dt

( Grad)d dt dt u≡ ∂ + ⋅A A A

( , )r tA
4

rad( , ) 3,q qP r t p p p aT= + ≡ +
4

rad( , ) q qr t aTε = ε + ε ≡ ε + ρ

q

  – суммарный вектор тепло-
вого потока, учитывающий в принципе все тер-
модинамически обратимые процессы, которые
могут уносить тепло из элемента среды при его
движении;  – энергия излучения
черного тела, находящаяся в единице массы;

 =  – внутрен-

няя энергия (на единицу массы газовой составля-
ющей допланетного диска);  – лу-

чевое давление;  =  =  –

газовое давление в неэкстенсивной дисковой си-
стеме (аналог уравнения состояния в кинетиче-
ской теории совершенных газов);  – абсо-
лютная температура;  – постоянная излучения

Стефана–Больцмана;  =  –

гравитационный потенциал, являющийся реше-
нием уравнения Пуассона (8) (интеграл здесь
берется по всему объему  занимаемому допла-

нетным облаком);  – удельная

изохромная теплоемкость газовой составляю-
щей смеси. Определим также показатель адиа-
баты газового вещества диска как отношение

 Тогда  = 

Уравнение для полной внутренней энергии (21)
удобно переписать, используя уравнение нераз-
рывности (18), в обычной форме первого начала
термодинамики

(21.1)

или в виде соотношения Гиббса

(24)
выражающего скорость изменения энтропии

 (на единицу массы) дискового вещества и из-
лучения при движении элемента среды вдоль его
траектории. Здесь  – удельный объем.

Изоэнтропические изменения в среде,
содержащей -газ и радиацию

Далее мы будем рассматривать такие движе-
ния космического материального вещества (на-
ходящегося в состоянии совершенного -газа) и
чернотельного излучения, для которых энтропия
каждой частицы среды остается в первом при-
ближении постоянной на протяжении всего пути
частицы, т.е.  + . По-
добные обратимые и адиабатические движения яв-
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ляются изоэнтропическими. Для них энергетиче-
ское уравнение (21) сводится к виду

(25)

выражающему тот факт, что скорость изменения
полной внутренней энергии движущегося эле-
мента среды равна работе по сжатию этого эле-
мента, совершаемой окружающей средой.

Вместе с тем для астрофизических целей часто
удобно использовать другие формы уравнения (25)
(которые впервые были выведены Эддингтоном
(Еddington, 1988) и Чандрасекхаром (Чандрасек-
хар, 1950)). Эти формы справедливы, когда давле-
ние  и внутреннюю энергию  можно
вычислить из соответствующих уравнений состо-
яния как функций от удельного объема  и
температуры  (или энтропии ) в зави-
симости от исследуемого процесса. Для “медлен-
ного” процесса, характеризуемого временем, много
большим времени теплопередачи, любые возмуще-
ния профиля температуры будут успевать релак-
сировать. Следовательно, этот процесс можно
рассматривать как изотермический, при котором

 “Быстрый” процесс (по срав-
нению с процессом теплопереноса) можно счи-
тать адиабатическим в силу нехватки времени для
обмена теплом двух соседних областей:

 и 

Из энергетического уравнения (25) для квази-
статического процесса следует

(26)

Следовательно, для изоэнтропических измене-
ний имеем

(27)

Введем теперь адиабатические показатели смеси
вещества и излучения  и  соотношениями

(28)

(29)

которые могут быть использованы вместо энергети-
ческого уравнения (25). С учетом уравнения состоя-
ния “совершенного -газа” (15) можно записать

(30)

div 0,d dt P uρ ε + =
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0( , ) ( ).P P T P= =v v

0 constS S= = 0( , ) ( ).P P S P= =v v
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∂ ∂
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v
v

rad rad
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1 q q
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p p d T p p d
 

+ + + = γ − 
v

1 2,Γ Γ 3Γ

1ln ln ,d dP
dt dt

= Γ ρ

2
3

2

1ln ( 1) ln ln ,d d dT P
dt dt dt

Γ −= Γ − ρ =
Γ

q

rad rad( ) (4 ) ln ln .q q qdP d p p p p d T p d= + = + − v

Следовательно, уравнение (28) есть не что иное,
как

(31)

Из (27) и (31) следует, что

(32)

Введем теперь в рассмотрение величину
 – коэффициент, характеризующий до-

лю газа в полном давлении смеси4. При использо-
вании этого параметра соотношение (32) можно
переписать в виде:

(33)

Можно легко показать, что имеют место следую-
щие соотношения

(33.1)

(33.2)

Если , то все обобщенные показате-
ли адиабаты  для “ -газа + излучение” совпа-
дают с показателем адиабаты чистого -газа

 а когда присутствует одно
лишь излучение абсолютно черного тела
( ), то они равны . Таким образом, для
смеси “совершенного -газа” и излучения обоб-
щенные показатели адиабаты принимают проме-
жуточные значения от  до 

ДЖИНСКОВСКАЯ ГРАВИТАЦИОННАЯ 
НЕУСТОЙЧИВОСТЬ В НЕЭКСТЕНСИВНОЙ 

КИНЕТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ
Рассмотрим теперь простейшую задачу возник-

новения неустойчивости в бесконечной покоя-
щейся сферически однородной среде. Напомним,
что при рассмотрении гравитационной неустой-
чивости Дж. Джинс рассматривал однородное со-
стояние самогравитирующей газовой среды в со-
стоянии покоя, что не совсем корректно, так как

4 На особую важность величины  для теории звездной
структуры впервые указал Эддингтон. В известном отрыв-
ке из его книги “Внутреннее строение звезд” Эддингтон
связывал эту величину с “явлением звезды” (“happening of
the stars”).
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такое состояние не является состоянием равнове-
сия. Тем не менее, его вывод критерия неустой-
чивости можно рассматривать как первое при-
ближение, которое в наиболее простых случаях
дает правильный порядок нижней критической
длины волны возмущения, ведущего к неустой-
чивости (см., например, Сафронов, 1969; Фрид-
ман, Хоперсков, 2011).

Линеаризованные основные дифференциаль-
ные уравнения (18)–(21) для случая чисто ради-
ального сферически симметричного движения с
учетом допущений, что невозмущенное состоя-
ние является равновесным  и
что уравнение Пуассона (20) можно применить
лишь к возмущениям плотности (условие 
называют иногда “мошенничеством” Джинса
(см. Jeans, 1902; 2009)), имеют вид:

(34)

(35)

(36)

(37)

Здесь и далее индекс “0” относится к невозму-
щенным величинам.

Уравнение (36) тривиально интегрируется.
Выбирая постоянную интегрирования так, чтобы

 при , получим

(38)

Допустим теперь, что характерная длина, свя-
занная с пространственными изменениями вели-
чин  и , велика по сравнению с другими харак-
терными длинами задачи (это так называемое при-
ближение коротковолновой акустики), т.е. можно
пренебречь производными  и  При
этих дополнительных упрощающих предположе-
ниях уравнение неразрывности, импульса и энер-
гии легко объединить в одно уравнение для адиа-
батической звуковой волны5 (см., например,
Ландау, Лифшиц, 1976)

(39)

Здесь возмущенная производная давления 
выражается, согласно (38), через возмущенную

5 При изучении возмущенных состояний самогравитирую-
щего космического вещества часто приходится иметь дело
с разновидностью звуковых волн.
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производную плотности  в виде  =

=   где

(40)

– адиабатическая (или лапласова) скорость зву-
кав неэкстенсивной радиационной гидродина-
мике. При написании (40) учтено, что

(41)

Заметим, что в частном случае, когда  и
 имеем  (классический совершен-

ный одноатомный газ). Отсюда следует, что

(40.1)

Когда излучение также отсутствует, то
 =  – адиабатическая ско-

рость звука в совершенном газе.

Если  (совершенный -газ) и излучение
отсутствует ( ), то

(40.2)

Уравнение (39) является линейным и однород-
ным уравнением в частных производных, следова-
тельно, к нему применим метод нормальных коле-
баний (метод мод). Решая уравнения (39) для воз-
мущенной плотности в виде ,
описывающем волны с угловой частотой , вол-
новым вектором k в направлении 6 и длиной

6 Следует заметить, что линеаризованное уравнение им-
пульса требует, чтобы скорость u была параллельна волно-
вому вектору ±k (см. Ландау, Лифшиц, 1976). Следова-
тельно, скорости частиц жидкости, связанные с адиабати-
ческими звуковыми волнами, параллельны направлению
распространения волн.
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волны  получим следующее дисперси-
онное уравнение для бегущей звуковой волны

(42)

которое с учетом соотношений (40) и (41) прини-
мает “стандартный” вид

(42.1)

Здесь адиабатическая скорость звука  опреде-
ляется формулой (40).

Для устойчивых волн с частотами  имеем
 тогда как неустойчивость соответствует

условию  Эти два класса разделяет случай
нейтральной устойчивости  что соответ-
ствует модам с критической длиной волны возму-
щения

(43)

Из уравнения (42.1) следует, что граничное значе-
ние  разделяет устойчивые  и не-
устойчивые  пульсации плотности. При
малых  (длинные волны) пульсациибудут расти
со временем и появляется нестабильность Джинса,
а коротковолновые пульсации плотности (большие

, малые длины волн) колеблются, т.е. распро-
страняются в виде звуковых волн.

Таким образом, критическая длина волны воз-
мущения

(44)

является размером мельчайших “капель” рассмат-
риваемой “фрактальной” газовой среды с излучени-
ем, которые могут удерживаться вместе собствен-
ным гравитационным притяжением. Следователь-
но, модифицированный в рамках неэкстенсивной
кинетической теории критерий неустойчивости
Джинса для смеси q-газа и чернотельного излуче-
ния будет выглядеть следующим образом: длина
неустойчивой волны возмущения  должна удо-
влетворять неравенству

(45)
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В традиционной литературе длину

(46)

соответствующую размеру области сжатия само-
гравитирующего совершенного газа, называют
длиной Джинса. С учетом (45) критерий неустой-
чивости Джинса в неэкстенсивной кинетике мо-
жет быть переписан в виде:

(45.1)

Отсюда следует:
1. Если  (при этом ), то фактор

(47)

Следовательно, критическая длина волны воз-
мущения  в рассматриваемом случае больше
джинсовской длины волны , т.е. благодаря дав-
лению излучения облачная среда стабилизирует-
ся, причем равенство соответствует предельной
устойчивости.

2. Если  но излучение отсутствует, 
то фактор

(48)

В этом случае критерий гравитационной неустой-
чивости зависит от численных значений индекса
энтропийной деформации q и размерности про-
странства скоростей D. При этом возможна ситу-
ация, при которой гравитационно устойчивое (на
основе классической статистики Больцмана–
Гиббса) облако газа, будет неустойчивым соглас-
но неэкстенсивной статистики Тсаллиса (см.
Kolesnichenko, Marov, 2014, 2016).

Связанная с  критическая масса (масса, со-
держащаяся внутри сферы диаметром ) опре-
деляется соотношением

(49)
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где  =  –
критическая масса Джинса. Возмущения с мас-
сой , превышающей критическую массу
Джинса ( ) могут расти, формируя грави-
тационно-ограниченные структуры, в то время
как возмущения с массой  меньше  не рас-
тут и ведут себя как акустические волны. При
этом для самогравитирующих неэкстенсивных
сред с излучением критические значения длины
волны и массы явно зависят от энтропийного ин-
декса , размерности пространства скоростей D и
коэффициента , которые, являясь свободными
параметрами, должны определяться в каждом
конкретном случае эмпирическим путем из экс-
периментальных данных. Это позволяет при ис-
следовании неустойчивости самогравитирующих
космических объектов в рамках неэкстенсивной
статистики более обоснованно моделировать ре-
ально складывающуюся ситуацию.

Заметим, что дальнейшее развитие предложен-
ного здесь подхода может быть связано с учетом
влияния на джинсовскую неустойчивость враще-
ния среды, магнитного поля, вязкости и других дис-
сипативных эффектов.

ИНТЕГРАЛЬНОЕ УСЛОВИЕ 
УСТОЙЧИВОСТИ СФЕРИЧЕСКИ 

СИММЕТРИЧНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
ВЕЩЕСТВА И ИЗЛУЧЕНИЯ 

В НЕЭКСТЕНСИВНОЙ 
КИНЕТИКЕ ТСАЛЛИСА

В этом разделе мы будем исходить из гипотезы
Ф. Хойла (Hoyle, 1960) о совместном образовании
звезды (Солнца) и допланетного облака из веще-
ства единой вращающейся звездной туманности.
Существует интегральная теорема для находя-
щейся в гравитационном равновесии туманности
сферической конфигурации из вещества (совер-
шенного газа) и чернотельного излучения, глася-
щая, что давление  в центре притяжения грави-
тирующего облака массы , в котором плотность

 в точке, находящейся на расстоянии  от цен-
тра, не превышает средней плотности  внут-
ренней части с радиусом , должно удовлетворять
неравенству (см. Чандрасекхар, 1950; Теорема 6 на
стр. 111)

(50)

Здесь ,  – соответственно средняя плотность
облака и его плотность в центре. Это означает,
что давление, действующее в центре облака мас-
сы , должно быть промежуточным между дав-
лениями в центрах двух конфигураций с однород-
ной плотностью – одна с плотностью, равной
средней плотности  облака, а другая с плотно-

3
0 JJ ( 6)M ≡ π ρ λ ( )3/2
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2 3 2 3ce ceG M P G Mπ πρ ≤ ≤ ρ

ρ ceρ
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ρ

стью, равной плотности  в его центре. В случае,
когда имеются некоторые области, в которых
преобладают противоположные градиенты плот-
ности, неравенство (50) нарушается, а это означает
неустойчивость. Таким образом, можно считать,
что неравенство (50) эквивалентно интегральному
условию устойчивости “материнской” звездной
туманности.

Получим теперь обобщение этого условия
устойчивости на случай неэкстенсивной сфери-
ческой газовой массы с излучением. Используя
определения параметра  и уравнения состояния
для давления излучения, а также формулу (15) для
давления -газа, получим

(51)

Отсюда следует, что

(52)

Теперь

(53)

Следовательно, в центре газовой сферы

(54)

С другой стороны, согласно неравенству (50),
имеем

(55)

Сравнивая (55) и (50), получим:

(56)

или

(57)

В предыдущих неравенствах  есть величина  в
центре газовой сферы.
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Подставляя в (57) численное значение посто-
янной Стефана–Больцмана  (где

 – постоянная Планка,  – скорость света в ва-
кууме), будем иметь:

(58)

Здесь использованы соотношения  где  –
средний молекулярный вес,  – масса атома водо-
рода;  – масса Солнца; 
Тогда правая часть неравенства

(59)

дает в рамках неэкстенсивной кинетики Тсаллиса
нижний предел устойчивости гравитирующего
облака (сферической газовой конфигурации) с
массой M.

Заметим, что если ввести параметр Чандрасек-
хара , который однозначно определяется мас-
сой M газовой конфигурации и средним молеку-
лярным весом  при помощи уравнения четвер-
того порядка7 (см. Чандрасекхар, 1950; 1985)

(60)

то неравенство (59) можно переписать в виде

или, поскольку функция  монотонно
увеличивается с увеличением , так:

(61)

Таким образом, для устойчивости неэкстен-
сивного сферического газового облака с излуче-

7 Из формулы (60) следует, в частности, что для звезды с
массой, равной солнечной, и со средним молекулярным
весом, равным единице, давление излучения в центре звез-
ды не может превышать трех процентов от общего давле-
ния, т.е.  (Чандрасекхар, 1985).
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нием численные значения параметров , D и q
должны удовлетворять неравенству (61).

ДЖИНСОВСКАЯ НЕУСТОЙЧИВОСТЬ 
ВРАЩАЮЩЕГОСЯ ДОПЛАНЕТНОГО 

ОБЛАКА С ИЗЛУЧЕНИЕМ 
В КИНЕТИКЕ ТСАЛЛИСА

Поскольку вращение является весьма распро-
страненным явлением во Вселенной, возникает
вопрос: как вращение действует на джинсовскую
гравитационную неустойчивость? В связи с этим
рассмотрим в упрощенной постановке проблему
влияния силы Кориолиса на гравитационную не-
устойчивость неэкстенсивной газовой среды до-
планетного излучающего облака.

Для простоты будем предполагать, что само-
гравитирующее облако равномерно вращается
вокруг оси  с одинаковой угловой скоростью

, а в направлении оси  имеется поток
-газа, скорость которого 8. В этом

случае в исходную систему уравнений -гидродина-
мики (18)–(21) необходимо внести следующие из-
менения: в правой части уравнения движения (19)
появляется дополнительный член , связан-
ный с силой Кориолиса, а энергетическое уравне-
ние (21) удобно использовать в виде (29)

Тогда линеаризованные уравнения (18)–(21),
полученные с учетом допущений, что в невозму-
щенном состоянии облака имеется равномерный
поток газа (где ) и что уравнение
Пуассона (20) можно применить лишь к возму-
щениям плотности, имеют вид:

(62)

8 Известно, что проблему устойчивости самогравитирующе-
го двумерного газового облака в принципе нельзя описы-
вать в рамках двумерного приближения, поскольку оно за-
ведомо является сильно неустойчивым (см., например,
Фридман, Хоперсков, 2011). Однако при наличии сильного
внешнего гравитационного поля с цилиндрической гео-
метрией и с образующей вдоль оси вращения облака воз-
можно обеспечить его устойчивость в случае, когда угловая
скорость вращения достаточно велика. При этом структура
допланетного облака вдоль оси вращения будет опреде-
ляться исключительно его самогравитацией. Понятно, что
этот случай искусственный, поскольку в реальных астрофи-
зических системах такие цилиндрические поля если и встре-
чаются, то без вложенных дисков. Вместе с тем, анализ тако-
го вложенного в цилиндр самогравитирующего газового тол-
стого диска представляет определенный теоретический
интерес, поскольку только в этом случае можно отделить эф-
фекты, к которым приводит самогравитация в чистом виде.
Именно такие модели изучались в большинстве классиче-
ских работ по астрофизическим дискам (см., например, Gol-
dreich, Lynden-Bell, 1965; Hunter, 1972; Toomre, 1964).
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(63)

(64)

(65)

где

(66)

Здесь величины   и  описывают не-
которое стационарное решение системы (18)–(21),
а величины   и  ─ суть
малые возмущения гидродинамических парамет-
ров, слабо нарушающих невозмущенное состоя-
ние. Система уравнений (62)–(65) описывает раз-
витие малых адиабатических возмущений во
фрактальной газовой среде с излучением на фоне
основного решения в пространстве и во времени.
Она является системой линейных и однородных
уравнений в частных производных, следователь-
но, к ней применим метод нормальных колеба-
ний (метод мод). Представим все возмущенные
гидродинамические параметры  в виде

(67)

описывающем совокупность волн возмущения с
угловой частотой  и действительным волновым
числом  компоненты которого на-
правленывдоль направлений  и . Подставляя
их в систему (62)–(67) и используя соотношение

(68)

(следствие уравнения (65)) в результате получим
следующую систему линейных алгебраических
уравнений относительно малых возмущений гид-
родинамических параметров:

(69)

(70)

(71)

Из системы уравнений (69)–(71) вытекает следу-
ющее алгебраическое соотношение

(72)
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(73)

Здесь  – адиаба-

тическая скорость звука в неэкстенсивной газо-
вой среде с излучением. Заметим, что при напи-
сании (73) использовано векторное тождество

 +  (Кочин, 1961), ко-
торое для продольных звуковых волн в жидкости
(см. сноску № 6) принимает вид: 

Проанализируем соотношение (73).

1. Если предположить, что равновесное само-
гравитирующее газовое облако не вращается

 и ), то (73) совпадает с дисперсион-
ным соотношением (42.1), из которого следует
рассмотренный выше критерий неустойчивости
Джинса (46) для покоящегося однородного облака с
излучением в случае неэкстенсивной кинетики.

2. Если  и , то из (73) следует
дисперсионное соотношение вида:

(74)

Из этого соотношения следует, что равномер-
ный поток вещества оказывает дестабилизирую-
щее влияние на устойчивость газового облака,
способствуя увеличению критического значения
джинсовского волнового числа  (Radwan, 2004).

3. Если скорость потока , а  то:

(75)

При умножении этого соотношения скалярно на
пульсирующую скорость  получим дисперсион-
ное соотношение

(76)

из которого следует, что кориолисова сила вра-
щения не преодолевает стабилизирующего эф-
фекта излучения для самогравитирующего облака,
т.е. справедлив рассмотренный выше критерий не-
устойчивости Джинса (46) и для вращающегося об-
лака с излучением.

4. Рассмотрим теперь случай, когда волна воз-
мущения распространяется в плоскости  пер-
пендикулярно направлению оси вращения обла-
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ка , т.е. когда  Тогда из (75) сле-
дует алгебраическое соотношение:

(77)

записанное здесь с использованием формулы
векторной алгебры 
(см. Кочин, 1961) и условия .

Из (77) вытекает следующее дисперсионное
соотношение

(78)

Пусть  и  – корни уравнения (78); тогда

(79)

Отсюда следует, что условие неустойчивости
облака  для совокупности волн возмуще-
ния имеет вид

(80)

В этом случае критическая длина волны возму-
щения  и критическое волновое число

 разделяющее устойчивые  и
неустойчивые  возмущенные волны,
определяются соотношениями

, (81)

(82)

Таким образом, для критерия джинсовской не-
устойчивости вращающегося газового облака с
учетом излучения для волн возмущения распро-
страняющихся в направлении перпендикуляр-
ном направлению оси вращения облака, получим
следующее представление:

(83)
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которое, с учетом формулы (46) для длины Джин-
са, может быть записано в виде

(84)

Важно иметь в виду, что критерий (84) имеет
смысл только в случае, если выполняется условие

 (условие устойчивости вращающе-
гося облака по Toomre (1964)).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Известно, что при неустойчивости неравно-

весных систем (в частности, различных астрофи-
зических объектов)возникает динамический ха-
ос, что делает возможным образование более
сложных упорядоченных (в общем случае фрак-
тальных) структур. Возникновение фрактальных
образований подтверждается для многих астро-
физических систем, в частности, у звезд, меж-
звездных молекулярных облаков, аккреционных
допланетных дисков и т.д. При учете воздействия
сильного гравитационного поля в моделях фрак-
тальных космических структур возникают прин-
ципиальные трудности, поскольку для них тради-
ционные газодинамические методы часто непри-
менимы. Преодоление этих трудностей требует
нового подхода к решению эволюционных задач
в космической газодинамике. Один из возмож-
ных подходов к изучению эволюции подобных
аномальных систем может быть основан на мето-
дах неэкстенсивной статистической механики
Тсаллиса, как раз и предназначенной для описа-
ния эволюции фрактальных систем с сильным
гравитационным взаимодействием (см., напри-
мер, Kolesnichenko, Marov, 2013; 2014; 2019).

Имея в виду большое космогоническое значе-
ние проблемы гравитационной неустойчивости,
впред ставленной работе в рамках кинетики
Тсаллиса выполнено исследование влияния не-
экстенсивности среды на критерий гравитацион-
ной неустойчивости Джинса для самогравитиру-
ющего допланетного облака, вещество которого
состоит из смеси совершенного -газа и черно-
тельного излучения. Выведены дисперсионные
уравнения, на основе которых проведен анализ
осесимметричных колебаний допланетных само-
гравитирующих облаков. Получены модифици-
рованные критерии гравитационной неустойчи-
вости Джинсадля простых модельных систем, та-
ких какбесконечные покоящиеся сферически
однородные среды ивращающиеся газовые обла-
ка с учетом давления излучения. Кроме этого, по-
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лучено модифицированное в рамках неэкстен-
сивной кинетики интегральное условие устойчи-
вости Чандрасекхара для сферической массы
смеси, состоящей из -газа и излучения. Для ука-
занных самогравитирующих объектов найдены
критические значения длин волн и масс, которые
явно зависят следующих свободных параметров:
от энтропийного индекса деформации , размер-
ности D пространства скоростей и коэффициента ,
характеризующего долю вещества в полном дав-
лении смеси. Это позволяет более обоснованно
моделировать реальные астрофизическиеобъек-
ты и находить соответствующие критерии их гра-
витационной неустойчивости.

Рассмотренный здесь в рамках неэкстенсив-
ной кинетики подход к описанию эволюции от-
носительно простых (модельных) астрофизиче-
скихобразований может быть распространен на
более реалистичные физические ситуации, свя-
занные, в частности, с учетом динамики возму-
щений в неоднородных и неизотропных диско-
вых фрактальных средах, с исследованием грави-
тационных возмущений диссипативных дисков, с
исследованием собственных частот колебаний
вертикально неоднородныхмагнитных дисков и
т.п. (Фридман, Хоперсков, 2011).

Поскольку физический смысл и численные
значенияиндексаэнтропийной деформации q иг-
рают существенную роль в понимании эволюции
многих аномальных астрофизических объектов,
то проблема их определения представляется чрез-
вычайно важной. К сожалению, эта проблема все
еще остается открытой. Вместе с тем, в настоящее
время имеются серьезные успехи в современной
гелиосейсмологии, которая надежно исследует
внутреннюю структуру и динамику Солнца (см.
Gough, 2011). В солнечной атмосфере установле-
ны и изучены миллионы резонансных мод коле-
баний. Их частоты измерены с достаточно боль-
шой точностью, что позволяет исследовать внут-
реннюю структуру Солнца на больших глубинах
(Gough, Hindman, 2010). Эти результаты позволя-
ют решить не только некоторые известные про-
блемы космологии, но и поднимают ряд теорети-
ческих вопросов, ответы на которые необходимы
для понимания того, как на самом деле эволюци-
онирует обычная звезда. В частности,гелиосей-
смологияпозволяет, вообще говоря,найти экспе-
риментальные доказательства присутствия не-
экстенсивных эффектов в недрах звезды по
определяемым скоростям звука. Следовательно,
есть надежда, что в самое ближайшее время мож-
но будет получить астрономические данные по
численным значениям параметра , отличным от
единицы.
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