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Целью данной работы является построение термодинамики открытых квантовых систем элемен-
тарных частиц Бозе-газа в рамках неэкстенсивной статистики Тсаллиса, основанной на модифици-
рованной квантовой энтропии, зависящей от действительного параметра деформации  Получены
обобщенные выражения для термодинамического потенциала, внутренней энергии, свободной
энергии, удельной теплоты и давления, а также основные термодинамические уравнения. Обсужда-
ются модифицированные равновесные распределения Бозе–Эйнштейна для массивных частиц и
обобщенные законы Планка, Рэлея–Джинса и Вина для фотонов, которые могут быть применимы
к различным физическим задачам, в частности, к описанию космического черного излучения. Ис-
ходным основанием подобного рассмотрения фотонного газа является предположение, согласно
которому распределение фотонов космического фонового излучения (находящегося в тепловом
равновесии) может отличаться от классического распределения Планка из-за влияния дальнодей-
ствующего гравитационного воздействия на больших расстояниях. Это влияние возможно является
отражением того отдаленного во времени факта, согласно которому материя и свет были сильно
связаны между собой. Обобщенная термодинамика фотонного газа может быть использована, в
частности, в качестве теоретического обоснования экспериментальных исследований чернотель-
ной радиации внутри разнообразных астрофизических объектов.
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за, чернотельное излучение, дивергенция Брэгмана
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ВВЕДЕНИЕ
Как теперь стало понятно, статистическая ме-

ханика Больцмана–Гиббса и стандартная термо-
динамика не являются вполне универсальными
теориями, поскольку они имеют ограниченные об-
ласти применимости. В качестве примера можно
привести невозможность в рамках статистики БГ
объяснить спектр космических лучей – одной из
наиболее важных систем релятивистских частиц.

В физике и в других естественных науках, ис-
пользующих методы статистической механики,
известны многочисленные примеры сложных
(аномальных) систем, которым присущи эффек-
ты сильного дальнодействия, нелокальные корре-
ляции между отдельными элементами системы
(помнящей свое прошлое), фрактальный характер
фазового пространства, немарковское поведение.
Сложная пространственно-временная структура
подобных систем приводит к нарушению прин-
ципа аддитивности для таких важнейших термо-
динамических характеристик, как энтропия или
внутренняя энергия.

В связи с этим, исследования в области меха-
ники неэкстенсивных (неаддитивных) систем
стали в последнее время предметом значительно-
го интереса, что объясняется как новизной воз-
никающих здесь общетеоретических проблем,
так и важностью практических приложений. На-
чало систематического изучения в этом направ-
лении связано с работой К. Тсаллиса (Tsallis,
1988), в которой был введен функционал энтро-
пии  :=  зависящей от
некоторого действительного числа  (так называ-
емого параметра деформации) и обладающей не-
аддитивностью для совокупности независимых
аномальных систем. Важно, что в пределе слабой
связи  энтропия Тсаллиса переходит в эн-
тропию БГ. Наиболее существенным преимуще-
ством, основанной на энтропии Тсаллиса1 стати-

.q

1 Заметим, что хотя эта энтропия получила название энтро-
пии Тсаллиса, в историческом плане появление -энтро-
пии можно проследить по более ранним работам (см. Har-
vda, Charvat, 1967; Daroczy, 1970).
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стической механики, по сравнению со статисти-
кой БГ является то, что она приводит к
асимптотическому степенному закону распреде-
ления вероятностей, который отличен от экспо-
ненциального поведения, порожденного класси-
ческим распределением Гиббса.

Неэкстенсивная статистика, в настоящее вре-
мя интенсивно развивается. Возникают много-
численные новые математические проблемы,
требующие своего решения. В научной литерату-
ре доступны многочисленные коллекции мини-
обзоров (см., например, Tsallis, 1999; Abe, Okamo-
to, 2001; Grigolini и др., 2002; Kaniadakis и др.,
2002, 2006; Kaniadakis, Lissia, 2004; Gell-Mann,
Tsallis, 2004; Herrmann и др., 2004; Колесниченко,
2019). Эта статистика успешно применяется ко
многим природным системам, в частности, к ран-
ней вселенной (Pessah и др., 2001), к космической
плазме (Lima и др., 2000), к космологическим
проблемам (к трехмерной гравитационной про-
блеме N-тел), к астрофизическим проблемам (на-
пример, при толковании черных дыр, суперструн,
темной материи (Leubner, 2005)) и так далее. Мо-
делированию Бозе-газа и чернотельному излуче-
нию в рамках неэкстенсивной статистики также
посвящено большое число публикаций (см., на-
пример, Tsallis и др., 1995; Plastino и др., 1995; Tir-
nakli и др., 1997; Lenzi, Mendes, 1998; Wang, Le
Méhauté, 1998; Wang и др., 1998; Büyükkilic.,
Demirhan, 2000; Anchrordoqui, Torres, 2001; Marti-
nez и др., 2001, 2002; Chamati и др., 2006; Zaripov,
2009; Rovenchak, 2018; Ma и др., 2019; Kolesniсhen-
ko, 2020).

Тем не менее, в настоящей работе предлагает-
ся вновь вернуться к обсуждению в рамках фор-
мализма Тсаллиса механизма чернотельного из-
лучения применительно к задачам космологии.
Исходным основанием подобного рассмотрения
является утверждение, согласно которому суще-
ствующее космическое фоновое излучение (нахо-
дящееся по предположению в тепловом равнове-
сии) может несколько отличаться от классиче-
ского закона излучения черного тела Планка из-
за влияния дальнодействующего гравитационно-
го воздействия на больших расстояниях (Mather
и др., 1994). Это влияние может быть отражением
того отдаленного во времени факта, когда мате-
рия и свет были сильно связаны между собой, или
же оно является результатом еще более изощрен-
ных природных явлений (Sistema, Vucetich, 2005).

Правомерность нового обсуждения данной
проблемы, по мнению автора статьи, связана со
следующим обстоятельством. В статистической
механике Тсаллиса возможно осреднение микро-
скопических физических величин с помощью
трех распределений:   
Первое осреднение соответствует первоначаль-
ной статистике Тсаллиса (Tsallis, 1988), второе

( ),p r ( ),qp r ( ) ( ) ' .q qp p dΓr r

(ненормированное) осреднение – статистике Ку-
радо–Тсаллиса (Curado, Tsallis, 1991; Зарипов,
2002; Колесниченко, 2018), третье осреднение –
статистике Тсаллиса–Мендеса–Пластино (Tsallis
и др., 1998). Эти способы осреднения, каждый из
которых имеет, вообще говоря, свои преимуще-
ства и недостатки, предопределяют совершенно
разные -термодинамики. По этой причине во-
прос об использовании того или иного способа
осреднения в физических приложениях носит
принципиальный характер, поскольку различия в
определении средних значений могут оказаться
существенными при обработке эксперименталь-
ных данных.

Вместе с тем, получаемые при этом существен-
ные несоответствия могут быть, по мысли ряда
авторов, благополучно устранены путем исполь-
зования осреднения Тсаллиса–Мендеса–Пла-
стино, когда осреднение производится по так на-
зываемому нормированному эскортному распре-
делению вероятности  :=  (см,
например, Tsallis и др., 1998; Tsallis, 1999; Martinez
и др., 2000). Однако существует и иная точка зре-
ния (которой автор придерживается в данной ра-
боте), согласно которой единственно правиль-
ным осреднением является осреднение с ненор-
мированным распределением  используемое
в аксиоматическом обосновании рассматривае-
мой неэкстенсивной статистики (см. Havrda,
Charvat, 1967; Daroczy, 1970). Она обуславливает-
ся, в частности, и тем, что только распределение

 не приводит к переопределению понятия
температуры неаддитивной -системы, которая в
этой статистике является интенсивным парамет-
ром (абсолютной температурой ), а не функци-
оналом (так называемой физической температу-
рой  зависящей от энтропии ), как это про-
исходит при иных определениях взвешенного
среднего. Отметим, что это и некоторые другие
убедительные соображения в пользу осреднения
Курадо–Тсаллиса приведены в монографии (За-
рипов, 2002).

Возвращаясь к своевременности появления
данной работы, заметим, что во многих цитируе-
мых выше публикациях по заявленной тематике
авторы (см., например, Tirnakli и др., 1997; Wang
и др., 1998; Rovenchak, 2018) в качестве отправной
точки использовали обобщенное распределение
Планка собственных частот излучения в виде:

 =  Легко мож-

но убедиться в том, что к этому распределению
приводит условие максимальности модифициро-
ванной в статистике Тсаллиса энтропии Бозе-га-
за только при условии, что осреднение физиче-
ских величин производится с помощью распреде-
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ления  (Büyükkilic, Demirhan, 2000; Зарипов,
2010). Тем не менее эти авторы в своих работах
использовали осреднение с распределением 
соответствующее оригинальной статистике Тсал-
лиса. В ряде других публикаций (см., например,
Martinez и др., 2002; Ma и др. 2019) за исходное
распределение неэкстенсивного фотонного газа
принималось обобщенное распределение Планка

 с физической температурой  что
представляется совершенно не практичным, по-
скольку измерение физической температуры 
нереально, что связано с ее зависимостью от эн-
тропии системы  В недавней работе автора
(Kolesniсhenko, 2020), посвященной рассмотре-
нию Джинсовой неустойчивости протопланетно-
го газового облака с радиацией в рамках неэкс-
тенсивной кинетики Тсаллиса, термодинамика
чернотельного излучения использовалась в клас-
сической форме.

В связи с высказанными выше критическими
соображениями в представленной работе нами с
единых позиций кинетики Тсаллиса изложен
круг вопросов, связанных с конструированием
деформированной термодинамики чернотельно-
го излучения на основе модифицированных эн-
тропии Бозе-газа и дивергенции Брэгмана. При
этом при получении всех термодинамических ве-
личин систематически использовано осреднение
Курадо–Тсаллиса. Проведенное исследование
базируется на свойствах негиббсового канониче-
ского ансамбля бозонных систем, полученного из
принципа Джейнса (Jaynes, 1963) максимума -эн-
тропии при заданности усредненной внутренней
энергии и полного числа частиц бозонного газа.
Получены обобщенные выражения для термоди-
намического потенциала, полной и свободной
энергии, энтропии, удельной теплоты, давления
и теплоемкости, а также дифференциальные тер-
модинамические уравнения для бозонных газо-
вых систем. Показано, что сохраняются принцип
максимума равновесной энтропии Тсаллиса, ле-
жандрова структура теории и H-теорема стати-
стики БГ. Получено статистическое распределе-
ние для массивных бозонов, а также обобщение
классического закона Планка для черного излу-
чения в рамках статистики Тсаллиса. Показано,
что все характеристики неэкстенсивного Бозе-га-
за восстанавливают свои стандартные выражения
в пределе 

Результаты работы могут быть использованы,
в частности, в качестве теоретического обоснова-
ния экспериментальных исследований черно-
тельной радиации, таких как исследование кос-
мического микроволнового фонового излучения.

( )qp r

( ),p r

( , )j phn T q ,phT
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ЭЛЕМЕНТЫ НЕАДДИТИВНОЙ 
СТАТИСТИКИ ТСАЛЛИСА

В статистической механике Тсаллиса для не-
прерывных величин при вероятностной норми-
ровке

(1)

для фазовой функции распределения  (в об-
щем случае эта функция может зависеть от време-
ни  и от внешних параметров ) энтропия
Тсаллиса для вещества задается следующим
функционалом (Tsallis, 1988):

(2)

Здесь и далее везде область интегрирования сов-
падает со всем 6N-мерным фазовым пространством
 :=  безразмерный элемент ко-

торого записывается в следующей современной
форме  :=  (где  := 

 ×  – постоянная Больц-

мана;   ×  – по-
стоянная Планка). Энтропийный индекс  пред-
ставляет собой вещественное число, принадлежа-
щее области  Такая деформированная
энтропия позволяет учитывать важную особен-
ность поведения аномальных материальных си-
стем с длинной памятью и/или дальнодействую-
щими силовыми взаимодействиями, при которых
вероятность реализации  больших значений
состояний убывает (при ) не экспоненциаль-
но, а степенным образом.

Можно показать, что в пределе слабой связи
энтропия Тсаллиса (2) переходит в классическую
формулу для энтропии  в статистике Больцма-
на–Гиббса. Действительно, в пределе  име-
ем:  →  и эн-
тропия  сводится к  =

=

Если состояние физической двухкомпонент-
ной системы описывается совместным мульти-
пликативным распределением  с

   которое мо-
жет зависеть от времени  а  и  относятся к
двум независимым -системам, то общая энтро-
пия дается выражением

(3)
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Соотношение (3) выражает свойство неаддитив-
ности для энтропии совокупной системы в стати-
стике Тсаллиса.

Энтропия Тсаллиса (2) может быть представ-
лена в следующей эквивалентной форме:

(4)

при написании которой использовано осредне-
ние с ненормированным распределением 
(свойственным статистике Курадо–Тсаллиса
(Curado, Tsallis, 1991))

(5)

для произвольной физической величины  а
также, так называемый, “деформированный ло-
гарифм”

(6)

Экстремальное значение энтропии Тсаллиса.
Аналог равновесного распределения Гиббса в
статистике Курадо–Тсаллиса может быть полу-
чен, как и в классическом случае, из экстремума
энтропии (2) при выполнении условия сохране-
ния нормировки (1) и заданном значении сред-
ней энергии системы

(7)

где функция Гамильтона  задается математи-
ческой моделью изучаемых физических процес-
сов. В соответствии с теоремой Лагранжа вероят-
ное распределение  “экстремизирующее”
энтропию Тсаллиса  при указанных ограни-
чениях имеет вид (см., например, Колесничен-
ко, 2019):

(8)

где

(9)

– обобщенный статистический интеграл, опреде-
ляемый из условия нормировки (1); множитель
Лагранжа  (обратная эффективная температура,

) определяется из уравнения, получаемого
подстановкой (8) в (7).

Распределение (8) удобно записать в виде, ана-
логичном классической форме Гиббса

(10)

выражая стоящую в (8) степенную функцию
 через так называемую экспоненту Тсалли-
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са, которая определяется следующим образом
(Тсаллис, 2009):

(11)

Здесь выражение, стоящее в квадратных скобках,
либо положительно, либо равно нулю,

 Легко проверить, что в пределе
 эта функция принимает стандартный вид:

 = 

Используя определения деформированных
функций  и  легко можно убедиться в
том, что имеют место следующие соотношения:

(12)
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(17)
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Далее эти соотношения будут широко использо-
ваны.

ЭНТРОПИЯ БОЗЕ-ГАЗА В СТАТИСТИКЕ 
БОЛЬЦМАНА–ГИББСА

Бозе-газ состоит из бозонов – частиц, имею-
щих целый спин и подчиняющихся статистике
Бозе–Эйнштейна. Бозе создал статистическую
механику для газа фотонов, а Эйнштейн развил ее
для описания массивных частиц.

Напомним классический вероятностно-стати-
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равновероятные группы квантовых состояний
 которыми может быть реализовано

изучаемое макроскопическое состояние ансам-
бля из  газовых частиц. -мерное фазовое
пространство делится на  ячеек безразмерного
объема  который характери-
зует максимально возможное число микрососто-
яний в -ой ячейке, содержащей  Бозе-частиц
(здесь  – число степеней свободы элементарной
частицы). Далее определяется число всех возмож-
ных способов заполнения  частиц по 
ячейкам. Данное число является по определению
статистическим весом  характеризующим ве-
роятность макроскопического состояния систе-
мы. Если теперь каждую группу из  частиц рас-
сматривать как независимую подсистему и обо-
значить посредством  ее статистический вес,

то можно написать:  В классиче-
ской статистике энтропия выражается логариф-
мической мерой статистического веса  =
=  В случае статистики Бозе–Эйн-
штейна в каждом квантовом состоянии может на-
ходиться любое число частиц, так что статистиче-
ский вес  есть число всех способов, которыми
можно распределить  частиц по  состояниям.
Статистический вес в статистике Бозе имеет вид

 вытекающий из условия, что

в ячейке может находиться любое количество ча-
стиц. Логарифмируя это выражение и воспользо-
вавшись для логарифмов всех трех факториалов
приближенной формулой Стирлинга

 найдем:

(19)

Если записать эту формулу, используя среднее
число  частиц в каждом из квантовых
состояний -й группы, то получим известное выра-
жение для энтропии неравновесного Бозе-газа в
классическом случае (см. Ландау, Лифшиц, 1964):

(20)

Легко убедиться в том, что условие экстре-
мальности энтропии  приводит к дискретному
распределению Бозе–Эйнштейна:

(21)
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Заметим, что величина  есть дискретный
аналог непрерывной функции распределения

 по фазовому пространству  Пере-
ход от дискретного распределения  к плотности
распределения Бозе частиц в фазовом простран-
стве  осуществляется заменой суммирования
по  интегрированием по всему фазовому простран-
ству, безразмерный элемент которого определяется
соотношением  (здесь 

– спин частицы; )2. В итоге
получим следующее выражение для энтропии не-
равновесного Бозе-газа в случае непрерывных
распределений:

(22)

Приведем также выражение для так называе-
мой физической информации различия Бозе-газа

 характеризующей переходы между двумя со-
стояниями неравновесной системы. Величина 
являющаяся знакоопределенным функционалом
(функцией Ляпунова), определяет меру статисти-
ческой упорядоченности в микросостояниях си-
стемы с распределением  относительно ее со-
стояния с распределением 

В дискретном случае эта величина имеет вид
(см. Зарипов, 2010):

(23)

а для непрерывного аналога имеем:

(24)

ЭНТРОПИЯ БОЗЕ-ГАЗА 
В СТАТИСТИКЕ ТСАЛЛИСА

Обобщенное выражение квантовой энтропии
(20) для Бозе-газа, полученное в рамках неэкстен-
сивной статистики Тсаллиса в работах (Büyükki-
lic, Demirhan, 1993, 2004), имеет вид:

(25)

2 Заметим, что для однородных систем интегрирование по
 сводится к замене  на полный объем  газа.

jn

( , )D tr { }: ; .=r q p

jn

( , )D tr
j

: (2 ) sd g d−Γ = π r� 2 1,g S= +
S : Nd d d dVd q p pr ==

NdV NdV NV

S( ) k { ( , ) ln ( , )

[1 ( , )]ln[1 ( , )]} .

t D t D t

D t D t d

= − −

− + + Γ
 r r

r r

12,I
12,I

1 jn

2 .jn

[ ]12 1 2

1 1
1 1

2 2

: : k

1
ln (1 ) ln 0,

1

j
j

j j
j j

j j

n n g

n n
n n

n n

= ×

  +
× − + ≥  +  

I

1 1
12 1 1

2 2

1: k ln (1 ) ln 0.
1

D DD D d
D D

    += − + Γ ≥    +    I

k: 1 (1 ) .
1

q q
q j j j

j

S g n n
q

 = − − + + − 



АСТРОНОМИЧЕСКИЙ ВЕСТНИК  том 54  № 5  2020

ТЕРМОДИНАМИКА БОЗЕ-ГАЗА И ЧЕРНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ 451

Энтропию (25) удобно представить в следующих
эквивалентных двух формах:

(26)

При  из (26) вытекает выражение (20) для
энтропии неравновесного Бозе-газа для аддитив-
ных систем.

Совершая переход от суммирования к инте-
грированию в формуле (25), получим выражение
для квантовой энтропии в случае непрерывных
распределений

(27)

Здесь  – плотность распределения квантовых
частиц в фазовом пространстве  Используя (27),
легко показать, что в статистике Тсаллиса энтро-
пия Бозе-газа двух независимых систем не обла-
дает свойством аддитивности.

Экстремум энтропии и равновесные состояния.
Равновесные состояния неэкстенсивных систем
характеризуются распределениями, которые не
меняются с течением времени. В состоянии рав-
новесия энтропия должна иметь максимальное
значение. Покажем, каким образом из этого тре-
бования можно найти функцию распределения
частиц Бозе-газа в состоянии статистического
равновесия. Задача заключается в нахождении та-
ких  при которых квантовая энтропия (25) име-
ет максимальное значение, возможное при до-
полнительных условиях

(28)

выражающих постоянство полного числа частиц
 и полной энергии  газа. Следуя известному

методу неопределенных множителей Лагранжа,
надо приравнять нулю первую вариацию функ-
ционала

(29)
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где  и  – некоторые постоянные. Произведя
дифференцирование, найдем:

(30)

откуда

(31)

или,

(32)

Это есть не что иное, как обобщенное распреде-
ление Бозе–Энштейна в статистике Тсаллиса.
Здесь  – равновесная температура и –
равновесный химический потенциал Бозе-газа

С помощью распределения (32) могут быть вы-
числены равновесные значения полного число
частиц и полной энергии системы:

(33)

(34)

Заметим, что формула (33) определяет в неявном
виде химический потенциал  Бозе-газа
как функцию от температуры T0 и полного числа
частиц 

Термодинамические соотношения. Получим те-
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ставляя распределение (31) в выражение (26) для
энтропии и используя формулы (14), получим:

(35)

Здесь

(36)

– термодинамический потенциал полного числа
частиц бозонного газа; – термодинамический
потенциал частиц в -ом квантовом состоянии,
определяемый соотношением

(37)

Используя производные по  и  от рас-
пределения 

(38)

и формулы (18), легко получить следующие урав-
нения равновесной термодинамики для систем с
переменным числом частиц:

(39)
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Найдем теперь вторую вариацию функциона-
ла (29)  в результате получим:

(43)

Из (43) следует, что при  экстремум соответ-
ствует максимуму функционала,  Таким
образом, распределение (32) максимизирует обоб-
щенную энтропию (25) для бозонного газа.

Дивергенция Брэгмана. Рассмотрим теперь
спонтанный переход между произвольным не-
равновесным состоянием  и равновесным со-
стоянием  открытой неэкстенсивной кванто-
вой системы. В качестве информации различия
далее будем использовать обобщенную меру
Брэгмана, порожденную отрицательной функци-
ей  (см. Bregman, 1967; Cichocki, Amari, 2010)

(44)

где первый член – это разность квантовых энтро-
пий (сравни с (23)). Дивергенция Брэгмана (44),
являясь знакоопределенным функционалом,
определяет меру статистической упорядоченно-
сти в микросостояниях системы с распределени-
ем  относительно равновесного состояния c
распределением  Основные свойства дивер-
генции Брегмана можно найти в фундаменталь-
ной работе (Cichocki, Amari, 2010). Здесь же мы
отметим лишь то, что величина  является
вещественным, положительным, выпуклым (в
первом аргументе) функционалом. Кроме этого,
поскольку при  имеет место равенство

 то дивергенция Брегмана является
функцией Ляпунова3.

Принцип максимум энтропии равновесного рас-
пределения Бозе–Эйнштейна в статистике Тсалли-
са. Подставляя в формулу (44) равновесное рас-
пределение  (32), в результате получим

3 Напомним, что функцией Ляпунова называется знако-
определeнная функция, которая обращается в нуль в точке
равновесия системы. Состояние равновесия является аттрак-
тором, когда производная по времени от функции Ляпунова
имеет знак, противоположный знаку самой функции.
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(45)

Отсюда вытекает следующее дифференциаль-
ное уравнение

(46)
Если теперь предположить, что для обоих со-

стояний системы справедливы соотношения
 и  (так называемое, условие

Гиббса), то из (45) следует неравенство

(47)
в котором информация различия представлена в
виде отрицательного вклада в энтропию и назы-
вается негэнтропией. Понятие негэнтропии, т.е.
изменения энтропии с обратным знаком, было
предложено Э. Шредингером (Шредингер, 1947).
В общем случае и для Бозе-газа выполняется нег-
энтропийный принцип Л. Бриллюэна (Бриллю-
эн, 1960). Из соотношения (47) следует, что эн-
тропия равновесного состояния  больше, чем
энтропия произвольного состояния  

Сравнивая значения энтропий при условии
Гиббса, получим из уравнения (46) теорему Гибб-
са в виде неравенства (47). Таким образом, увели-
чение энтропии к ее максимальному равновесно-
му значению происходит с потерей информации
различия, то есть увеличивается статистическое
разупорядочение и понижается статистическое
упорядочение микросостояний неэкстенсивной
системы. Поскольку информация различия явля-
ется функцией Ляпунова с фиксированным зна-
ком, то равновесие будет устойчивым, если вы-
полняется неравенство

(48)

Таким образом, при стремлении -системы,
состоящей из элементарных частиц Бозе-газа, к
равновесному состоянию во временной эволю-
ции информация различия уменьшается. Из (48)
следует -теорема для открытых неравновесных
неэкстенсивных -систем (неравенство для эн-
тропии Тсаллиса)

(49)

которое справедливо при приближении к состоя-
нию полного статистического равновесия. Эта
теорема утверждает, что -энтропия системы не-
прерывно растет в направлении равновесия, где
энтропия становится максимальной и достигает
конечного значения. Таким образом, происходит
хаотизация макроскопической системыаллиса
при спонтанных переходах.

Заметим, что тот факт, что -энтропия квази-
аддитивна, и энтропия совокупной системы
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больше, чем сумма энтропий отдельных подси-
стем, указывает на то, что совокупная система
термодинамически более стабильна (Landsberg,
Vedral, 1998).

ЭНТРОПИЯ СВЕТОВЫХ КВАНТОВ БОЗЕ. 
ЧЕРНОЕ ИЗЛУЧЕНИЕ

Электромагнитное излучение, находящееся в
тепловом равновесии (так называемое черное из-
лучение) можно рассматривать как фотонный
газ. В силу целочисленности момента импульса
фотонов этот газ подчиняется статистике Бозе–
Эйнштейна. Поскольку фотоны не взаимодей-
ствуют друг с другом (принцип суперпозиции для
электромагнитного поля), то состоящий из фото-
нов газ можно считать идеальным. Для возмож-
ности установления теплового равновесия в излу-
чении необходимо наличие хотя бы небольшого
количества материальной среды (например, газа).
Механизм, обеспечивающий установление рав-
новесия, заключается при этом в поглощении и
испускании фотонов веществом. Это обстоятель-
ство приводит к существенной специфической
особенности фотонного газа – число частиц  в
нем является переменной величиной и само
должно определиться из условий теплового рав-
новесия, что приводит к равенству нулю химиче-
ского потенциала  фотонного газа (см. Ландау,
Лифшиц, 1964).

Следовательно, распределение фотонов по
различным квантовым состояниям  (уровням
энергии) с определенными энергиями 
(где  – собственная частота излучения в данном
объеме ) определяется формулой (32) с 

(50)

Это есть так называемое обобщенное распре-
деление Планка в статистике Тсаллиса. Считая
далее объем системы  достаточно большим, пе-
рейдем указанным выше способом от дискретно-
го к непрерывному распределению собственных
частот излучения.

(51)

Заметим, что в силу определения (11) экспо-
ненты Тсаллиса, второе представление распреде-
ления  в формуле (51) справедливо в том слу-
чае, когда при  имеет место неравенство

 или когда при  и
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Учитывая непрерывное распределение энер-
гии фотонов, плотность квантовых состояний
фотонов с частотами собственных колебаний в
интервале между  и  может быть задана
как (см. Ландау, Лифшиц, 1964)

(52)

где  – скорость света в
вакууме, а  – угловая частота. Умножив распре-
деление (51) на эту величину, найдем число фото-
нов в данном интервале частот:

(53)

а умножив еще на  получим энергию излуче-
ния, заключенную в этом же участке спектра:

(54)

Формула (54) для спектрального распределения
энергии черного излучения является обобщен-
ной формулой Планка в статистике Тсаллиса. Бу-
дучи выражена через длины волн  она
принимает вид:

(55)

Обобщенный закон Планка (51) описывает
распределение электромагнитной энергии (или
распределение плотности фотонов), излучаемой
черным телом при данной температуре  Закон
Планка может быть представлен в различных ва-
риантах, включающих такие параметры, как
плотность потока или спектральное распределе-
ние. Два предельных случая, а именно, 
и  заслуживают особого внимания. В
низкочастотном или высокотемпературном преде-
ле ( ) из соотношения (54), при учете свой-
ства (17) функции  получим:

(56)

Эту формулу можно считать аналогом ( -обобще-
нием) классической формулы Рэлея–Джинса

 =  в статистике Тсаллиса.
Она справедлива, если  Из (56) видно,
что с уменьшением  излучение черного тела из-
лучает меньше энергии по сравнению со стан-
дартным излучением закона Рэлея–Джинса.

ω dω + ω

Γ = ω π ω2 2 3
N( ) .d V c d

102.99792458 10 см сс = ×
ω

( )2

N 22 3N ( , , ) exp 1 ,
k

q

rad qd T q V d
Tc

−

−
ω ω ω = − ω

 π
�

,ω�

( )3
N 22 3E ( , , ) exp 1 .

k

q

rad qd T q V d
Tc

−

−
ω ω = ω − ω

  π
� �

2 ,сλ = π ω

( )2

N 25

E ( , , )

16 2exp 1 .
k

rad
q

q

d T q

c cV d
T

−

−

λ =

π π = − − λ
  λλ

� �

.T

kTω� !

k ,Tω� @

kTω� !

2
0

exp ( ) 1 ...,q
x

x x−
→

≅ + +

( )
( )

1
2

N 2 3

1 1
2 3

N N2 3 2 3

kE ( , , )
k

k (k ) .
k

q

rad

q q
q q

Td T q V d
Tc

TV d V T
Tc c

−

− −
−

ωω = ω ω =
π

ω= ω ω = ω
π π

�

� �

q

E( )d ω 2 3 1 2
N( ) kV c T d−π ω ω

1 .q> → −∞
q

В обратном предельном случае больших частот
( ) соотношение (54), при учете формулы

 =  дает:

(57)

При написании (57) использовано свойство
 деформированной экспоненты

Тсаллиса (см. рис. 1). Выражение (57) можно рас-
сматривать как -обобщение классического зако-
на Вина.

Заметим, что в пределе слабой связи 
формулы (56) и (57) восстанавливают свои стан-
дартные выражения.

Термодинамика черного излучения. Вычислим
теперь термодинамические характеристики чер-
нотельного излучения. Интегрируя (54) по всем
частотам, получим полную энергию фотонного
газа (черного излучения)

(58)

Используя обозначение  перепи-
шем формулу (58) в виде:

(59)
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Рис. 1. Функция expq(−x) для типичных значений q
(в lg–lg масштабе). При q > 1 она имеет асимптотиче-
ский наклон, равный −1/(1 – q) (Tsallis, 2009).
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В выражение (59) входит интеграл вида

 который при  равен

 (см. Ландау, Лифшиц, 1964).
Обозначим интеграл через

(60)

(см. формулу (П.6) для его вычисления в Прило-
жении). Тогда для полной энергии излучения бу-
дем иметь:

(61)

где   = 7.56566(7) ×

 – постоянная давления излучения.

Как известно при  термодинамический
потенциал  совпадает со свободной
энергией  При использовании фор-
мулы (41), в которой положим  и перейдем
обычным образом от суммирования к интегриро-
ванию, для величины  получим:

(62)

Отсюда

(62*)

Энтропия чернотельного излучения в стати-
стике Тсаллиса равна

(63)

Она пропорциональна кубу температуры.
Полная энергия излучения, согласно (35), рав-

на

(64)

Таким образом, полная энергия черного излуче-
ния пропорциональна четвертой степени темпе-
ратуры (закон Больцмана).

Для теплоемкости чернотельного излучения
 имеем:

(65)
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Наконец, давление и уравнения состояния
определяются соотношениями:

(66)

(67)

Таким образом, несмотря на зависимость термоди-
намических величин от параметра деформации 
уравнение для полной энергии излучения (64) и
уравнение состояния (67) остаются неизменными
и в формализме Тсаллиса.

Наконец, для полного число фотонов в черном
излучении согласно (53) и (60), имеем:

(68)

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В представленной работе дается логическая

схема построения модифицированной термоди-
намики для неэкстенсивных бозонных систем,
основанная на модифицированных энтропии Бо-
зе-газа и соответствующей дивергенции Брэгма-
на. Показано, что обобщенная энтропия бозон-
ного газа подчиняется псевдоаддитивному закону
для двух статистически независимых подсистем.
Положительность энтропии совокупной системы
указывает на существование силы притяжения
между отдельными подсистемами, и это взаимо-
действие явно происходит от взаимодействия
между их составными бозонными частицами.
Найдено универсальное распределение степенно-
го закона на основе максимизации модифициро-
ванной энтропии Бозе-газа при заданных ограни-
чениях на усредненные значения энергии и числа
частиц системы, полученные по ненормированно-
му распределению вероятностей Курадо–Тсалли-
са. Используя модифицированное распределения
Бозе–Эйнштейна, получены обобщенные выра-
жения для термодинамического потенциала, пол-
ной и свободной энергии, энтропии, удельной
теплоты, давления и удельной теплоемкости, а
также дифференциальные термодинамические
уравнения для бозонного газа. Обсуждаются
обобщенные законы Планка, Рэлея–Джинса и
Вина для фотонов, которые могут быть примени-
мы к различным физическим задачам, в частно-
сти, к описанию космического черного излуче-
ния. Результаты деформированной статистики
бозонного газа, как показано, более заметны при
высоких температурах. Было также показано,
что, несмотря на высокую -чувствительность
обобщенных термодинамических величин, урав-
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нение состояния остается инвариантным и для
фотонного газа. На основе так называемой дивер-
генции Брэгмана сформулированы и доказаны
Н-теорема и теорема Гиббса, описывающие хао-
тизацию макроскопической бозонной системы
при спонтанных переходах.

Результаты работы могут быть использованы в
качестве теоретического обоснования экспери-
ментальных исследований чернотельного излуче-
ния, таких как исследование космиического мик-
роволнового фонового излучения.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Вычисление интеграла 

Преобразуем этот интеграл, сделав подстанов-
ку

(П.1)

Тогда

(П.2)

(П.3)

Отсюда следует, что

(П.4)

где   Ис-

пользуя теперь формулу для определенного инте-
грала

(П.5)

где   =  =

=  – интеграл Эйлера первого рода (Бета-

функция);  – Гамма-функция, получим:

[ ]
( )

4
0 2

15: .
exp ( ) 1

n
n

q q
q

xJ dx
x

∞

−

=
π −

1 ( 1)
2exp ( ) [1 ( 1) ] 1 .q

q x q x z−
− = + − ≡

[ ]
1

2
(1 )1 ln , exp 1 ,

1

qq
q

q q q
zzx z x

q z

−

−
−−= = − =

−

1
( )

4
0

(ln ) ,

( 1)15: .
( 1) (1 )

q
q

q n
n

q n q

ddx z dz z dz
dz

zJ dz
q z

−

∞ −

= =

−= −
π − −

1 (1 )( )
( )

4
0 0

15 ,
( 1) (1 )

n q n k
n k

q nn q
k

zJ C dz
q z

− −

=
= −

π − − 

!
!( )!

k
n

nC
k n k

=
−

( 0,1,2,... 0,1,2,...).k n= ≤ =

1

0

(1 ) ( 1,1 )

(1 ) ( 1), ( 1, 1),
(2 )

p qt t dt B p q

q p q p
p q

−− = + − =

Γ − Γ += < > −
Γ + −



(1 )( );p q n k≡ − − ( , )B s r
11

10 (1 )

s

r
t dt

t

−

−−
( ) ( )
( )
s r
s r

Γ Γ
Γ +

( )sΓ

(П.6)

В частности,

(П.7)

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
Бриллюэн Л. Наука и теория информации. М.: ИЛ,

1960. 392 с.
Зарипов Р.Г. Самоорганизация и необратимость в не-

экстенсивных системах. Казань: Фэн, 2002. 251 с.
Зарипов Р.Г. Принципы неэкстенсивной статистиче-

ской механики и геометрия мер беспорядка и по-
рядка. Казань: Изд-во Казан. гос. техн. ун-та, 2010.
404 с.

Колесниченко А.В. К построению неаддитивной термо-
динамики сложных систем на основе статистики
Курадо–Тсаллиса // Препринты ИПМ им.
М.В. Келдыша. 2018. № 25. 40 с.

Колесниченко А.В. Статистическая механика и термо-
динамика Тсаллиса неаддитивных систем. Введе-
ние в теорию и приложения. М.: ЛЕНАНД, 2019.
360 с.

Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М. Статистическая физика. М.:
Наука, 1964. 567 с.

Abe S., Okamoto Y. Eds., “Nonextensive Statistical Me-
chanicsand Its Applications”. Series Lecture Notes in
Physics. Springer: Verlag, Berlin, N.Y., 2001.

Шредингер Э. Что такое жизнь с точки зрения физики?
М.: ИЛ, 1947. 147 с.

Anchrordoqui L.A., Torres D.F. Non-extensivity effects and
the highest energy cosmic ray affair // Phys. Lett. A.
2001. V. 283. P. 319–322.

Bregman L.M. The relaxation method of finding the com-
mon point of convex sets and its application to the solu-
tion of problems in convex programming // USSR
computational mathematics and mathematical physics.
1967. V. 7. № 3. P. 200–217.

Büyükkilic F., Demirhan D. A fractal approach to entropy
and distribution functions // Phys. Lett. A. 1993.
V. 181. P. 24–28.

Büyükkilic F., Demirhan D. A unified grand canonical de-
scription of the nonextensive thermostatistics of the
quantum gases: Fractal and fractional approach // Eur.
Phys. J. B. 2000. V. 14. P. 705–711.

( )

[ ]
[ ]

=

=

= − ×
π −

Γ −
 × − − − + = − ×  π −

 Γ − −−×  − + Γ − − + 





( )
4

4
0

0

15
( 1)

15 (1 )
1 ,(1 )( ) 1

( 1)

(1 )( )( ) ! .
!( 1)! (1 )( 1)

n
q n

n
k
n n

k

k

n

J
q

q
C B q q n k

q

q n kn k n
k n k q n k

( )

[ ]
[ ]

(3)
4 3

3

3
0

3

4 3
0

15
(1 )

1 ,(1 )(3 ) 1

(1 )(3 )90 ( ) (3 ) .
!(4 )! (1 )(4 )( 1)

q

k

k

k

J
q

C B q q k

q kq q k
k k q kq

=

=

= ×
π −

 × − − − + = 

 Γ − −Γ − −=  − Γ − −π −  







АСТРОНОМИЧЕСКИЙ ВЕСТНИК  том 54  № 5  2020

ТЕРМОДИНАМИКА БОЗЕ-ГАЗА И ЧЕРНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ 457

Chamati H., Djankova A.T., Tonchev N.S. On the applica-
tion of nonextensive statistical mechanics to the black-
body radiation // Physica A. 2006. V. 360. P. 297–303.

Cichocki A., Amari S. Families of Alpha- Beta- and Gam-
ma- Divergences: Flexible and Robust Measures of
Similarities // Entropy. 2010. V. 12. № 6. P. 1532–1568.

Curado E.M.F., Tsallis C. Generalized statistical mechanics:
connection with thermodynamics // J. Phys. A. 1991.
V. 24. № 2. P. L69-72.

Daroczy Z. Generalized information function // Inform.
Control. 1970. V. 16. P. 36–51.

Gell-Mann M., Tsallis C. Eds. “Nonextensive Entropy-In-
terdisciplinary Applications”. Oxford University Press,
2004. 440 p.

Grigolini P., Tsallis C., West B.J. Eds., Classical and Quan-
tum Complexity and Nonextensive Thermodynamics //
Chaos, Solitons and Fractals. 2002. V. 13. № 3. P. 367.

Havrda J., Charvat F. Quantification Method of Classifica-
tion Processes // Kybernetika. 1967. V. 3. P. 30–35.

Herrmann H.J., Barbosa M., Curado E.M.F. Eds. Trends
and perspectives in extensive and non-extensive statis-
tical mechanics // Physica A. 2004. V. 344. № 3–4.
P. v–vi.

Jaynes E.T. Information theory and statistical mechanics. B
cб. “Statistical Physics 3, Lectures from Brandeis Sum-
mer Institute”. 1962. N.Y.: W.A. Benjamin, Inc., 1963.
P. 181.

Kaniadakis G., Lissia M., Rapisarda A. Eds. “Non Extensive
Thermodynamics and Physical Applications”. Physica
A. 2002. V. 305. № 1–2. P. xv–xvii.

Kaniadakis G., Carbone A., Lissia M. Eds. “News, expecta-
tions and trends in statistical physics”. Physica A: Sta-
tistical Mechanics and its Applications. 2006. V. 365.
№ 1. P. xi–xi.

Kaniadakis G., Lissia M. Eds. “News and Expectations in
Thermostatistics”// Physica A: Statistical Mechanics
and its Applications. 2004. V. 340. № 1. P. xv–xix.

Kolesnichenko A.V. Jeans Instability of a Protoplanetary Gas
Cloud with Radiation in Nonextensive Tsallis Kinetics //
Solar System Research. 2020. V. 54. № 2. P. 137–149.

Landsberg P.T., Vedral V. Distributions and channel capaci-
ties in generalized statistical mechanics // Phys. Lett. A.
1998. V. 247. P. 211–216.

Lenzi E.K., Mendes R.S. Blackbody radiation in nonexten-
sive Tsallis statistics: Exact solution // Phys. Lett. A.
1998. V. 250. P. 270–274.

Leubner M.P. Nonextensive Theory of Dark Matter and Gas
Density Profiles // Astrophys. J. 2005. V. 632. L1–L4.

Lima J.A.S., Silva R., Jr., Santos J. Plasma oscillations and
nonextensive statistics // Phys. Rev. E. 2000. V. 61.
№ 3. P. 3260–3263.

Ma P., Zheng Y., Qi G. The nonextensive Bose-Einstein
condensation and photon gas with parameter transfor-
mation // Eur. Phys. J. Plus. 2019. V. 134. P. 502(1–11).

Martinez S., Nicolas F., Pennini F., Plastino A. Tsallis’entro-
py maximization procedure revisited // Physica A.
2000. V. 286. P. 489–502.

Martinez S., Pennini F., Plastino A., Tessone C.J. Blackbody
radiation in a nonextensive scenario // Physica A. 2001.
V. 295. P. 224–229.

Martinez S., Pennini F., Plastino A., Tessone C.J. q-Thermo-
statistics and the black-body radiation problem //
Physica A. 2002. V. 309. P. 85–105.

Mather J.C., Cheng E.S., Cottingham D.A., Eplee R.E., Fix-
sen D.J., Hewagama T., Isaacman R.B., Jensen K.A,
Meyer S.S., Noerdlinger P.D., Read S.M, Rosen L.P.,
Shafer R.A., Wright E.L., Bennett C.L., Boggess N.W,
Hauser M.G., Kelsall T., Moseley S.H., Silverberg R.F,
Smoot G.F., Weiss R., Wilkinson D.T. Measurement of
the cosmic microwave background spectrum by the co-
be 1firas instrument // Astrophys. J. 1994. V. 420.
P. 439–444.

Plastino A.R., Plastino A., Vucetich H. A quantitative test of
Gibbs’ statistical mechanics // Physics Let. A. 1995.
V. 207. P. 42–46.

Pessah M.E., Torres D.F., Vucetich H. Statistical mechanics
and the description of the early universe. (I). Founda-
tions for a slightly non-extensive cosmology // Phys. A:
Statis. Mech. 2001. V. 297. № 1–2. P. 164–200.

Rovenchak A. Ideal Bose-gas in nonadditive statistics // Low
temperature physics. 2018. V. 44. № 10. P. 1025–1031.

Sistema P.D., Vucetich H. Cosmology, oscillating physics,
and oscillating biology // Phys. Rev. Lett. 1994. V. 72.
№ 4. P. 454–457.

Tirnakli U., Büyükkiliç F., Demirhan D. Generalized Distri-
bution Functions and an Alternative Approach to Gen-
eralized Planck Radiation Law // Physica A: Statistical
Mechanics and its Applications. 1997. V. 240. № 3–4.
P. 657–664.

Tsallis C. Possible Generalization of Boltzmann-Gibbs-
Statistics // J. Stat. Phys. 1988. V. 52. № 1–2. P. 479–
487. (a regular updated bibliography is accessible at
http:/tsallis. cat.cbpf.br/biblio.htm).

Tsallis C., Sa Barreto F.C., Loh E.D. Generalization of the
Planck radiation law and application to the cosmic mi-
crowave background radiation // Physical Rev. E. 1995.
V. 52. № 2. P. 1448–1451.

Tsallis C., Mendes R.S., Plastino A.R. The role of containts
within generalized nonextensive statistics // Physica A.
1998. V. 261. P. 534–554.

Tsallis C. Nonextensive Statistic: Theoretical, Experimental
and Computational Evidences and Connections //
Brazilian J. Phys. 1999. V. 29. № 1. P. 1–35.

Wang Q.A., Le Méhauté A. Nonextensive black-body distri-
bution function and Einstein’s coefficients A and B //
Phys. Lett. A. 1998. V. 242. P. 301–306.

Wang Q.A., Nivanen L., Le Méhauté A. Generalized blackbody
distribution within the dilute gas approximation // Physi-
ca A. 1998. V. 260 P. 490–498.

Zaripov R.G. Elementary particle physics and field theory.
Evolution of the difference information in the process
of the fermi and bose gas self-organization for nonex-
tensive systems // Russian Physics Journal. 2009. V. 52.
№ 4. P. 329–336.



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


