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Обсуждаются спектры рельефа Луны, Марса и Земли очень высокого разрешения (Rexer, Hirt, 2015).
Эти спектры убывают как  согласно правилу Каулы (Kaula, 1966), что недавно было объяснено
(Гледзер, Голицын, 2019; Gledzer, Golitsyn, 2019) на основе вероятностных законов А.Н. Колмого-
рова и его школы (Kolmogorov, 1934; Obukhov, 1959; Монин, Яглом, 1967; Golitsyn, 2018; Гледзер, Го-
лицын, 2010; Яглом, 1955). Однако в (Гледзер, Голицын, 2019; Gledzer, Golitsyn, 2019) нет подробно-
го объяснения, почему для самых малых масштабов у Луны спектр рельефа укручается до . То же
можно заметить и для Марса и Земли в еще более мелких пространственных масштабах (Rexer, Hirt,
2015). Объяснение дано заменой марковости распределений вероятности для ускорений на их внут-
реннюю экспоненциальную корреляцию. Соображения подобия и размерности с привлечением
физических свойств коры позволяют оценить масштабы особенностей наблюдаемых спектров.

Ключевые слова: статистическая структура рельефа небесных тел, расширение гипотезы А.Н. Кол-
могорова о случайных движениях, масштаб укручения спектра
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Приблизительная обратная квадратичность
спектров рельефа планет десятки лет оставалась
необъяснимой загадкой в планетной астрономии.
Это свойство было отмечено в начале 1960-х гг.
американским геодезистом Вольфгангом Каула,
когда он заметил, что сферические гармоники
флуктуаций силы тяжести, а затем и рельефа
(Kaula, 1966; Turcotte, 1997; Гледзер, Голицын,
2019), убывают как квадрат номера гармоники,
начиная с . Позднее такое свойство было от-
мечено для Венеры, Марса, Луны, для астероида
Веста и для совсем мелкого астероида порядка
километра (Гледзер, Голицын, 2019; Gledzer,
Golitsyn, 2019). Несколько лет назад методы ана-
лиза сферических гармоник были существенно
улучшены, и число гармоник достигло 46200 для
Земли и Луны и 23100 для Марса. Для Земли
спектральный анализ охватывает масштабы по-
рядка 600 м, а для Луны – 120 м (Rexer, Hirt, 2015).
Объяснение правила Каулы как следствие веро-
ятностных законов А.Н. Колмогорова и его шко-
лы было опубликовано в 2019 г. Е.Б. Гледзером и
Г.С. Голицыным (Гледзер, Голицын, 2019) и в бо-
лее полной статье (Gledzer, Golitsyn, 2019).

Законы Колмогорова (Kolmogorov, 1934) и их
первичный анализ в приложении к простран-
ственной структуре турбулентности А.М. Обухо-

вым (Obukhov, 1959) были использованы более
60 лет назад, и их подробный анализ описан в
книге А.С. Монина и А.М. Яглома “Статистиче-
ская гидромеханика” (Монин, Яглом, 1967) вме-
сте с техническим аппаратом для анализа экспе-
риментальных данных. Однако кроме турбу-
лентности эти вероятностные идеи нигде не
использовались, и только к 2018 г. стало ясно
широкое поле их использования для описания
многих статистических законов природы, как то:
законы Гутенберга–Рихтера для частоты земле-
трясений, распределения литосферных плит по
размерам, частотного спектрального состава мор-
ских ветровых волн и законов их разгона, скоро-
стей и размера ураганов и т.д. (Golitsyn, 2018).
В настоящее время автор, пользуясь карантином,
готовит книгу по всем этим вопросам.

Однако вернемся к рельефам. Рис. 1 из (Rexer,
Hirt, 2015; Gledzer, Golitsyn, 2019) дает экспери-
ментальные спектры рельефа для Луны, Марса и
Земли, причем для последней – полный, только
для твердой поверхности и для морского дна. Все
они имеют четкий наклон спектров , начиная
с размеров порядка четверти радиуса, k ~ 1/y.
Спектр Луны в интервале масштабов 200–10 км
идет выше спектра . Очевидно, это связано с
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бомбардировкой ее поверхности астероидами ки-
лометрового размера, образующими кратеры с диа-
метрами на порядок больше размера ударных тел.

Для Земли и Марса их атмосферы препятствуют
проникновению к поверхности небольших тел,
поэтому спектр рельефа у них не имеет такое чет-
кой особенности. У Луны, начиная с  км
спектр рельефа укручается, приближаясь в более
мелких масштабах к . Для двух наших планет
начало укручения спектров тоже намечается с
масштабов  км. И это связано с физико-ма-
тематической моделью образования рельефа, в
основе которой лежат идеи (Kolmogorov, 1934;
Obukhov, 1959; Монин, Яглом, 1967; Golitsyn, 2018).

Работу А.Н. Колмогорова (Kolmogorov, 1934)
“Случайные движения” можно найти в издававших-
ся неоднократно собраниях его сочинений. Она со-
держит распределения вероятностей  для
шестимерного вектора координат  и скоростей

 в их зависимости от времени t на основе обоб-
щенного уравнения Фоккера–Планка–Колмого-
рова

(1)

В (Kolmogorov, 1934; Монин, Яглом, 1967) запи-
сано фундаментальное решение этого уравнения.
А.М. Обухов показал, что в случае турбулентно-
сти коэффициент диффузии , скорости ге-
нерации/диссипации кинетической энергии, т.е.
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ε – коэффициент диффузии в пространстве ско-
ростей. В (Монин, Яглом, 1967) показано, что ча-
стотный спектр ε постоянен, т.е. это белый шум
(Яглом, 1949). В (Гледзер, Голицын, 2010) показано,
что замена переменных  и 
сводит (1) к безразмерному виду, т.е. в масштабах

 и  уравнение (1) становится автомодельным.
Это значит, что средние значения

(2)

так зависят от времени. Численные расчеты
(Гледзер, Голицын, 2010) были проведены в зави-
симости от числа частиц N, ускоряемых случай-
ным образом и независимо друг от друга. Расчеты
показали, что даже при N = 10 зависимости (2)
выполняются вполне удовлетворительно, а при
N = 100 рассчитанные значения практически не
отличаются от их теоретических значений.

Наши расчеты (Гледзер, Голицын, 2010) и тео-
рия (Kolmogorov, 1934) отличаются тем, что Колмо-
горов принимал ускорения распределенными по
Маркову, т.е. равномерно случайными. В (Гледзер,
Голицын, 2010) эти распределения считались для
различных распределений, и все равно зависимо-
сти (2) выполнялись также хорошо. По сути дела,
в (Гледзер, Голицын, 2010) считались уравнения
Ньютона для движений N частиц с единичной
массой со случайными ускорениями по времени
для каждой частицы, некоррелированной с со-
седними, и находились структурные функции для
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Рис. 1. Пространственные спектры рельефа небесных тел.
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взаимных скоростей и положений, и все равно за-
висимости (2) выполнялись также хорошо.

В настоящее время большинство измеритель-
ных приборов дают результаты, удобные для
представления в спектральном виде. Спектры
связаны со структурными функциями преобразо-
ваниями типа Фурье (Obukhov, 1959; Монин, Яг-
лом, 1967; Golitsyn, 2018; Гледзер, Голицын, 2010;
Яглом,1955; Голицын, Фортус, 2020). При этом
положительный показатель степени у степенной
зависимости  связан с отрицательным показате-
лем спектра  соотношением .

Рельеф h(y) измеряется часто альтиметрами,
установленными на спутниках или других аппара-
тах, летающих с известной скоростью . Поэтому
временной сигнал  таким преобразова-
нием переводится в пространственный случай-
ный сигнал. При этом первый масштаб Колмого-
рова в (2) может быть записан как

(3)

где коэффициент диффузии  должен опреде-
ляться из результатов измерений. Однако следует
считать, что измеренное тем или иным способом
пространственное распределение рельефа уста-
навливается за многие миллионы лет, и к нему
сразу можно применять уравнение Фоккера–
Планка–Колмогорова с заменой времени на y и
координаты x на высоту h, и тогда преобразова-
ние типа Фурье функции (3), как структурной,
дает пространственный спектр рельефа

(4)

Такие спектры приведены в (Turcotte, 1997;
Голицын, 2012). Для масштабов от 0.3 до 30 км для
трех типов рельефа, равнинного, холмистого и
горного. По 20 разрезам для каждого типа спектр
весьма близок к (4) со средним показателем

 (Голицын, 2003; 2012). Крупные
сферические гармоники с номерами  откло-
няются вниз от зависимости  для их амплитуд
и, очевидно, связаны с глобальной тектоникой
(Kaula, 1966; Turcotte, 1997).

Еще в (Голицын, 2003) было отмечено, что
форма спектра  (4) означает, что спектр укло-
нов  рельефа, т.е. величины , посто-
янен с частотой:

(5)

т.е. это белый шум. Это соответствует гипотезе
А.Н. Колмогорова о марковости распределений
вероятностей для ускорений (Kolmogorov, 1934;
Гледзер, Голицын, 2010). Квадрат скорости – есть
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энергия, работа, производимая полем силы тяже-
сти над частицей при ее подъеме на высоту .
Производная рельефа по координате есть уклон,
вдоль которого действует сила тяжести, и если
спектр углов есть белый шум, то и ускорения в та-
кой системе будут марковскими. По углам течет
вода, сыплется порода, на такую поверхность
действует ветер и т.п.

Однако и визуальная картина земного рельефа
для малых масштабов показывает какую-то кор-
реляцию между углами. Это четко видно на рис. 1
для Луны и намечается для Земли и Марса в укру-
чении спектров от  до . Для лунной поверх-
ности на рис. 1 этот переход происходит в райо-
не  ~ 4 км, а для марсианского и земного релье-
фов при полутора км и нескольких стах метров.
Для описания этих изменений в спектрах при-
мем, что между углами в этом интервале имеет
место простейшая корреляция  =

 , спектр которой

(6)

Тогда согласно (5) спектр рельефа поверхно-
сти будет

(7)

т.е. при   1 спектр рельефа будет  ~ ,

а при k   спектр ~ .
Остается понять физический смысл масштаба

, что непросто, так как физические усло-
вия образования рельефов и их эволюции на Лу-
не, где нет атмосферы и жидкой воды, отличны от
Земли и Марса. На Луне действует только сила
тяжести и ударная бомбардировка поверхности,
т.е. надо знать и механические свойства поверх-
ности. Отсутствие атмосферы, очевидно, объяс-
няет, что из трех спектров рис. 1 лунный спектр
максимален по амплитудам, т.е. выше других, а
земной – минимален.

Переход от спектра  к  занимает какой-
то интервал масштабов, и этот интервал строго
определить по экспериментальным данным не-
легко. Координату такого перехода определим по
экспериментальным данным как его середину.
Эти значения , как размеры и ускорение силы
тяжести представлены в таблице.

То, что укручение спектра начинается раньше
всего у Луны, а позже – у Земли, говорит о том,
что величина  обратно пропорциональна грави-
тационному ускорению. Попытаемся найти ве-
личину  из соображений подобия и размерно-
сти при ударном формировании рельефа как на
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Луне: происходит разрушение породы и ее раз-
брос по сторонам. Здесь должны быть учтены
плотность породы ρ и его модуль Юнга μ. По-
следняя величина тесно связана с внутренней
энергией тела. Величина

определяет квадрат скорости упругих волн. Вели-
чина с – это скорость фононов, а ее квадрат можно
связать с внутренней энергией породы на единицу
массы. Для простоты пренебрежем различиями 
для наших объектов. Разлет породы обратно про-
порционален g, поэтому примерное постоянство
произведения  представляется непротиворе-
чивым нашим представлениям об ударных свой-
ствах рельефа безатмосферных тел в малых мас-
штабах.

Соображения подобия дают (Баренблатт, 2009)

(8)

где численный коэффициент , оценивае-
мый по данным таблицы при м2/с2, иллю-
стрируют 4-й и 5-й ее столбцы.

Глобальный параметр подобия объединяет в
себе все основные свойства твердых объектов

(9)

где  кг с2/м3 – обратная величина
гравитационной постоянной. Этот параметр по-
добия приведен в последнем столбце и сопостав-
ляет наши три тела в их начальный период жизни,
подчеркивая влияние силы тяжести на величину
и характер рельефа.

Для автора данный текст представляет попыт-
ку увидеть и в статистике рельефа небесных тел
проявления законов теории вероятности Колмо-
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горова и его школы и служит кратким дополнени-
ем к работам (Гледзер, Голицын, 2019; Gledzer,
Golitsyn, 2019).

Автор благодарен рецензенту, замечания кото-
рого позволили существенно улучшить представ-
ление материала статьи.
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Необходимые параметры небесных тел

Объект r, км g, м/с2 , км П

Луна 1738 1.63 4 6.1 3.55
Марс 3390 3.40 1.5 5.7 0.79
Земля 6371 9.80 0.7 6.8 0.16

0y −3
010 y g



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


