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В рамках неэкстенсивностой статистики Тсаллиса дан вывод критериев гравитационной неустой-
чивости Джинса для самогравитирующего протопланетного диска, вещество которого состоит из
смеси проводящего идеального -газа и модифицированного излучения фотонного газа. Критерии
неустойчивости выведены из соответствующих дисперсионных соотношений, записанных как для
нейтрального дискового вещества, так и для намагниченной плазмы с модифицированным черно-
тельным излучением. Сконструирована термодинамика фотонного газа, основанная на неэкстен-
сивной квантовой энтропии Тсаллиса, зависящей от параметра деформации. Показано, что черно-
тельное -излучение может стабилизировать состояние неэкстенсивной среды для чисто газового
диска, а для электропроводящего диска критерий неустойчивости Джинса видоизменяется магнит-
ным полем и радиационным давлением только в поперечном режиме распространения волны воз-
мущения.

Ключевые слова: критерии Джинса, протопланетный диск, чернотельное излучение, неэкстенсив-
ная кинетика Тсаллиса
DOI: 10.31857/S0320930X21020031

ВВЕДЕНИЕ
Звездообразование и формирование прото-

планетных газопылевых аккреционных дисков и
экзопланет – это непрерывный процесс эволю-
ции вещества во Вселенной. Наблюдения обла-
стей звездных сгущений свидетельствуют о все-
объемлющей связи волокон и магнитных полей с
этими процессами. Эволюция газопылевой дис-
ковой среды наиболее адекватно моделируется в
рамках классической механики гетерогенных
многокомпонентных турбулентных электропро-
водящих сред с учетом физико-химических
свойств фаз, тепломассопереноса, вязкости, хими-
ческих реакций, вариаций непрозрачности среды
для звездного излучения, процессов коагуляции и
др. Строгое математическое рассмотрение этой
проблемы содержится, например, в работах (Ко-
лесниченко, 2011; 2016; 2017; Kolesnichenko, Marov,
2008; 2013; 2019; Marov, Kolesnichenko, 2013).

При условии, что хаотические турбулентные
скорости пылевых частиц не превышают некото-
рого предела, в протопланетном диске развивают-
ся разного рода гидродинамические неустойчиво-
сти, в частности, гравитационная (джинсовская)
неустойчивость, соответствующая классическо-

му сценарию Гольдрейха–Уорда формирования
планетезималей (Goldrich, Ward, 1973). Гравита-
ционная неустойчивость является фундаменталь-
ным процессом фрагментации гравитирующего
космического вещества звездного протопланет-
ного диска. Она вызывает формирование относи-
тельно устойчивых астрофизических объектов,
таких как допланетные пылевые сгущения (пыле-
вые кластеры), твердые планетезимали, астерои-
ды, планетные кольцы, планеты и др. (см., Jeans,
1902; 2009; Чандрасекар, 1985; Сафронов, 1969;
Горькавый, Фридман, 1994; Фридман, Хопер-
сков, 2011). Самогравитирующая дисковая среда
становится гравитационно неустойчивой, если
возникшие в ней сколь угодно малые флуктуации
скорости и плотности вещества неограниченно
растут со временем вследствие тяготения; при
этом гравитационное равновесие нарушается, ес-
ли соответствующие длинны волн возмущения
превышают определенное значение. Проблеме
гравитационной неустойчивости астрофизиче-
ских дисков в последнее время посвящено боль-
шое число публикаций, среди которых можно
выделить следующие работы (Chandrasekhar, Fer-
mi, 1953; Bonnor, 1957; Hunter, 1972; Goldreich,
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Lynden-Bell, 1965; Low, Lynden-Bell, 1976; Shaku-
ra, Sunyaev, 1976; Camenzind и др., 1986; Cadez,
1990; Pandey, Avinash, 1994; Owen и др.,1997;
Tsiklauri, 1998; Mace и др., 1998; Lima и др., 2002;
Trigger и др., 2004; Sakagami, Taruya, 2004; Shukla,
Stenflo, 2006; Tsintsadze и др., 2008; Masood и др.,
2008; Cadez, 2010; Dhiman, Dadwal, 2012; Frid-
man., Polyachenko, 1984; 2012; Kaothekar, Chha-
jlani, 2013; Joshi, Pensia, 2017; Pensia и др., 2018;
Kumar и др., 2018; Колесниченко, 2015; 2018; 2019;
Makalkin, Ziglina, 2018; Makalkin и др., 2019). Во
всех этих работах рассмотрены различные аспек-
ты джинсовской неустойчивости самогравитиру-
ющих космических сред как в рамках классиче-
ских уравнений Навье-Стокса и МГД-уравнений,
так и на основе бесстолкновительного уравнения
Больцмана (при наличии гравитационного поля)
и уравнения Пуассона.

Вместе с тем, в работах (Колесниченко, 2016a;
2016б; 2017; Колесниченко, 2019; Колесниченко,
Маров, 2015) было предложено рассматривать со-
вокупность пылевых образований в дисковой
среде, как особый тип сплошной среды – фрак-
тальной среды, обладающей нецелой массовой
размерностью, и применять для ее описания
дробно-интегральную гидродинамику, в которой
для учета фрактальности используются дробные
интегралы, порядок которых определяется мас-
совой размерностью фрактальных пылевых кла-
стеров. Сложная пространственно-временная
структура подобной среды приводит к наруше-
нию принципа экстенсивности (аддитивности)
для таких важнейших термодинамических харак-
теристик, как энтропия или внутренняя энергия.

Исследования в области механики неэкстен-
сивных стохастических систем стали в послед-
нее время предметом значительного интереса,
что объясняется как новизной возникающих
здесь общетеоретических проблем, так и важно-
стью практических приложений. Начало систе-
матического изучения в этом направлении свя-
зано с работой К. Тсаллиса (Tsallis, 1988), в кото-
рой был введен функционал энтропии

, зависящий от неко-
торого действительного числа  (так называемого
параметра деформации) и обладающий неадди-
тивностью для совокупности независимых ано-
мальных систем. В пределе слабой связи 
энтропия Тсаллиса переходит в энтропию Больц-
мана–Гиббса. Важно при этом отметить в виду,
что деформированная статистика Тсаллиса спе-
циально предназначена для описания поведения
аномальных систем с сильным силовым взаимо-
действием и сильными корреляциями отдельных
ее частей, а также с фрактальным характером фа-
зового пространства.

Неэкстенсивная статистика, в настоящее время
интенсивно развивается. Возникают многочис-

−  = − − 
1( ): ( 1) 1 q

qS f k q f dz
q

→ 1q

ленные новые математические проблемы, требу-
ющие своего решения. В научной литературе до-
ступны многочисленные коллекции миниобзо-
ров (см., например, Tsallis, 1999; Abe, Okamoto,
2001; Grigolini и др., 2002; Kaniadakis и др., 2002;
2006; Kaniadakis, Lissia, 2004; Gell-Mann, Tsallis,
2004; Herrmann и др., 2004; Колесниченко, 2019).
Статистика Тсаллиса успешно применяется ко
многим природным системам, в частности, к ран-
ней Вселенной (Pessah и др., 2001), к космиче-
ской плазме (Lima и др., 2000), к астрофизиче-
ским проблемам (например, к трехмерной грави-
тационной проблеме N-тел), к космологическим
проблемам (например, при толковании черных
дыр, суперструн, темной материи (Leubner, 2005))
и так далее. Моделированию Бозе-газа и черно-
тельному излучению в рамках неэкстенсивной
статистики также посвящено большое число пуб-
ликаций (см., например, Tsallis и др., 1995; 1997;
Plastino и др., 1995; Lenzi, Mendes, 1998; Wang, Le
Méhauté, 1998; Wang и др., 1998; Büyükkilic.,
Demirhan, 2000; Anchrordoqui, Torres, 2001; Marti-
nez и др., 2001; 2002; Chamati и др., 2006; Zaripov,
2009; Rovenchak, 2018; Ma и др., 2019; Kolesniсhen-
ko, 2020). Тем не менее в настоящей работе пред-
лагается вновь обсудить в рамках формализма
Тсаллиса механизм чернотельного излучения
применительно к задачам космологии. Основа-
нием для подобного намерения является с одной
стороны противоречивое конструирование де-
формированной термодинамики чернотельного
излучения, присутствующее в ряде публикаций
(см. ниже), а с другой стороны, неоспоримый
экспериментальный факт, согласно которому су-
ществующее космическое фоновое излучение
(находящееся в тепловом равновесии) несколько
отличается от классического закона излучения
черного тела Планка из-за влияния дальнодей-
ствующего гравитационного воздействия на
больших расстояниях (Mather и др., 1994). Это
влияние может быть отражением того отдаленно-
го во времени факта, когда материя и свет были
сильно взаимосвязаны между собой, или же оно
является результатом еще более замысловатых
природных явлений (Sistema, Vucetich, 2005).

В работе (Kolesnichenko, Chetverushkin, 2013) в
рамках статистики Тсаллиса была сконструиро-
вана на основе модифицированного кинетиче-
ского уравнения (с интегралом столкновений в
форме Бхатнагара–Гросса–Крука) обобщенная
гидродинамика (так называемая -гидродинами-
ка Навье–Стокса), пригодная для моделирова-
ния сред с фрактальной структурой. Именно на
основе этой гидродинамики в серии работ (Ко-
лесниченко, 2015; 2016б; Kolesnichenko, Marov,
2008; 2014; 2016) была рассмотрена проблема гра-
витационной неустойчивости Джинса для прото-
планетного газопылевого диска с фрактальной
структурой при учете радиации и воздействия
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вращательного движения диска на критическую
длину волны возмущения, ведущей к неустойчи-
вости. В этих работах проведено исследование
влияния “классической” чернотельной радиации
на гравитационную неустойчивость акрецион-
ных дисков, находящихся на начальной стадии
своего образования. Точнее речь идет о централь-
ной части дисков, в которой практически все из-
лучение является длинноволновым, поскольку
оно уже успело пройти через многократное по-
глощение и переизлучение частицами фракталь-
ной дисковой среды. Именно там возможно су-
ществование локального термодинамического
равновесия, при котором температура дискового
вещества практически совпадает с температурой
черного тела. Полученные при этом критерии,
как правило, лучше отвечают условиям развития
неустойчивости в радиационной дисковой среде
с фрактальной структурой в фазовом простран-
стве.

В недавней работе автора (Kolesniсhenko,
2020), посвященной рассмотрению в рамках не-
экстенсивной статистики Тсаллиса джинсовской
неустойчивости звездного протопланетного дис-
ка с радиацией, термодинамические параметры
чернотельного излучения использовались в
обычной классической форме. В отличие от нее в
данной работе предлагается воспользоваться мо-
дифицированным (в рамках формализма Тсалли-
са) механизмом Планка для черного излучения
(теплового фотонного газа) и исследовать его
влияние на гравитационную неустойчивость про-
топланетного диска. Поскольку во всем космосе
нет такого места, где не присутствуют магнитные
поля, существенно изменяющие условия не-
устойчивости, то вполне уместно рассмотреть в
рамках неэкстенсивной -гидродинамики грави-
тационную неустойчивость электропроводящего
протопланетного диска (плазменной дисковой
среды) с учетом деформированных радиацион-
ных процессов.

Таким образом, целью работы является изло-
жение с единых позиций обобщенной статистики
Тсаллиса круга вопросов, связанных с выводом
критерия гравитационной неустойчивости Джин-
са для неэкстенсивной дисковой электропровод-
ной среды, при учете влияния на этот критерий
чернотельного излучения, отвечающего модифи-
цированной -энтропии фотонного газа ( -эн-
тропии световых квантов Бозе). При этом скон-
струирована деформированная термодинамика
черного излучения, базирующаяся на свойствах
универсального степенного -распределения Бо-
зе–Эйнштейна (негиббсового канонического ан-
самбля бозонных систем), полученного из вариа-
ционного принципа максимизации Джейнса
(Jaynes, 1963) -энтропии Бозе-газа. Этому рас-
пределению соответствуют обобщенные законы
Планка, Рэлея–Джинса и Вина для фотонов теп-

q

q q

q

q

лового спектра, на основе которых в работе вы-
ведены модифицированные выражения для
всех термодинамических параметров черного из-
лучения.

ИСХОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ
q-ГИДРОДИНАМИКИ

Рассмотрим сначала динамическую неэкстен-
сивную протопланетную систему с нормирован-
ным распределением частиц  в геометриче-
ском пространстве  и в пространстве скоростей 
с размерностью . Предлагаемое Тсаллисом обоб-
щение статистической механики (в случае стати-
стики Курадо–Тсаллиса) лучше всего описывается
следующими двумя аксиомами (Curado, Tsallis,
1991; Колесниченко, 2018):

Аксиома 1. Функционал энтропии, связанный с
нормированным распределением функции вероятно-

стей  равен ,

где  – параметр деформации – число, связанное
с фрактальной размерностью, а для неэкстенсив-
ных систем, являющееся мерой их неаддитивно-
сти (Tsallis, 2009); здесь  – элемент объе-

ма фазового пространства; , где  – не-
целая размерность пространства скоростей;  –
постоянная Больцмана.

Аксиома 2. Экспериментально измеряемое значе-
ние любой макроскопической величины  (термо-
динамической макрохарактеристики -системы) за-
дается соотношением , где

 – соответствующая микроскопическая ве-
личина.

Важно подчеркнуть, что энтропия 
двух независимых систем  и  не является адди-
тивной переменной при , поскольку имеет
место равенство (см. Tsallis, 2009)

Несмотря на это обстоятельство, в литературе бы-
ло показано, что существует, тем не менее, значи-
тельное количество обычных статистических и
термодинамических свойств, которые справедли-
вы для любого  (см. Bibliography/http://tsal-
lis.cat.cbpf.br/biblio.htm).

Основные определения и система уравнений
-гидромеханики

Энтропия Тсаллиса влечет за собой не только
обобщение статистической физики и термодина-
мики, но и обобщение физической кинетики и гид-
родинамики (Oliveira, Galvao, 2018). Простейшей
макроскопической величиной является -плот-

( , )f tr,c
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ность числа частиц, которая определяется соотноше-

нием . Тогда массовая -плот-

ность равна . Поскольку частица,
движущаяся со скоростью , обладает импульсом 
то выражение 
определяет гидродинамическую скорость элемента

объема. Величина 
является удельной внутренней -энергией (на
единицу массы) неэкстенсивной системы. По-
токи  и

 представля-
ют собой соответственно тензор давлений и поток
тепла. Гидростатическое -давление определяет-

ся как  , где

 – единичный тензор второго ранга. В частности,
если сдвиговые напряжения равны нулю, а нор-
мальные напряжения равны между собой, то

.
В работах (Boghosian, 1998; Kolesnichenko,

Chetverushkin, 2014) в рамках неэкстенсивной
статистической механики Тсаллиса было прове-
дено методом моментов конструирование гидро-
динамических уравнений на основе модифици-
рованного кинетического уравнения Больцмана1

(с учетом самогравитации) с интегралом столкно-
вений в форме Бхатнагара–Гросса– Крука):

(1)

Здесь ; 
 – не зависящая от скорости

внешняя сила (сила тяжести) отнесенная к еди-
нице массы;  – сила негравитационного проис-
хождения (например, электромагнитная сила

Лоренца);  – гра-

витационный потенциал, удовлетворяющий
уравнению Пуассона ;  –
гравитационная постоянная;  – положительный
параметр, который интерпретируется как харак-
терное время релаксации произвольной функции
распределения  к обобщенному локально-
максвелловскому распределению (величина 
совпадает по порядку величины со средним вре-

1 В цитируемой работе кинетическая теория была основана
на операторе столкновений Бхатнагера─Гросса─Крука
(BGK), который был обобщён для произвольного значе-
ния параметра q.
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менем свободного пробега частиц в системе).
Равновесное распределение , в случае ко-
гда , определяется следующей формулой
(см., например, Колесниченко, 2019)

(2)

где ;  –

Гамма-функция.
В результате были получены следующие мо-

ментные уравнения -гидродинамики, которые
являются обобщением обычных гидродинамиче-
ских уравнений Навье–Стокса:

(3)

(4)

(5)
Уравнения (3)–(5) не является в общем случае за-
мкнутыми, поскольку отсутствует необходимая
связь (так называемые определяющие соотноше-
ния) потоковых величин (  и ) и скалярных ха-
рактеристик течения ( ,  и ). Эта связь может
быть найдена с помощью решения модельного
кинетического уравнения (1) методом Чепмена–
Энскога при использовании общего асимптоти-
ческого разложения функции распределения по
числу Кнудсена. Этот метод был использован в
работе (Kolesnichenko, Chetverushkin, 2013), в ре-
зультате чего были найдены определяющие соот-
ношения, замыкающие систему (3)–(5). В част-
ности, в случае приближения нулевого порядка,
когда распределение  (т.е. является обоб-
щенным локально-максвелловским распределе-
нием (2)), было показано, что тензор напряжения

 сводится к шаровому тензору , а поток
тепла . При этом внутренняя энергия  и
гидростатическое давление  задаются соотно-
шениями

(6)

Поскольку определение температуры в -ста-
тистике достаточно произвольно (оно зависит от
довольно произвольного определения температу-
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ры с точки зрения множителей Лагранжа), то да-
лее мы будем интерпретировать величину

 как обобщенную темпера-
туру сложной неаддитивной системы. Естествен-
но, что эта температура, в корне отличается от аб-
солютной термодинамической температуры ,
характеризующей интенсивность хаотизации
(беспорядочного движения) частиц системы. За-
метим, что если записать через эффективную
температуру  выражение для внутренней энер-
гии (6), то для величины  получим соотношение

, которое совпадает при  и
 с определением внутренней энергии в ста-

тистике Больцмана–Гиббса, соответствующее
равному распределению энергии классического
идеального газа по степеням свободы. Если со-
хранить обычные представления об обобщенной
температуре , то тогда неравенство  на-
кладывает жесткое ограничение на величину пара-
метра деформации : в этом случае энтропийный
индекс удовлетворяет неравенству .

В приближении первого порядка были найде-
ны следующие определяющие уравнения для по-
тока тепла  и тензора вязких напряжений

:

(7)

где , 

 – соответственно коэффици-

енты теплопроводности и сдвиговой вязкости.

ЭНТРОПИЯ БОЗЕ-ГАЗА В СТАТИСТИКЕ 
БОЛЬЦМАНА–ГИББСА

Прежде чем приступить к обсуждению про-
блемы чернотельного излучения в статистике
Тсаллиса, сделаем следующее замечание. Осред-
нение микроскопических физических величин в

-статистике возможно с помощью трех распре-
делений: , , . Первое
осреднение соответствует первоначальной стати-
стике Тсаллиса (Tsallis, 1988), второе (ненорми-
рованное) осреднение – статистике Курадо–Тсал-
лиса (Curado, Tsallis, 1991; Зарипов, 2002; Колес-
ниченко, 2018), третье нормированное (эскортное)
осреднение – статистике Тсаллиса–Мендеса–
Пластино (Tsallis и др., 1998). Различным спосо-
бам осреднения соответствуют совершенно раз-
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ные -термодинамики. Именно по этой причине
вопрос об использовании того или иного осред-
нения носит принципиальный характер в ряде
физических приложений, поскольку различия в
определении макроскопических параметров мо-
гут оказаться существенными при обработке экс-
периментальных данных. По мнению ряда авто-
ров, получаемые при этом несоответствия могут
быть благополучно устранены при использова-
нии только нормированного эскортного распре-
деления (см, например, Tsallis и др., 1998; Tsallis,
1999; Martinez и др., 2000).

Вместе с тем, существует и иная точка зрения
(которой придерживается автор данной статьи),
согласно которой единственно правильным
осреднением в -статистике Тсаллиса является
осреднение с ненормированным распределением

, наличествующее в ее аксиоматическом обос-
новании (см. Havrda, Charvat, 1967; Daroczy,
1970). Именно это распределение не приводит к
переопределению понятия температуры, которая
в этой статистике является интенсивным пара-
метром (т.е. абсолютной температурой ), а не
функционалом (так называемой физической тем-
пературой , зависящей от энтропии ), как
это происходит при иных определениях средне-
взвешенного осреднения. Отметим, что это и не-
которые другие убедительные соображения в
пользу использования осреднения Курадо–Тсал-
лиса приведены в монографиях (Зарипов, 2002;
2010).

Модификация чернотельного излучения рас-
сматривалась в ряде работ (см., например, Tirnak-
li и др., 1997; Wang и др., 1998; Rovenchak, 2018), в
которых в качестве отправной точки использова-
лось следующее обобщенное распределение
Планка для собственных частот излучения фо-

тонного газа: .

Легко можно убедиться в том (см. ниже), что это
распределение получается из условия максимума
модифицированной -энтропии Бозе-газа (см.
Büyükkilic, Demirhan, 2000; Зарипов, 2010) только
в том случае, когда в качестве осреднения микро-
скопических физических величин используется
распределение . Несмотря на это обстоя-
тельство, авторы цитируемых выше работ, исходя
из приведенного равновесного распределения

, при выводе обобщенной -термодинамики
Бозе-газа систематически использовали осредне-
ние с распределением , соответствующее
оригинальной статистике Тсаллиса. В ряде дру-
гих публикаций (см., например, Martinez и др.,
2002; Ma и др., 2019) за исходное равновесное
распределение неэкстенсивного фотонного газа
принималось приведенное -распределение
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, в котором, однако, вместо абсолютной
температуры  фигурирует физическая темпера-
тура . Такая замена представляется совершен-
но не приемлемой, поскольку измерение 
практически нереально, что связано с ее зависи-
мостью от функционала энтропии .

Бозе-газ состоит из бозонов – частиц, имею-
щих целый спин и подчиняющихся статистике
Бозе–Эйнштейна2. Напомним классический ве-
роятностно-статистический способ нахождения
энтропии Бозе-газа. С этой целью рассматрива-
ются различные равновероятные группы кванто-
вых состояний , которыми может быть
реализовано изучаемое макроскопическое со-
стояние ансамбля из  частиц Бозе-газа. -мер-
ное фазовое пространство делится на  ячеек
безразмерного объема , ко-
торый характеризует максимально возможное
число микросостояний в -й ячейке, содержа-
щей  Бозе-частиц (здесь  – число степеней
свободы элементарной частицы). Далее опреде-
ляется величина  – число всех возмож-
ных способов заполнения частиц по  ячейкам.
Данное число является по определению статисти-
ческим весом , характеризующим вероятность
макроскопического состояния системы. Если те-
перь каждую группу из  частиц рассматривать
как независимую подсистему и обозначить по-
средством  ее статистический вес, то можно

написать: . В классической статисти-
ке энтропия выражается логарифмической мерой
статистического веса .
В случае статистики Бозе–Эйнштейна в каждом
квантовом состоянии может находиться любое
число частиц, так что статистический вес 
есть число всех способов, которыми можно рас-
пределить  частиц по  состояниям. Тогда, из
условия, что в ячейке может находиться любое
количество частиц, вытекает следующий вид ста-

тистического веса . Логариф-

мируя это выражение и воспользовавшись для
логарифмов всех трех факториалов приближен-
ной формулой Стирлинга , най-
дем:

2 Бозе создал статистическую механику для газа фотонов, а
Эйнштейн развил её для описания массивных частиц.
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Если записать эту формулу, используя среднее
число  частиц в каждом из квантовых
состояний -й группы, то получим известное вы-
ражение для энтропии неравновесного Бозе-газа
в классическом случае (см. Ландау, Лифшиц,
1964):

Легко убедиться в том (см. Ландау, Лифшиц,
1964), что условие экстремальности энтропии 
приводит к дискретному распределению Бозе–
Эйнштейна:

Заметим, что величина  есть дискретный
аналог непрерывной функции распределения

 по фазовому пространству . Пере-
ход от дискретного распределения  к непрерыв-
ному распределению  Бозе-частиц осу-
ществляется заменой суммирования по  инте-
грированием по всему фазовому пространству,
безразмерный элемент которого определяется со-
отношением  (здесь ,

 – спин частицы; )3.

В итоге получим следующее выражение для
классической энтропии неравновесного Бозе-га-
за в случае непрерывных распределений:

(8)

Здесь  – плотность распределения кван-
товых частиц в фазовом пространстве.

ЭНТРОПИЯ БОЗЕ–ГАЗА В СТАТИСТИКЕ 
ТСАЛЛИСА

Обобщенное выражение квантовой энтропии (8)
для Бозе-газа, полученное в рамках неэкстенсив-
ной статистики Тсаллиса в работах (Büyükkilic,
Demirhan, 1993; 2000), имеет вид:

(9)

Энтропию (9) удобно записать в следующих двух
эквивалентных формах:

(10)

3 Интегрирование по dV часто сводится к замене dV на пол-
ный объем V однородного фотонного газа.
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где  – так называе-

мый “деформированный логарифм” (см., напри-
мер, Tsallis, 2009; Колесниченко, 2019). При 
из (10) следует выражение (8) для классической
энтропии неравновесного Бозе-газа для аддитив-
ных систем. Используя (10), легко показать, что в
статистике Тсаллиса энтропия Бозе-газа двух не-
зависимых систем также не обладает свойством
аддитивности.

Экстремум энтропии и равновесные состояния
Равновесные состояния неэкстенсивных си-

стем характеризуются распределениями, которые
не меняются с течением времени. В состоянии
равновесия энтропия должна иметь максималь-
ное значение. Таким образом, задача заключается
в нахождении таких распределений , при
которых квантовая энтропия Бозе-газа (9) имеет
максимальное значение, при следующих допол-
нительных условиях

(11)

выражающих постоянство полной энергии  и
полного числа частиц  Бозе-газа. Следуя из-
вестному вариационному принципу Джейнса
(Jaynes, 1963), приравняем нулю первую вариа-
цию функционала

(12)

где параметры  и  являются множителями
Лагранжа. Произведя теперь дифференцирова-
ние по  получим

(13)

Отсюда следует

(14)

или

(15)

Это есть не что иное, как обобщенное распреде-
ление Бозе–Энштейна в статистике Тсаллиса.
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равновесный химический потенциал Бозе-газа
( .

Присутствующая в (15) степенная функция
 записана в виде так называемой экспонен-

ты Тсаллиса, которая определяется следующим
образом (Тсаллис, 2009):

(16)

При этом выражение, стоящее в квадратных
скобках, либо положительно, либо равно нулю,

 В пределе  функция (16)
принимает стандартный вид: .
Легко проверить, что имеют место следующие
формулы:

(17)

(18)

(19)

(20)

С помощью распределения (15) могут быть вы-
числены равновесные значения полного число
частиц и полной энергии системы:

(21)

(22)

Заметим, что формула (21) определяет в неяв-
ном виде химический потенциал 
Бозе-газа как функцию от температуры  и пол-
ного числа частиц .

Термодинамические соотношения
Получим теперь экстремальное (равновесное)

значение  энтропии и основные соотношения
обобщенной равновесной термодинамики. Под-
ставляя распределение (14) в выражение (10) для

-энтропии Тсаллиса и используя формулу (19),
получим:
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(23)

Здесь

(24)

– термодинамический потенциал полного числа
частиц бозонного газа;  – локальный тер-
модинамический потенциал частиц, определяе-
мый соотношением

(25)

Используя производные от распределения 
по параметрам  и 

(26)

и формулы (20), легко получить следующие урав-
нения равновесной термодинамики для системы
Бозе-газ с переменным числом частиц:
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Вторая вариация функционала (12) имеет вид:
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из которого следует, что при  экстремум со-
ответствует максимуму функционала, .
Таким образом, распределение (15) максимизиру-
ет обобщенную -энтропию для бозонного газа.

Можно показать, что из принципа максимум
равновесного распределения -энтропии Бозе–
Эйнштейна следует, что энтропия равновесного
состояния  больше, чем энтропия  произ-

вольного состояния, . Таким образом,
-энтропия Бозе-газа непрерывно растет в на-

правлении равновесия, где энтропия становится
максимальной и достигает конечного значения.

ЭНТРОПИЯ СВЕТОВЫХ КВАНТОВ БОЗЕ. 
ЧЕРНОЕ ИЗЛУЧЕНИЕ

Электромагнитное излучение, находящееся в
тепловом равновесии (так называемое черное из-
лучение) можно рассматривать как фотонный
газ. В силу целочисленности момента импульса
фотонов этот газ подчиняется статистике Бозе–
Эйнштейна. Поскольку фотоны не взаимодей-
ствуют друг с другом (принцип суперпозиции для
электромагнитного поля), то состоящий из фото-
нов газ можно считать идеальным. Для возмож-
ности установления теплового равновесия в излу-
чении необходимо наличие хотя бы небольшого
количества материальной среды. Механизм,
обеспечивающий установление равновесия, за-
ключается при этом в поглощении и испускании
фотонов веществом. Это обстоятельство приво-
дит к существенной специфической особенности
фотонного газа – число частиц  в нем является
переменной величиной и само должно опреде-
литься из условий теплового равновесия, что
приводит к равенству нулю химического потен-
циала  фотонного газа (см. Ландау, Лифшиц,
1964).

Следовательно, распределение фотонов по
различным уровням энергии  (где  – соб-
ственная частота колебаний черного излучения в
данном объеме ) определяется формулой (15) с

:

(32)

Это есть так называемое обобщенное распределе-
ние Планка в статистике Тсаллиса.

Заметим, что в силу определения (16) экспо-
ненты Тсаллиса, второе представление распреде-
ления  в формуле (32) справедливо в том слу-
чае, когда при  имеет место неравенство
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, или когда при  и

.

Для непрерывного распределения энергии фо-
тонов, число квантовых состояний фотонов с ча-
стотами собственных колебаний в интервале ча-
стот между  и  может быть задана как (см.
Ландау, Лифшиц, 1964)

(33)

где  – скорость света в вакууме, а  – угловая ча-
стота. Умножив распределение (32) на эту вели-
чину, найдем число фотонов в данном интервале
частот:

(34)

а умножив еще на , получим энергию излуче-
ния, заключенную в этом же участке спектра:

(35)

Формула (35) для спектрального распределения
энергии черного излучения является обобщен-
ной формулой Планка в статистике Тсаллиса.

Обобщенный закон Планка (32) описывает
распределение электромагнитной энергии (или
распределение плотности фотонов), излучаемой
черным телом при данной температуре . Закон
Планка может быть представлен в различных ва-
риантах, включающих такие параметры, как
плотность потока или спектральное распределе-
ние. Два предельных случая, а именно,  и

, заслуживают особого внимания.
В низкочастотном или высокотемпературном

пределе ( ) из соотношения (35), при уче-
те разложения , получим:

(36)

В статистике Тсаллиса эту формулу можно счи-
тать -обобщением классической формулы Рэ-
лея–Джинса

(37)

Она справедлива, если . Из (37) видно,
что с уменьшением  излучение черного тела из-
лучает меньше энергии по сравнению со стан-
дартным излучением закона Рэлея–Джинса.
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В случае больших частот ( ) соотно-
шение (36), при учете формулы

 дает:

(38)

При написании (38) использовано свойство
 деформированной экспоненты

Тсаллиса (Tsallis, 2009). Выражение (38) можно
рассматривать как -обобщение классического
закона Вина. Заметим, что в пределе слабой связи

 формулы (37) и (38) восстанавливают свои
классические выражения.

Термодинамика черного излучения
Интегрируя (36) по всем частотам, получим

полную энергию фотонного газа (черного излуче-
ния) в объеме 

(39)

Используя обозначение  перепишем
формулу (39) в виде:

(40)

В выражение (40) входит интеграл вида

, который при  равен

 (Ландау, Лифшиц, 1964).

Обозначим интеграл через4

(41)

Тогда для полной энергии излучения будем
иметь:

(42)

где ;  7.56566(7) ×
×10–15 эрг см–3 K–4– постоянная давления излу-
чения.

Как известно при  термодинамический
потенциал  совпадает со свободной
энергией . При использовании форму-

4 Вычисление интегралов такого рода проведено в работе (Ко-
лесниченко, 2020).
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лы (29), в которой положим , для величины
 получим:

(43)

Отсюда

(44)

Энтропия чернотельного излучения в стати-
стике Тсаллиса равна

(45)

Она пропорциональна кубу температуры.
Полная энергия излучения, согласно (23), равна

(46)
Таким образом, полная энергия черного излуче-
ния пропорциональна четвертой степени темпе-
ратуры (закон Больцмана).

Для теплоемкости чернотельного излучения
 имеем:

(47)
Наконец, давление и уравнения состояния

определяются соотношениями:

(48)

(49)

Таким образом, несмотря на зависимость термо-
динамических величин от параметра деформации

, уравнение для полной энергии излучения (46)
и уравнение состояния (49) остаются неизменны-
ми и в формализме Тсаллиса.

ЗАМКНУТАЯ СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ
-ГИДРОДИНАМИКИ

ДЛЯ ПРОПЛАНЕТНОГО АККРЕЦИОННОГО 
ДИСКА С РАВНОВЕСНЫМ -ИЗЛУЧЕНИЕМ

В эволюции многих протопланетных аккре-
ционных дисков, особенно на ранней стадии их
возникновения, большую роль играет давление
излучения, как фактор их гидростатического
равновесия. Впервые анализ неустойчивости в
аккреционных дисках относительно осесиммет-
ричных возмущений с учетом давления излуче-
ния был проведен в работе Шакуры и Сюняева
(Shakura, Sunyaev, 1976). В последующих работах
рассматривались общие политропные модели
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(Camenzind и др., 1986), учитывались неосесим-
метричные возмущения (McKee, 1990), звуковые
и эпициклические колебания (Хопеpсков, Хpапов,
1995; Фридман, Хоперсков, 2011) и т.д.

Ниже мы используем приведенную выше си-
стему уравнений  – гидродинамики для модели-
рования неустойчивости околосолнечного до-
планетного толстого диска, вещество которого
состоит из смеси вещества (находящегося в со-
стоянии идеального -газа) и чернотельного изо-
тропного излучения при температуре  распро-
страняющегося по всем направлениям. Будем
предполагать, что протопланетный диск является
оптически толстым и распределение поля излуче-
ния близко к равновесному. Подчеркнем также,
что диск в значительной мере обладает осевой
симметрией, что является следствием его враще-
ния вокруг центральной звезды. Далее будем так-
же предполагать, что диск является самогравити-
рующим, для которого вертикальная структура
(вдоль оси вращения) определяется балансом сил
давления и гравитации самого диска.

В случае пренебрежения гидродинамическими
диссипативными процессами и нагревом косми-
ческого вещества, обусловленным диссипацией и
процессами ионизации и возбуждения, исходная
система -уравнений, состоящая из аналога урав-
нений Эйлера и уравнения Пуассона, имеет вид5

(см., например, Колесниченко, 2019):

(50)

(51)

(52)

(53)

где соотношением  опре-
деляется полная производная структурной вели-
чины  по времени. Здесь

(54)

(55)

– соответственно полное давление и полная внут-
ренняя энергия (на единицу массы) смеси идеаль-
ного -газа и чернотельного излучения;  –
полная скорость выделения тепла за счет вязкой
диссипации и энергия, уносимая теплопроводно-
стью и излучением из элемента среды при его дви-

жении;   –

внутренняя энергия (на единицу массы газовой
составляющей допланетного диска); 

5 Далее индекс “q” у ряда гидродинамических и термодина-
мических переменных мы будем опускать.
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q
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– удельная энергия излучения (в статистике
Тсаллиса) черного тела, находящаяся в единице

массы;  –

газовое давление в неэкстенсивной дисковой
системе (аналог закона состояния в кинетиче-
ской теории идеальных газов);  – абсолютная
температура;  – лучевое давление;

 – модифицированная постоянная из-
лучения Стефана–Больцмана (см. (41));

 – гравитационный потен-

циал, являющийся решением уравнения Пуас-
сона (8) (интеграл здесь берется по всему объе-
му  занимаемому допланетным облаком);

 – удельная изохорная тепло-

емкость газовой составляющей смеси. Определим
также показатель адиабаты газового вещества дис-
ка, как отношение . Тогда

(56)

Уравнение для полной внутренней энергии (53)
удобно переписать, используя уравнение нераз-
рывности (50), в обычной форме первого начала
термодинамики

(57)

выражающего скорость  изменения энтро-
пии  (на единицу массы) дискового вещества и
излучения при движении элемента среды вдоль
его траектории. Здесь  – удельный объ-
ем вещества протопланетного диска.

Изоэнтропические изменения в среде,
содержащей -газ и -радиацию

Далее мы будем рассматривать такие движе-
ния космического вещества (находящегося в со-
стоянии идеального -газа) и чернотельного -из-
лучения, для которых энтропия каждой частицы
среды (вещество + излучение) остается в первом
приближении постоянной на протяжении всего
пути частицы, т.е. . По-
добные обратимые и адиабатические движения
являются изоэнтропическими. Для них энергети-
ческое уравнение (21) сводится к уравнению

(58)

выражающему тот факт, что скорость изменения
полной внутренней энергии движущегося эле-
мента среды равна работе по сжатию этого эле-
мента, совершаемой окружающей средой.
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Вместе с тем, для астрофизических целей ча-
сто удобно использовать другие формы уравне-
ния (58) (которые впервые были выведены Эд-
дингтоном (Еddington, 1988) и Чандрасекхаром
(Чандрасекхар, 1950)). Эти формы справедливы,
когда давление  и внутреннюю энергию  дис-
ковой среды можно вычислить из соответствую-
щих уравнений состояния как функций от удель-
ного объема  и температуры  (или энтропии )
в зависимости от исследуемого процесса. Для
“медленного” процесса, характеризуемого вре-
менем, много большим времени теплопередачи,
любые возмущения профиля температуры будут
успевать релаксировать. Следовательно, этот
процесс можно рассматривать как изотермиче-
ский, при котором . “Быстрый”
процесс (по сравнению с процессом теплопере-
носа) можно считать адиабатическим в силу не-
хватки времени для обмена теплом двух соседних
областей:  и .

Из энергетического уравнения (58) для квази-
статического процесса следует

(59)

Следовательно, для изоэнтропических измене-
ний имеем

(60)

Введем теперь адиабатические показатели смеси
вещества и излучения  и  соотношениями

(61)

(62)

которые могут быть использованы вместо энерге-
тического уравнения (58). С учетом уравнений
состояния для смеси идеального -газа (6) и иде-
ального -излучения” (49) можно записать

(63)

Следовательно, (61) есть не что иное, как

(64)

Из (60) и (64) следует, что

(65)

Введем теперь в рассмотрение коэффициент
, характеризующий долю вещества в

P E
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полном давлении системы6. При использовании
этого коэффициента, соотношение (65) можно
переписать в виде:

(66)

Легко можно показать, что имеют место следую-
щие соотношения

(67)

(68)

Если , то все обобщенные показатели
адиабаты  для “ -газа + излучение” совпадают с по-
казателем адиабаты чистого -газа ,
а когда присутствует одно лишь излучение абсо-
лютно черного тела ( ), то они равны .
Таким образом, для смеси “идеального -газа” и

-радиации обобщенные показатели адиабаты
принимают промежуточные значения от  до .

ДЖИНСКОВСКАЯ ГРАВИТАЦИОННАЯ 
НЕУСТОЙЧИВОСТЬ В НЕЭКСТЕНСИВНОЙ 

КИНЕТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ
Рассмотрим теперь простейшую задачу воз-

никновения неустойчивости в бесконечной по-
коящейся сферически однородной среде. На-
помним, что при рассмотрении гравитационной
неустойчивости Дж. Джинс рассматривал одно-
родное состояние самогравитирующей среды в
состоянии покоя, что не совсем корректно, так
как такое состояние не является состоянием рав-
новесия. Тем не менее, его вывод критерия не-
устойчивости можно рассматривать как первое
приближение, которое в наиболее простых случа-
ях дает правильный порядок нижней критиче-
ской длины волны возмущения, ведущего к не-
устойчивости (см., например, Сафронов, 1969;
Фридман, Хоперсков, 2011).

Линеаризованные основные дифференциаль-
ные уравнения (50)–(53) для случая чисто ради-
ального сферически симметричного движения с
учетом допущений, что невозмущенное состоя-
ние является равновесным  и

6 На особую важность отношения (1 – β) для теории звезд-
ной структуры впервые указал Эддингтон. В известном от-
рывке из его книги “Внутреннее строение звезд” Эддинг-
тон связывал это отношение с “явлением звезды” (“hap-
pening of the stars”).
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q

q
4 3 γq
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что уравнение Пуассона (52) можно применить
лишь к возмущениям плотности (условие 
называют иногда “мошенничеством” Джинса
(см. Jeans, 1902)), имеют вид:

(69)

(70)

(71)

(72)

Уравнение (71) тривиально интегрируется. Выби-
рая постоянную интегрирования так, чтобы

 при , получим

(73)

Допустим теперь, что характерная длина, свя-
занная с пространственными изменениями вели-
чин  и  велика по сравнению с другими харак-
терными длинами задачи (это так называемое
приближение коротковолновой акустики), т.е.
можно пренебречь производными  и

. При этих дополнительных упрощающих
предположениях уравнение неразрывности, им-
пульса и энергии легко объединить в одно уравне-
ние для адиабатической звуковой волны7 (см., на-
пример, Ландау, Лифшиц, 1964)

(74)

Здесь возмущенная производная давления 
выражается, согласно (73), через возмущенную
производную плотности  в виде

где

(75)

– адиабатическая (или лапласова) скорость звука
в дисковой среде. При написании (75) было учте-
но, что

(76)

7 При изучении возмущенных состояний самогравитирую-
щего космического вещества, часто приходится иметь дело
с разновидностью звуковых волн.
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Заметим, что в частном случае, когда  и
, имеем классический идеальный газ излу-

чением, . Отсюда следует, что

(77)

Когда излучение отсутствует ( ), то
 – адиабатическая ско-

рость звука в идеальном газе.
Если  (идеальный -газ) и излучение от-

сутствует ( ), то

(78)

Уравнение (74) является линейным и одно-
родным уравнением в частных производных,
следовательно, к нему применим метод нор-
мальных колебаний (метод мод). Решая уравне-
ния (74) для возмущенной плотности в виде

, описывающем волны с угло-
вой частотой , волновым вектором  в направ-
лении 8 и длиной волны , получим сле-
дующее дисперсионное уравнение для бегущей
волны

(79)

которое с учетом соотношений (40) и (41) прини-
мает “стандартный” вид

. (80)

Здесь адиабатическая скорость звука  опреде-
ляется формулой (75).

Для устойчивых волн с частотами  имеем
, тогда, как неустойчивость соответствует

условию . Эти два класса разделяет случай
нейтральной устойчивости , что соответ-
ствует модам с критической длиной волны возму-
щения

(81)

8 Следует заметить, что линеаризованное уравнение им-
пульса требует, чтобы скорость u была параллельна волно-
вому вектору ±k (см. Ландау, Лифшиц, 1964). Следова-
тельно, скорости частиц жидкости, связанные с адиабати-
ческими звуковыми волнами, параллельны направлению
распространения волн.
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Из уравнения (80) следует, что граничное зна-
чение  разделяет устойчивые  и не-
устойчивые  пульсации плотности. При
малых  (длинные волны) пульсации будут расти со
временем и появляется нестабильность Джинса, а
коротковолновые пульсации плотности (боль-
шие , малые длины волн) колеблются, т.е. рас-
пространяются в виде звуковых волн.

Таким образом, критическая длина волны воз-
мущения, равная

(82)

является размером мельчайших “капель” рас-
сматриваемой “фрактальной” газовой среды с из-
лучением, которые могут удерживаться вместе
собственным гравитационным притяжением.
Следовательно, модифицированный в рамках не-
экстенсивной кинетической теории критерий не-
устойчивости Джинса для смеси -газа и черно-
тельной -радиации будет выглядеть следующим
образом: длина неустойчивой волны возмущения

 должна удовлетворять неравенству

(83)

Заметим, что в традиционной литературе длину

(84)

соответствующую размеру области сжатия само-
гравитирующего газа, называют длиной Джинса.
С учетом (83) критерий неустойчивости Джинса в
неэкстенсивной кинетике может быть переписан
в виде:

(85)
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(86)

Следовательно, критическая длина волны возму-
щения в рассматриваемом случае больше джин-
совской, т.е. благодаря давлению излучения си-
стема стабилизируется.

2. Если , но излучение отсутствует ,
то фактор

(87)

В этом случае критерий гравитационной неустой-
чивости зависит от численных значений парамет-
ров деформации  и нецелой размерности про-
странства скоростей . При этом возможна ситу-
ация, при которой гравитационно-устойчивое
(на основе классической статистики Больцмана–
Гиббса) облако газа, будет неустойчивым соглас-
но неэкстенсивной статистики Тсаллиса (см. Ко-
лесниченко, Маров, 2014; Kolesnichenko, Marov,
2014; 2016).

Связанная с  критическая масса (масса, со-
держащаяся внутри сферы диаметром ) опре-
деляется соотношением

(88)
где

(89)
– критическая масса Джинса. Возмущения с мас-
сой , превышающей критическую массу
Джинса  ( ) могут расти, формируя грави-
тационно-ограниченные структуры, в то время
как возмущения с массой  меньше  не рас-
тут и ведут себя как акустические волны. При
этом для самогравитирующих неэкстенсивных
сред с излучением критические значения длины
волны и массы явно зависят от энтропийного ин-
декса , нецелой размерности пространства ско-
ростей  и коэффициента , которые, являясь
свободными параметрами, должны определяться
в каждом конкретном случае эмпирическим пу-
тем из экспериментальных данных. Это позволя-
ет при исследовании неустойчивости самограви-
тирующих космических объектов в рамках неэкс-
тенсивной статистики более обосновано
моделировать реально складывающуюся ситуа-
цию.

Заметим, что дальнейшее развитие предло-
женного здесь подхода может быть связано с уче-
том влияния на джинсовскую неустойчивость
вращения среды, магнитного поля, вязкости и
других диссипативных эффектов.
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ДЖИНСА ДЛЯ НАМАГНИЧЕННОЙ ПЛАЗМЫ 

С ЧЕРНОТЕЛЬНЫМ ИЗЛУЧЕНИЕМ

Исходные бездиссипативные уравнения на-
магниченной плазмы с радиационными процес-
сами состоят из уравнений: уравнений Эйлера
для идеальной -жидкости, уравнения Пуассона
и уравнения магнитной индукции в магнитной
гидродинамике:

(90)

(91)

(92)

(93)

(94)

Здесь  − магнитное поле;  − ско-
рость света;  − сила тока;

.
Линеаризуем уравнения (90)–(94), предполагая,

что невозмущенное состояние среды является од-
нородным и равновесным , и
что ; тогда, в случае цилиндрически сим-
метричного движения ( ), получим9:

(95)

(96)

9 Известно, что проблему устойчивости самогравитирующе-
го двумерного газового облака в принципе нельзя описы-
вать в рамках двумерного приближения, поскольку оно за-
ведомо является сильно неустойчивым (см., например,
Фридман, Хоперсков, 2011). Однако при наличие сильного
внешнего гравитационного поля с цилиндрической гео-
метрией и с образующей вдоль оси вращения облака, воз-
можно обеспечить его устойчивость в случае, когда угловая
скорость вращения достаточно велика. В этом случае
структура допланетного облака вдоль оси вращения будет
определяться исключительно его самогравитацией. Разу-
меется, этот случай искусственный, поскольку в реальных
астрофизических системах такие цилиндрические поля ес-
ли и встречаются, то без вложенных дисков. Вместе с тем,
рассмотрение такого вложенного в цилиндр самогравити-
рующего газового диска представляет определённый мате-
матический интерес, поскольку только в этом случае мож-
но выделить эффекты, к которым приводит самогравита-
ция в чистом виде. Именно такие модели рассматривались
в большинстве классических работ по астрофизическим
дискам (см., например, Goldreich, Lynden-Bell, 1965; Hunt-
er, 1972; Toomre, 1964).
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(97)

(98)

(99)

где

(100)

Получим теперь в рамках неэкстенсивной ме-
ханики Тсаллиса дисперсионное уравнение для
определения критерия неустойчивости однород-
ной плазмы с учетом воздействия радиационного
давления. Используем для этого метод нормаль-
ных колебаний, при условии экспоненциального
возмущения всех пульсирующих параметров:

 и , т.е. когда они пропорциональны
. Здесь  − частота гармо-

нических колебаний,  – волновое
число. В результате будем иметь:

(101)

где

(102)

(103)

− альфвеновская скорость плазмы.
Рассмотрим два простых случая:
1. Для поперечного распространения волн (ко-

гда , ) уравнение (101) сводится к про-
стой форме (сравни с (80))

(104)

для которого, с учетом формулы (75), критерий
гравитационной неустойчивости самогравитиру-
ющей плазмы с магнитным полем и радиацион-
ным давлением принимает вид:

(105)

2. В случае продольного (к направлению маг-
нитного поля) распространения пульсационных
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волн (для которых , ) уравнение (101)
сводится к следующим двум уравнениям:

(106)

Таким образом, в поперечном режиме распро-
странения волны возмущения критерий неустой-
чивости Джинса для плазмы модифицируется
магнитным полем и радиационным давлением.
В случае продольного режима на джинсовский
критерий не влияет магнитное поле, поскольку
этот режим обеспечивает Альфвен-режим движе-
ния отдельно от гравитационного режима.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Экзопланеты образуются из протопланетных

дисков в результате потери ими устойчивости.
Гравитационная неустойчивость является фунда-
ментальным процессом фрагментации гравити-
рующего космического вещества протопланетно-
го диска. В конечном счете, именно с ней связано
формирование экзопланет. Однако, полной яс-
ности в том, какие физико-химические процессы
идут при их формировании и какие из них доми-
нируют, до сих пор нет. Большинство обнаружен-
ных на сегодня протопланетных дисков вокруг
солнечноподобных звезд значительно отличают-
ся от протопланетного диска Солнца. По этой
причине теория, которая используется для описа-
ния Солнечной системы, только одна из многих,
и для описания эволюции звездных протопланет-
ных дисков она может быть намного более слож-
ной. Об этом, в частности, свидетельствует нема-
лая коллекция обнаруженных во Вселенной экзо-
планет, которые весьма разнообразны. В связи со
сказанным, существует необходимость в созда-
нии нестандартных моделей, объясняющих мно-
гообразие протопланетных дисков и протопла-
нетных систем.

Имея в виду большое космологическое значе-
ние гравитационной неустойчивости в проблеме
образования экзопланет, в представленной рабо-
те рассмотрена неустойчивость Джинса в рамках
нетрадиционной статистики Тсаллиса, в рамках
которой предлагается моделировать эволюцию
протопланетных электропроводных дисков с
фрактальной структурой и с учетом излучения.
В работе выведены дисперсионные уравнения, на
основе которых выполнен анализ осесимметрич-
ных колебаний протопланетных дисков с фрак-
тальной структурой фазового пространства при
учете чернотельного -излучения.

В работе получен модифицированный крите-
рий джинсовской гравитационной неустойчиво-
сти как для покоящейся бездиссипативной сфери-
чески однородной фрактальной среды, состоящей
из идеального -газа и чернотельного излучения,
так и для намагниченной плазмы, подверженной
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воздействию радиационного давления. Для по-
добного самогравитирующего протопланетного
диска найдены критические значения длин волн
и масс, которые явно зависят от индекса нецелой
размерности пространства скоростей и коэффи-
циента, характеризующего долю излучения в
полном давлении смеси. Полученные параметри-
ческие критерии неустойчивости Джинса позво-
ляют более свободно моделировать эволюцию
разнообразных аномальных протопланетных га-
зо-пылевых дисков. Предложенный подход мо-
жет быть распространен также и на другие про-
цессы эволюции дисков, связанные, например, с
исследованием гравитационных возмущений
диссипативных дисков с излучением, с исследо-
ванием собственных частот колебаний верти-
кально неоднородных магнитных протопланет-
ных дисков и др.

Следует отметить, что, численное значение
параметра деформации  играет при этом суще-
ственную роль. К сожалению, проблема его опре-
деления все-еще остается открытой. Вместе с тем,
в настоящее время имеются серьезные успехи в
гелиосейсмологии, которая исследует внутрен-
нюю структуру и динамику Солнца (см. Gough,
2012). В солнечной атмосфере установлены и изу-
чены почти 10 миллионов резонансных мод коле-
баний. Их частоты измерены с достаточно боль-
шой точностью, что позволяет исследовать внут-
реннюю структуру Солнца на больших глубинах
(Gough, Hindman, 2010). Эти результаты подни-
мают ряд теоретических вопросов, ответы на ко-
торые необходимы для понимания того, как на
самом деле эволюционирует обычная звезда с
протопланетным диском. Поскольку гелиосей-
смология приводит экспериментальные доказа-
тельства присутствия неэкстенсивных эффектов
в недрах звезды (в частности, по найденным ско-
ростям звука), т.е. надежда, что она также сможет
в самое ближайшее время предоставить космоло-
гические экспериментальные данные по числен-
ным значениям параметра деформации , отлич-
ным от единицы.

Автор признателен правительству Российской
Федерации и Министерству высшего образова-
ния и науки РФ за поддержку по Гранту 075-15-
2020-780 (N13.1902.21.0039).
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