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В работе представлены результаты выявления вековых резонансов, действующих на объекты, дви-
жущиеся в областях LEO–MEO. Результаты получены на основании обработки данных обширного
численного эксперимента по исследованию орбитальной эволюции объектов, движущихся в диапа-
зоне больших полуосей от 8000 км до зоны функционирования навигационной систем ГЛОНАСС
(25500 км), с наклонениями от 0° до 180° вне зон орбитальных резонансов. Даны карты распределе-
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ВВЕДЕНИЕ
Настоящая работа является одной из серии ра-

бот, спланированных авторами по исследованию
динамической структуры всего околоземного ор-
битального пространства. Ранее нами столь по-
дробно динамическая структура рассматривалась
только для областей функционирования навига-
ционных систем GPS и ГЛОНАСС (Томилова
и др., 2018), и областей с орбитальным резонан-
сом, например, вся область орбитального резо-
нанса 1 : 2 с вращением Земли (Томилова и др.,
2020) и 1 : 3 (Томилова и др., 2019).

Областям с орбитальными резонансами по-
священо довольно много работ (например, Куз-
нецов и др., 2012; 2014; Allan, 1967a; 1967b; Gedeon,
1969; Sochilina, 1982; Вашковьяк, 1991; Томилова
и др., 2018; 2019; 2020). В данной работе приведе-
ны результаты исследования структуры вековых
резонансов в областях LEO–MEO (Low Earth Or-
bit – Medium Earth Orbit) с наклонениями от 0° до
180°, начиная от 8000 км по большой полуоси (где
уже не так сильно действие атмосферы и имеет
смысл рассматривать влияние вековых резонан-
сов) и до зоны функционирования навигацион-

ной системы ГЛОНАСС (25500 км), которая была
исследована ранее (Томилова и др., 2018). Рас-
сматриваемая область является очень сложной в
динамическом отношении, поскольку в ней дей-
ствуют и орбитальные, и вековые резонансы.
Данная работа посвящена выявлению и анализу
действия только вековых резонансов и не затра-
гивает орбитальные резонансы.

Как мы уже отмечали ранее, исследование ди-
намической структуры околоземного орбиталь-
ного пространства является актуальной задачей,
поскольку знание динамических особенностей
различных областей этого пространства необхо-
димо и при разработке новых спутниковых си-
стем, и при определении областей паркинга отра-
ботавших объектов.

В данной работе мы не рассматривали влияние
светового давления на объекты. Сила светового
давления способна кардинально менять орби-
тальную эволюцию объектов с большой парусно-
стью (отношением площади миделева сечения к
массе) (Кузнецов, 2011; Кузнецов и др., 2011;
Александрова и др., 2018a; 2019) и является вто-
рым по величине воздействия возмущающим
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фактором после гравитационного поля Земли для
таких объектов (Кузнецов и др., 2012; 2014). В слу-
чае малой парусности динамическая структура с
учетом светового давления и без него совпадает
(Александрова и др., 2018a; 2018b). Исследованию
резонансной структуры околоземного простран-
ства с учетом влияния светового давления для
различных значений парусности будет посвяще-
на отдельная работа.

Мы не рассматриваем также влияние на дина-
мическую эволюцию параметров вывода объекта
в точку стояния. Эти вопросы исследованы (см.,
например, Прохоренко, 2006).

МЕТОДИКА ИССЛЕДОВАНИЯ

Поставленная цель была реализована как с ис-
пользованием отработанного в указанных выше
работах алгоритма, так и с применением нового
подхода к анализу вековых резонансов, предло-
женному в (Александрова и др., 2020) и позволя-
ющему все исследования проводить в рамках чис-
ленного моделирования. Аналитический подход
используется только для того, чтобы обозначить
типы рассматриваемых вековых резонансов

Исследование динамической структуры орби-
тального пространства осуществлялось с исполь-
зованием быстрой ляпуновской характеристики
MEGNO (Mean Exponential Growth of Nearby Or-
bits) (Cincotta, Simo, 2000; Cincotta и др., 2003;
Valk и др., 2009).

Численное моделирование движения объектов
производилось на кластере “СКИФ Cyberia”
Томского государственного университета с ис-
пользованием программного комплекса “Чис-
ленная модель движения систем ИСЗ” (Алексан-
дрова и др., 2017), и его модифицированной вер-
сии (Александрова и др., 2020), построенных с
использованием высокоточного интегратора
Гаусса–Эверхарта (Авдюшев, 2010). В процессе
моделирования учитывались возмущения от гар-
моник геопотенциала до 10 порядка и степени, а
также возмущения от Луны и Солнца. Совместно
с уравнениями движения интегрировались урав-
нения для вычисления параметров MEGNO
(Бордовицына и др., 2010).

Исследование структуры вековых резонансов
осуществлялось при помощи численно-аналити-
ческой методики, которая была изложена в на-
ших более ранних работах, например, (Бордови-
цына, Томилова, 2016; Александрова и др., 2018b;
2019), а также дополнена новым подходом, пред-
ставленным в (Александрова и др., 2020).

Для того, чтобы обозначить вековые резонан-
сы, проявление которых возможно в динамике
рассматриваемых объектов используется анали-
тическая методика: из аргументов возмущающей

функции для однократно (1) и двукратно (2)
осредненной ограниченной задачи трех тел

(1)

(2)

выбираются соотношения, которые при определен-
ном наборе целочисленных индексов 
удовлетворяют правилу

(3)

т.е. являются резонансными соотношениями. Да-
лее одно или два подчеркивания  и  указывают
на полувековой или вековой характер резонанса
соответственно.

Здесь обозначения элементов орбит общепри-
нятые

(4)

причем штрихом помечены орбитальные элемен-
ты возмущающего тела.

В процессе исследования вековые частоты в
движении спутника  определяются путем
численного моделирования (Александрова и др.,
2020) с использованием уравнений Ньютона Эй-
лера

(5)

где S, T, W – возмущающие ускорения, записан-
ные в орбитальной системе координат и связан-
ные с правыми частями уравнений движения из-
вестными соотношениями (Бордовицыны, Ав-
дюшев, 2016). Вековые частоты возмущающих тел
также получаются численно с использованием
фонда координат больших планет DE438 и про-
изводной от интерполяционного полинома
Лагранжа 12-го порядка:

(6)

В формулах (5), (6) обозначения орбитальных
элементов также общепринятые.

Исследование эволюции резонансных аргу-
ментов (1) и (2) обязательно (Мюррей, Дермотт,
2010) для выявления наличия резонанса и его ха-
рактера. Если резонансный аргумент испытывает
либрационное изменение во времени, то резо-
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нанс считается устойчивым, а при наличии пере-
ходов от либрационного изменения к циркуляци-
онному и обратно резонанс неустойчив. При чи-
сто циркуляционном изменении резонансного
аргумента считается, что резонанс отсутствует.

Для определения границ устойчивости резо-
нанса в данной методике используются динами-
ческие портреты вековых резонансов, которые
строятся в фазовой плоскости (Мюррей, Дер-
мотт, 2010; Морбиделли, 2014)

(7)

где е – эксцентриситет орбиты спутника, ψ –
критический аргумент.

В табл. 1 и 2 приведены наборы рассматривае-
мых вековых резонансов: апсидально-нодальных
до четвертого порядка включительно (табл. 1) и
резонансов, связанных со средним движением
возмущающего тела, второго–пятого порядков
(табл. 2). Причем, индексы L и S относятся к воз-
мущениям от Луны и Солнца соответственно.

= ψ = ψcos , sin ,x e y e

Поскольку величины  и , связанные с
прецессией орбиты Земли, пренебрежимо малы,
формулы, приведенные в табл. 1 для апсидально-
нодальных резонансов, связанных с Солнцем, су-
щественно упрощаются, и эти резонансы практи-
чески становятся геометрическими.

Геометрический резонанс  трактуе-

мый как  (Shevchenko, 2017) яв-
ляется резонансом первого порядка. Для двукрат-
но осредненной ограниченной задачи трех тел
этот резонанс был открыт Лидовым (1961) в зада-
чах о движении ИСЗ и Козаи (1962) – в динамике
астероидов. В наших исследованиях мы исполь-
зуем численное моделирование без какого-либо
осреднения. Поэтому все выявленные нами резо-
нансы будут резонансами полной возмущенной
задачи, содержащей влияние несферичности по-
тенциала Земли, а также влияние притяжения Лу-
ны и Солнца. Влияние каждого из возмущающих
факторов на движения спутника может давать

ω� '
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S
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Таблица 1. Типы апсидально-нодальных вековых резонансов  низких порядков

№ Тип резонансного
соотношения № Тип резонансного
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2 9 16

3 10 17
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5 12 19

6 13 20

7 14
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Таблица 2. Типы полувековых резонансов  со скоростью движения возмущающего тела второго–пятого по-
рядков

№
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№
Тип

резонансного
соотношения

№
Тип
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соотношения

№
Тип

резонансного
соотношения

1 5 9 13

2 6 10 14

3 7 11 15

4 8 12 16
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 поэтому мы будем отделять суммарное вли-
яние всех трех возмущающих факторов от влия-
ния каждого из них.

При этом там, где это возможно, мы будем ис-
пользовать для сравнения результаты, получен-
ные М.Л. Лидовым (1961) и другими авторами в
рамках осредненной задачи. По нашему мнению,
это сравнение интересно и с теоретической, и с
практической точки зрения.

Классификация основной части вековых резо-
нансов, действующих на движение ИСЗ, была
впервые дана Дж. Куком (Cook, 1962), а аналити-
ческая теория вековых спутниковых резонансов
представлена в работах (Breiter, 2001a; 2001b;
Daquin и др., 2016), термин “резонанс Лидова–
Козаи” впервые появился в работе (Breiter,
2001b). С. Хьюз (1980; 1981) был первым, кто
предложил использовать численное моделирова-
ние в исследовании влияния вековых резонансов.
В работах (Chao, Gick, 2004; Rossi, 2008) были
впервые применены совместно аналитический и
численный подходы к исследованию проблемы.

АНАЛИЗ СТРУКТУРЫ ВЕКОВЫХ 
РЕЗОНАНСОВ В РАССМАТРИВАЕМОЙ 

ОБЛАСТИ ОРБИТАЛЬНОГО 
ПРОСТРАНСТВА

Общая оценка динамической структуры веко-
вых резонансов осуществлялась на основе резуль-
татов численного эксперимента, который прово-
дился по методике, изложенной в предыдущем
разделе. Принимались во внимание только грави-
тационные возмущения, определяемые влиянием
несферичности гравитационного поля Земли, а
также притяжением Луны и Солнца.

Все исследования проводились на модельных
объектах, которые были распределены равномер-
но в интервале больших полуосей от 8000 до
25500 км с шагом в 200 км, с наклонениями от 0°
до 180° с шагом 5° и начальным эксцентрисите-
том, равным 0.001. Расчет орбитальной эволюции
проводился на интервале времени 100 лет и в слу-
чае необходимости продлевался до 300 лет.

На рис. 1 и 2 приведены данные о распределе-
нии вековых апсидально-нодальных резонансов,
являющихся следствием соизмеримости пара-
метров прецессии орбиты спутника, возникаю-
щей под действием возмущений, и параметров
прецессии возмущающих тел: Солнца (рис. 1) и
Луны (рис. 2). (На рис. 1–4 для краткости крити-
ческий аргумент обозначен без подчеркивания,
как ψ с нижним индексом, который отражает но-
мер резонанса для рис. 1–2 из табл. 1, а для
рис. 3–4 из табл. 2.) Как было отмечено выше, па-
раметры прецессии орбиты Солнца, являющиеся
отражением прецессии орбиты Земли, пренебре-
жимо малы, поэтому многие резонансные соот-

ω ≈� 0, ношения для Солнца, приведенные в табл. 1 сов-
падают, что и показано на рис. 1. Кроме того, все
эти резонансы являются геометрическими, то
есть связывают только параметры прецессии ор-
биты самого спутника, возникающие под дей-
ствием возмущений, и зависят от наклонения.

Таким образом, на рис. 1 апсидально-нодаль-
ные резонансы с номерами 18, 19 и 20 являются
резонансом . Как было показано в нашей ра-
боте (Александрова и др., 2016), влияние этого ре-
зонанса впервые становится заметным в этой об-
ласти орбитального пространства. Далее мы рас-
смотрим этот вопрос более подробно.

Апсидально-нодальные резонансы, связанные
с прецессией орбиты Луны (рис. 2), более плотно
покрывают рассматриваемую область орбиталь-
ного пространства. Обращает на себя внимание

тот факт, что резонанс  с номе-
ром 17 присутствует и для Солнца, и для Луны на
всем диапазоне больших полуосей при трех зна-
чениях наклонения 0°, 90° и 180°. В следующем раз-
деле мы также рассмотрим этот вопрос на конкрет-
ных примерах орбитальной эволюции объектов.

На рис. 3 и 4 показано распределение вековых
резонансов, возникающих вследствие соизмери-
мости параметров прецессии орбиты спутника со
средними движениями возмущающих тел: Солн-
ца (рис. 3) и Луны (рис. 4). Вековые резонансы со
средним движением Солнца распределены в диа-
пазоне больших полуосей от 8000 до 21000 км по
обе стороны от наклонения 90°, а вековые резо-
нансы со средним движением Луны проявляются
только на орбитах, большие полуоси которых ме-
нее 16000 км и только в динамике объектов с об-
ратным движением.

Полученные сведения о распределении резо-
нансов были сопоставлены с орбитальной эволю-
цией объектов.

ОСОБЕННОСТИ ОРБИТАЛЬНОЙ 
ЭВОЛЮЦИИ ОБЪЕКТОВ

Орбитальная эволюция объектов рассматри-
ваемой области не отличается существенным раз-
нообразием, несмотря на большое количество
действующих резонансов. Наибольший интерес
представляет влияние вековых резонансов перво-
го порядка. К таковым относятся апсидально-но-
дальный резонанс  и нодальные

резонансы 

Остановимся на действии этих резонансов бо-
лее подробно.

Сложность проявления резонанса  в ди-
намике околоземных объектов состоит в том, что
помимо влияния внешних тел, которое приводит

ω ≈� 0

( )ψ = Ω − Ω ≈� �

� ,
' 0S L

ψ = π ± Ω = ω ≈�

� �� 0

( )ψ = Ω − Ω ≈� �

� ,
' 0.S L

ω ≈� 0
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к появлению резонанса типа Лидова–Козаи, на
эти объекты действует несферичность Земли,
влияние которой в окрестности критического на-
клонения тоже может давать  Наложение
этих влияний может приводить к различным эф-

ω ≈� 0.

фектам, которые до настоящего времени мало
изучены.

Применяемая нами методика позволяет вы-
явить наличие резонанса  в динамике объек-
та на 100-летнем интервале времени при больших

ω ≈� 0

Рис. 1. Распределение апсидально-нодальных вековых резонансов, связанных с прецессией орбиты Солнца. Класси-
фикация выполнена по типу колебаний критического аргумента  (на графике обозначен без подчеркивания, чтобы

не загромождать рисунок).
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Рис. 2. Распределение апсидально-нодальных вековых резонансов, связанных с прецессией орбиты Луны. Классифи-
кация выполнена по типу колебаний критического аргумента  (на графике обозначен без подчеркивания, чтобы не

загромождать рисунок).
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полуосях от 10000 км, хотя в орбитальной эволю-
ции этот резонанс проявляется очень незначи-
тельным ростом эксцентриситета, только начи-
ная с больших полуосей равных 23000 км (рис. 5).
Результаты, приведенные на рис. 5, получены при
значениях долгот, равных 

Здесь и далее в данных об орбитальной эволю-
ции приводится осредненный параметр MEGNO,
показанный пунктирной линией. Для осреднен-
ного параметра MEGNO характерны следующие

ω = ° Ω = °90 , 0 .

свойства: для устойчивых орбит типа гармониче-
ского осциллятора он стремится к 0, для квазипе-
риодических (регулярных) орбит – к 2, для не-
устойчивых орбит принимает значения суще-
ственно большее 2 (Cincotta и др., 2003).

Результаты показывают, что только на 300-лет-
нем интервале времени удается увидеть появле-
ние эффекта взаимосвязанных колебаний значе-
ний аргумента перицентра и эксцентриситета
(своеобразной перекачки энергии между эксцен-
триситетом и наклонением), который похож на
эффект Лидова–Козаи. Интересно было понять,
как взаимодействуют все три возмущающих фак-
тора. Для этого была рассмотрена идеализиро-
ванная задача: движение объекта моделировалось
в предположении, что не только Луна и Солнце,
но и центральное притяжение являются притяже-
нием точечных масс, а сжатие Земли рассматри-
вается как самостоятельная сила. При этих пред-
положениях на 300-летнем интервале времени в
эклиптической системе координат была исследо-
вана эволюция данного объекта под влиянием
различных сочетаний, действующих факторов
(рис. 6). Наклонение объекта при переходе к эк-
липтике составило примерно 40°.

Данные, приведенные на рис. 6, показывают,
что действие Луны, Солнца и даже совместное
действие Луны и Солнца не приводят к хоть
сколько-то значительному росту эксцентрисите-
та ( ) и только действие трех факторов
дает заметный эффект ( ) (рис. 5б).

Однако сжатие не всегда усиливает указанный
выше эффект. Может быть и обратное действие

=max 0.01e
=max 0.5e

Рис. 3. Распределение вековых резонансов, связанных со средним движением Солнца. Классификация выполнена по типу
колебаний критического аргумента  (на графике обозначен без подчеркивания, чтобы не загромождать рисунок).
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Рис. 4. Распределение вековых резонансов, связан-
ных со средним движением Луны. Классификация
выполнена по типу колебаний критического аргу-
мента  (на графике обозначен без подчеркивания,
чтобы не загромождать рисунок).
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(Томилова и др., 2020). Все зависит от того, каким
будет наклонение орбиты объекта в эклиптиче-
ской системе координат. Для того, чтобы в этом
убедиться, рассмотрим в рамках той же идеализиро-
ванной задачи движение объекта с близкими значе-
ниями позиционных переменных, но при значени-
ях долгот, равных  (рис. 7). На-
клонение при переходе к плоскости эклиптики
составляет примерно 88°.

Приведенные на рис. 7 результаты показыва-
ют, что главным источником возникновения эф-
фекта перекачки энергии между эксцентрисите-
том и наклонением (т.е. эффекта взаимосвязан-
ных колебаний значений аргумента перицентра и
эксцентриситета), в данном случае являются воз-
мущения от Луны, влияние Солнца способствует
более раннему проявлению эффекта, а возмуще-
ния от сжатия Земли эффект полностью нивели-

ω = ° Ω = °90 , 180

руют. Это особенно заметно в эклиптической си-
стеме координат.

Обратимся к резонансным характеристикам
идеализированной задачи (рис. 8) и сравним их с
известными из литературных источников (Лидов,
1961; Вашковьяк, Тесленко, 2016) характеристи-
ками проявления резонанса и эффекта Лидова–
Козаи в двукратно осредненной задаче. Характер-
ными особенностями орбитальной эволюции
объектов, подверженных действию резонанса
Лидова–Козаи, является рост эксцентриситета
орбиты, который на длительных интервалах вре-
мени может сопровождаться перекачкой энергии
между эксцентриситетом и наклонением (эффект
Лидова–Козаи) при сохранении интеграла

 причем  должно лежать в преде-
лах . Острый резонанс Лидова–Козаи
и быстрый рост эксцентриситета имеет место при

= − 2
1 1 cos ,c е i 1c

≤ ≤10 3 5c

Рис. 5. Особенности динамики объекта под действием резонанса  с учетом возмущений от несферичности Земли
и притяжения Луны и Солнца: (а) орбитальная эволюция на 100-летнем интервале времени; (б) орбитальная эволю-
ция на 300-летнем интервале времени; (в, г) изменение во времени параметров резонанса: резонансного соотношения

 и резонансного аргумента  (на графике обозначения даны без подчеркивания, чтобы не загромождать рисунок).
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долготе перицентра от узла  при близости
к нулю значения интеграла Лидова–Козаи и при
отрицательном значении интеграла Лидова

На рис. 8 приведены резонансные характери-
стики для двух случаев орбитальной эволюции.
Рис. 8а и 8в показывают поведение резонансных
характеристик и численных аналогов интегралов
движения  в динамике объекта при учете воз-
мущений от Луны и Солнца, а рис. 8б, 8г – при
учете трех возмущающих факторов: сжатия Зем-
ли, а также притяжения Луны и Солнца. Кроме
интеграла Лидова–Козаи, приведен интеграл Ли-
дова.

= °ω 90 ,

( )= − ω2 2 2
2 2 5 sin sin .c e i

1 2,c c

Представленные на рис. 7 и 8 данные показы-
вают, что явления, подобные эффекту и резонансу
Лидова–Козаи, присутствуют в динамике рас-
сматриваемого объекта, причем острый резонанс
проявляется около момента времени, соответ-
ствующего 175 гг. В окрестности этого момента
имеет место быстрый рост эксцентриситета, дол-
гота перицентра от узла  при близости к
нулю значения интеграла Лидова–Козаи и при
отрицательном значении интеграла Лидова, что
находится в соответствии с теоретическими ре-
зультатами, полученными в осредненной задаче
(Лидов, 1961; Вашковьяк, Тесленко, 2016). Влия-
ние сжатия полностью искажает картину. Экс-
центриситет уже не растет, а колеблется в преде-
лах 0.001–0.003, интеграл Лидова–Козаи колеб-

= °ω 90 ,

Рис. 6. Орбитальная эволюция объекта при наклонении орбиты к эклиптике примерно 40° на 300-летнем интервале
времени под действием: (а) возмущений от сжатия Земли, (б) возмущения от Луны, (в) возмущения от Солнца, (г) воз-
мущения от Луны и Солнца.

3002500
t, годы

e

10050

22 604

1.96
1.92

70
60
50
40

2.08

0.0010

2.04
2.00

i, 
гр

ад
a,

 к
м

200150

22 602
22 600

0.0012
0.0011

M
E

G
N

O
80
90

(а) (б)

3002500
t, годы

e

10050

22 600.2

1.96
1.92

41.5
41.4
41.3

2.08

0

2.04
2.00

i, 
гр

ад
a,

 к
м

200150

22 600.0

22 599.8

M
E

G
N

O

41.6
41.7

0.004

0.002
0.003

0.001

3002500
t, годы

e

10050

22 600.1

1.96
1.92

41.58
41.56

2.08

0.0008

2.04
2.00

i, 
гр

ад
a,

 к
м

200150

22 600.0

22 599.9

M
E

G
N

O

41.60

0.0016

0.0012
0.0014

0.0010

(в)

t, годы
3002500

e

10050

1.96
1.92

41.5
41.4
41.3

2.08

0

2.04
2.00

i, 
гр

ад
a,

 к
м

200150

22 599.8

M
E

G
N

O

41.6
41.7

0.010
0.008

0.002

0.006
0.004

22 600.2

22 600.0
22 600.1

22 599.9

(г)



280

АСТРОНОМИЧЕСКИЙ ВЕСТНИК  том 55  № 3  2021

АЛЕКСАНДРОВА и др.

Рис. 7. Особенности динамики объекта при наклонении орбиты к эклиптике примерно 88° на 300-летнем интервале:
(а) орбитальная эволюция объекта в экваториальной системе координат с учетом возмущения от сжатия и внешних
тел, далее орбитальная эволюция в эклиптической системе координат с учетом: (б) возмущения от сжатия Земли, (в)
возмущения от Луны, (г) возмущения от Солнца, (д) возмущений от Луны и Солнца, (е) орбитальная эволюция под
действием всех трех возмущающих факторов. На рис. (в, д) на графиках эволюции эксцентриситета пунктирная линия
отсекает значения эксцентриситета, по достижении которых в реальной задаче спутник попадает в плотные слои ат-
мосферы и сгорает.
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лется в достаточно больших пределах, а интеграл
Лидова переходит в зону положительных значе-
ний, резонансное соотношение по-прежнему не-
однократно проходит через нулевое значение, но
резонансный аргумент демонстрирует переходы
от либрации к циркуляции, т.е. резонанс есть, но
он неустойчив.

Приведенный пример показывает, что суще-
ствует прямая связь между явлениями, наблюдае-
мыми в численном моделировании и эффектами,
полученными в двукратно осредненной задаче.

Можно предположить, что на более низких ор-
битах действие резонанса, подобного резонансу
Лидова–Козаи, нивелируется влиянием сжатия
Земли.

Пример такой орбитальной эволюции приве-
ден на рис. 9. Рассмотрена орбитальная эволюция
объекта и его резонансных характеристик при
совместном действии трех факторов: сжатия Зем-
ли, Луны и Солнца (рис. 9а, 9б), а также при раз-
дельном влиянии сжатия Земли (рис. 9в, 9г), и
Луны, и Солнца (рис. 9д, 9ж). При отсутствии
сжатия влияние Луны и Солнца проявляется ро-
стом эксцентриситета, и резонансные характери-
стики указывают на наличие устойчивого резо-
нанса типа Лидова–Козаи. При совместном учете
всех трех факторов влияние сжатия превалирует.

Интересно отметить, что проблема совместно-
го влияния сжатия и векового апсидально но-
дального резонанса  на движение ИСЗ была
впервые сформулирована М.Л. Лидовым в работе
(Лидов, Ярская, 1974), а для спутников Урана бы-
ло показано, что значительное влияние сжатия
удерживает на орбитах спутники, наклоненные к
плоскости ураноцентрической орбиты Солнца на
98° (Вашковьк, Тесленко, 2016).

Рассмотрим далее влияние на динамику око-
лоземных объектов нодального резонанса

 Как было показано выше, он

присутствует в динамике объектов на всем иссле-
дуемом диапазоне больших полуосей при трех
значениях наклонения 0°, 90° и 180°.

На рис. 10 для сравнения показана орбиталь-
ная эволюция трех объектов, имеющих одинако-
вые значения большой полуоси 20000 км, одина-
ковые начальные эксцентриситеты, равные 0.001,
и разные наклонения орбит: 0°, 90° и 180°. Кроме
того приведены данные об изменении резонанс-
ных характеристик объектов и об эволюции ком-
понент составляющей резонанса величины ,
формула (5). Движение во всех трех случаях регу-
лярно. Для объектов с наклонениями 0° и 180° ор-

ω ≈� 0

( )ψ = Ω − Ω ≈� �

� ,
' 0.S L

Ω�

Рис. 8. Резонансные характеристики динамики объекта, приведенного на рис. 7: (а, в) с учетом возмущений от Луны
и Солнца; (б, г) с учетом возмущений от сжатия Земли и притяжения Луны и Солнца; (а, б) изменение во времени ре-
зонансного соотношения  и резонансного аргумента  (на графике обозначения даны без подчеркивания, чтобы не

загромождать рисунок); (в, г) эволюция во времени интегралов Лидова и Лидова–Козаи.
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Рис. 9. Особенности динамической эволюции объектов на более низких орбитах: слева – орбитальная эволюция объектов
и справа – для резонанса  изменение во времени резонансного соотношения  и резонансного аргумента  (на гра-
фике, как и ранее подчеркивания опущены, чтобы не загромождать рисунок): (а, б) в экваториальной системе координат с
учетом возмущения от сжатия Земли и притяжения внешних тел; (в, г) в эклиптической системе координат с учетом возму-
щения от сжатия Земли; (д, е) в эклиптической системе координат с учетом возмущений от Луны и Солнца.
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битальная эволюция подобна (рис. 10а, 10б), при-
сутствует вековой уход по наклонению в пределах
одного градуса. Орбитальная эволюция объекта с
наклонением 90° несколько иная. Здесь имеют
место долгопериодические колебания.

Остановимся на резонансных характеристи-
ках, приведенных на рис. 10г, 10д, 10е. Численные
оценки поведения резонансных соотношений
указывают на множественное прохождение этих
соотношений через нулевые значения. Окрест-
ность, в которой колеблется около нуля резо-
нансное соотношение для объекта с наклонением
90° существенно меньше, чем у объектов с накло-
нениями 0° и 180°. Приведенные изменения во

времени компонент величины  показывают, что
амплитуды колебаний компонент около нуля для
объекта с наклонением 90° на три порядка мень-
ше, чем для двух других объектов. Учитывая, что
величина  имеет порядок примерно , об-

ращение в ноль величины  зависит от

значений входящей в него величины . То же са-

мое можно сказать и о резонансе 

Совместное действие нескольких устойчивых
вековых резонансов не приводит к возникнове-
нию хаотичности в движении объекта (Бордови-

Ω�

Ω� '
L

−× 81 10

( )ψ = Ω − Ω� �
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Рис. 10. Особенности динамики объектов в условиях действия векового резонанса  орбитальная эво-
люция объекта с наклонением орбиты (а) 0°; (б) 90°; (в) 180°; пункты г), д), е) соответствующие пунктам (а), (б), (в)
резонансные характеристики: изменение во времени резонансного соотношения  и резонансного аргумента  (на

графике, как и ранее, подчеркивания опущены, чтобы не загромождать рисунок); пункты (ж), (з), (и) соответствую-
щие пунктам (г),( д), (е) покомпонентные расшифровки структуры .
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цына, Томилова, 2016). Пример такого движения
приведен на рис. 11, 12.

На рис. 11 дана орбитальная эволюция объек-
та, подверженного действию четырех устойчивых
вековых апсидально-нодальных резонансов, а на
рис. 12 даны резонансные характеристики движе-
ния. На рис. 12а, 12в, 12д, 12ж приведены (сверху

вниз) изменения резонансных соотношений и
резонансных аргументов. На рис. 12б, 12г, 12е, 12з
показаны фазовые портреты. Приведенные на
рис. 12 данные позволяют с уверенностью гово-
рить о том, что резонансы устойчивы на всем рас-
сматриваемом временном интервале. Других ре-
зонансов в движении объекта нет. Таким обра-
зом, наложение нескольких устойчивых вековых
резонансов не приводит к возникновению хао-
тичности (рис. 11 MEGNO меньше 2). В эволю-
ции наклонения орбиты заметно влияние резо-

нансов .

И наоборот, совместное действие устойчивых
и неустойчивых вековых резонансов вызывает по-
явление хаотичности в движении объекта (рис. 13).

На объект, эволюция которого показана на
рис. 13, действуют на всем интервале прогнозиро-
вания два устойчивых вековых резонанса первого
порядка и четыре неустойчивых резонанса более
высоких порядков, в том числе два со средними
движениями Луны и Солнца. Движение объекта
имеет высокую степень хаотичности (MEGNO
значительно больше 2), а в орбитальной эволю-
ции просматривается влияние устойчивых резо-

нансов 

( )ψ = Ω − Ω ≈� �

� ,
' 0S L

( )ψ = Ω − Ω ≈� �

� ,
' 0.S L

Рис. 11. Орбитальная эволюция объекта, подвержен-
ного действию четырех устойчивых вековых апси-
дально-нодальных резонансов.
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Рис. 12. Резонансные характеристики четырех вековых резонансов, действующих на объект, приведенный на рис. 11:

для резонансов (а, б) , (в, г) , (д, е) , (ж, з) 
(а, в, д, ж) эволюция резонансных соотношений и соответствующих резонансных аргументов (на графике, как и ра-
нее, подчеркивания опущены); (б, г, е, з) фазовые портреты.
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Рис. 13. Орбитальная эволюция объекта, подверженного действию двух устойчивых и четырех неустойчивых вековых
резонансов: (а) орбитальная эволюция объекта, (б–з) изменение во времени резонансных характеристик и фазовые

портреты резонансов; (б) для резонанса со средним движением Луны и Солнца ; для резонанса

, (в) с Луной, (г) с Солнцем; для , (д) с Луной, (е) с Солнцем; для

, (ж) с Луной, (з) с Солнцем. На графиках, как и ранее, подчеркивания опущены.
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АЛЕКСАНДРОВА и др.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представленные в данной работе результаты
по выявлению вековых резонансов, действующих
на объекты, движущиеся в областях LEO–MEO,
и анализу их влияния на орбитальную эволюцию
позволяют сделать ряд выводов.

Апсидально-нодальные резонансы, связанные
с прецессией орбиты Луны более плотно покры-
вают рассматриваемую область орбитального
пространства, чем аналогичные резонансы, свя-
занные с прецессией орбиты Солнца, которая яв-
ляется отражением прецессии орбиты Земли.

Используемая методика выявляет резонанс ,
начиная с больших полуосей, равных 20000 км, при
наклонении близком 65° к экватору Земли. Для
объектов, движущихся в рассматриваемом диапа-
зоне больших полуосей, на 100-летнем интервале
времени эффект взаимосвязанных колебаний
значений аргумента перицентра и эксцентриси-
тета (перекачки энергии между эксцентрисите-
том и наклонением), подобный эффекту Лидо-
ва–Козаи не успевает проявиться. Однако орби-
тальная эволюция на 300-летнем интервале
показывает наличие такого эффекта, который
может либо подавляться, либо усиливаться дей-
ствием несферичности Земли в зависимости от
наклонения орбиты к плоскости эклиптики.
Анализ орбитальной эволюции объектов, имею-
щих наклонение орбиты к экватору 65° показыва-
ет, что подобный эффект присутствует и на более
низких орбитах, но его проявление подавляется
влиянием несферичности Земли.

Обращает на себя внимание тот факт, что ре-

зонанс  присутствует и для
Солнца, и для Луны на всем диапазоне больших
полуосей при трех значениях наклонения 0°, 90°
и 180°. В орбитальной эволюции действие этого
резонанса проявляется наличием долгопериоди-
ческих колебаний в наклонении орбиты. Причем
наибольшая амплитуда при одних и тех же значе-
ниях больших полуосей у объектов с наклонени-
ем орбиты 90°. Величина амплитуды растет с уве-
личением большой полуоси.

В нижней части рассматриваемой области по-
являются резонансы, связанные со средним дви-
жением возмущающих тел Луны и Солнца. Не-
смотря на обилие резонансов, совместное дей-
ствие нескольких резонансов встречается нечасто.
Наложение нескольких устойчивых вековых резо-
нансов разных типов не приводит к возникнове-
нию хаотичности в движении объектов, а при сов-
местном действии устойчивых и неустойчивых
вековых резонансов наблюдается рост хаотично-
сти движения.

Исследование выполнено за счет гранта Россий-
ского научного фонда (проект № 19-72-10022).
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