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В работе представлены результаты исследования полной и внутренней нелинейностей в обратных
задачах динамики далеких спутников Юпитера, наблюдавшихся на очень коротких орбитальных
дугах. Выявлена взаимосвязь между нелинейностью и условиями спутниковых наблюдений. В част-
ности, показано, что очень сильная полная нелинейность имеет место, когда период наблюдений
меньше 0.1 от орбитального периода. Кроме того, показано, что внутренняя нелинейность доста-
точно слабая для всех спутников. Это указывает на возможность применения нелинейных методов
для адекватного моделирования их орбитальной неопределенности.
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ВВЕДЕНИЕ
Большинство внешних спутников Юпитера

было открыто в самом начале XXI столетия (Shep-
pard и др., 2002). Несмотря на то, что со времени
открытия спутников прошло уже почти два десят-
ка лет, орбиты многих из этих спутников до сих
пор плохо определены вследствие скудного со-
става их наблюдений. Для некоторых объектов
орбиты определены настолько ненадежно, что
даже не совсем ясно, являются ли они вообще
спутниками или это – астероиды, временно за-
хваченные Юпитером (Авдюшев, Баньщикова,
2010). Ответить на этот вопрос можно только ис-
ходя из вероятностных оценок, полученных на
основе стохастического моделирования орби-
тальной неопределенности (Авдюшев, Баньщи-
кова, 2007; Desmars и др., 2009; Emel’yanov, 2010;
Avdyushev, 2011).

Обычно, для исследования орбитальной не-
определенности применяют стохастические ме-
тоды с использованием ковариационных матриц.
Фактически, любая ковариационная матрица не-
сет в себе информацию о вероятностном распре-
делении ошибок в орбитальных параметрах для
линеаризированной обратной задачи, в которой
связь между модельными представлениями на-
блюдений и параметрами линейная. Поэтому ко-
вариационная матрица описывает в параметри-
ческом пространстве эллипсоидальное облако
неопределенности с нормально распределенной

плотностью около оценки, получаемой из наблю-
дений.

Однако вследствие малоинформативных на-
блюдений и нелинейности обратной задачи кон-
фигурация большого облака неопределенности
может сильно отличаться от эллипсоидального, и
тогда для его моделирования нужно прибегать к
нелинейным стохастическим методам (Milani,
1999; Virtanen и др., 2001; Muinonen и др., 2006;
Desmars и др., 2009; Emel’yanov, 2010; Avdyushev,
2011). Под нелинейностью обратной задачи мы
фактически понимаем нелинейность интерпре-
тирующей наблюдения модели по ее параметрам.
Если любой линейный стохастический метод
предполагает линеаризацию обратной задачи, то
нелинейный моделирует параметрическую (ор-
битальную) неопределенность в рамках исходной
(нелинейной) задачи.

Таким образом, на практике исследователь
встает перед выбором метода стохастического мо-
делирования: линейного или нелинейного. Ли-
нейные методы – очень простые, но недостаточ-
но точные для моделирования большой неопре-
деленности. Нелинейные методы очень сложные
и трудоемкие. Выбор в пользу линейного метода
всегда очевиден, если нелинейность слабая.
С другой стороны, когда исследователь вынужден
прибегать к нелинейным методам при сильной
нелинейности, всегда нужно иметь в виду, что их
адекватность определяется так называемой внут-
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ренней нелинейностью (Bates, Watts, 1988; Draper,
Smith, 1998; Avdyushev, 2011; 2017; Авдюшев и др.,
2021), т.е. предельно минимальной нелинейно-
стью, которая может быть достижима путем пара-
метрических преобразований.

В настоящей работе мы поставили перед собой
цель оценить нелинейность в обратных задачах
орбитальной динамики для всех новых внешних
спутников Юпитера, используя показатели нели-
нейности, предложенные в работе (Авдюшев
и др., 2021). Один из основных вопросов, кото-
рый нас интересовал прежде всего, – насколько
мала внутренняя нелинейность в этих задачах, с
тем чтобы нелинейные методы имели практиче-
ское основание для использования.

ОБЩИЙ АНАЛИЗ НЕЛИНЕЙНОСТИ

Взаимосвязь между обстоятельствами наблю-
дений и нелинейностью можно наглядно пред-
ставить на примере нормализованной задачи двух
тел. Рассмотрим движение спутника на круговой
орбите единичного радиуса с периодом . В ка-
честве определяемых параметров примем компо-
ненты вектора начального динамического состо-
яния  , где  и  – поло-
жение и скорость спутника на нулевой момент
времени . Моделируя  положений объек-
та   и отображая их на картинную
плоскость  получим, таким образом, вектор
наблюдаемых величин

Координаты спутника в картинной плоскости
(рис. 1) рассчитывались как

где  – угол между картинной и орби-
тальной плоскостями.

π2
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ψ ∈ π[0, 2]

Наблюдения моделировались на трех орби-
тальных дугах: , на четыре
равномерно распределенных момента времени

 (рис. 1):

Мы намеренно выбрали предельно минимальное
количество наблюдений, с тем чтобы создать кри-
тические условия для обратной задачи, когда эф-
фект нелинейности максимален. При  задача
уже сводится к предварительному определению
орбиты по трем наблюдениям, и тогда внутрен-
няя нелинейность становится нулевой.

Внутренняя и так называемая параметриче-
ская нелинейность составляют (полную) нели-
нейность обратной задачи (Bates, Watts, 1988;
Draper, Smith, 1998; Avdyushev, 2011; 2017; Авдю-
шев и др., 2021). Параметрическая нелинейность
обусловлена неудачным выбором состава оцени-
ваемых параметров. Теоретически существуют
такие (нелинейные) преобразования параметров,
которые сводят параметрическую нелинейность к
нулю, хотя представить их в аналитической форме
практически невозможно. Внутренняя нелиней-
ность заложена в геометрии обратной задачи, и
она не зависит от преобразования параметров.
Поэтому внутренняя нелинейность неустранима
и, следовательно, определяет предельный уро-
вень минимальной нелинейности, которая может
быть достигнута в результате преобразований па-
раметров.

В работе мы исследовали только полную и
внутреннюю нелинейности. Параметрическую
нелинейность не рассматривали, поскольку
обычно она вносит основной вклад в полную не-
линейность и поэтому показатели обоих практи-
чески совпадают. Показатели полной æ и внут-
ренней æI нелинейностей вычисляются по фор-
мулам (Авдюшев и др., 2021)

где  – матрица частных производных от
модельных представлений наблюдений по пара-

метрам,  – вариация пара-

метров,  – -квантиль функции рас-

пределения  с шестью степенями свободы,  –
собственный вектор ковариационной матрицы

, который соответствует макси-
мальному собственному числу ;  –
среднеквадратическая ошибка наблюдений (вы-
бранное значение типичное для ошибок наземных
ПЗС-наблюдений),  – вариа-
ция в векторе наблюдений, вызванная вариацией
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Рис. 1. Наблюдения спутника в картинной плоскости.
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параметрического вектора  около оценки ,
полученной из наблюдений.

Если показатель меньше порогового значения
 (Авдюшев и др., 2021), нелинейность –

слабая. Если показатель больше , нелиней-
ность – определенно сильная. При показателях
между этими пороговыми значениями мы рас-
сматриваем нелинейность как умеренную (Авдю-
шев и др., 2021). Слабая и сильная нелинейности
предопределяют очевидный выбор стохастиче-
ского метода для моделирования орбитальной не-
определенности. В случае же умеренной нели-
нейности в задачах вероятностной орбитальной
эволюции внешних спутников Юпитера для на-

Δq q̂

−= 3æ 10tol
−210

дежности получаемых вероятностных оценок мы
все же склоняемся к использованию нелинейных
методов.

На рис. 2 показаны значения показателей не-
линейности в зависимости от начального поло-
жения объекта, определяемого истинной анома-
лией , и от угла между картиной и орбитальной
плоскостями  на двух орбитальных дугах:

. Заливка полутонами серого цве-
та на рисунке применяется только к уровням по-
казателей, превышающих пороговое значение

(Авдюшев и др., 2021).
Как видно из рисунка, внутренняя нелиней-

ность при всех обстоятельствах наблюдений до-

ϕ
ψ

Δ π =2 0.1,0.01t

−310

Рис. 2. Внутренняя  и полная  нелинейности в модельной задаче.
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вольно слабая, что является практическим осно-
ванием для применения нелинейных методов
стохастического моделирования при исследова-
нии орбитальной неопределенности. Полная не-
линейность значительно сильнее и ее показатели
в большинстве случаев превышают критическое
значение. Слабая полная нелинейность имеет ме-
сто лишь при определенных обстоятельствах, ко-
гда . На рисунке им соответствуют уг-
ловые величины около оврага, проходящего через
значения , ,

.

Разумеется, нелинейность зависит не только
от периода наблюдений  и угловых параметров

, но и от таких параметров обратной задачи,
как L (количество моментов наблюдений);  (дис-

Δ π =2 0.1t

ϕ = ° ψ = °30 и 75 ϕ = ° ψ = °45 и 45
ϕ = ° ψ = °75 и 30

Δt
ϕ ψи

σ

персия ошибок);  (  – квантиль функ-

ции распределения );  (начальная эпоха). Мы
исследовали, как зависит нелинейность от этих
параметров на примере тестового объекта, где в
качестве исходных мы приняли следующие зна-
чения параметров: ; ;

; ; ; .

Показатели æ и æI дают оценки нелинейности
в максимально удаленных от центра  вершинах
доверительного эллипсоида. При уменьшении
размеров эллипсоида (скажем, вследствие умень-
шения среднеквадратической ошибки  или ве-
роятности ) нелинейность ослабевает. На рис. 3
показана зависимость показателей нелинейности
от квантиля , который задает размеры довери-
тельной области. Фактически, рисунок показы-
вает, что в параметрическом пространстве нели-
нейность прямо пропорциональна отдалению от
оценки .

Полная нелинейность весьма чувствительная
к выбору начальной эпохи . Как видно на рис. 4,
показатель полной нелинейности стремительно
возрастает сразу же за пределами периода наблю-
дений и уже на отдалении от него в два периода
достигает единичного значения. С точки зрения
математической статистики изменение началь-
ной эпохи, по сути, является преобразованием
параметров, поскольку отнесенные на разные
эпохи начальные положения  и скорости 
суть разные параметры, хотя преобразуются друг
в друга посредством орбитальной модели. Поэто-
му внутренняя нелинейность, не зависящая вооб-
ще от параметрических преобразований, нечув-
ствительна к вариации начальной эпохи, хотя ее
показатель как приближенная оценка все же из-
меняется в пределах первого знака около .
Таким образом, для адекватного моделирования

α αχ = χ2
6, 6, α

χ2
6 0t

ϕ = ° ψ = °45 и 45 = =2 8N L
σ = 0.2" χ =6,0.997 4.5 Δ = 0.25t T =0 0t

q̂

σ
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χ
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0t

0x � 0x

−× 42 10

Рис. 3. Показатели внутренней  (сплошная линия) и полной  (пунктирная линия) нелинейности в зависимости от
изменения длины наблюдаемой орбитальной дуги , коэффициента  и количества измерений .
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параметрической неопределенности линейными
методами при информативном составе наблюдений
начальную эпоху следует выбирать в пределах пери-
ода наблюдений, где полная нелинейность слабая,
иначе необходимо прибегать к нелинейным мето-
дам стохастического моделирования.

НЕЛИНЕЙНОСТЬ ДЛЯ ВНЕШНИХ 
СПУТНИКОВ ЮПИТЕРА

В данном разделе мы приводим результаты ис-
следования нелинейности для 13 представителей
групп внешних спутников Юпитера1. Использо-
ванные нами наблюдательные данные спутни-
ков были взяты из базы данных NSDB
(http://www.sai.msu.ru/neb/nss/html/obspos/bju-
poour.htm) на дату 28.01.2021 г. Интервалы на-
блюдения исследованных спутников  меньше
одного орбитального периода . Это малые не-
бесные объекты. Их средние расстояния от цен-
тра Юпитера – 18–28 млн км; наклонения –
140°–165°; периоды обращения – до трех лет.

1 Орбиты спутников, открытых до 2008 г., и численные мо-
дели их движения подробно описаны в работах (Авдюшев
и др., 2007; 2010). Эти же численные модели движения
применялись и к остальным новым спутникам Юпитера.

Δt
T

Ввиду удаленности от Юпитера внешние спутни-
ки испытывают достаточно сильное гравитаци-
онное влияние от Солнца.

Движение спутников моделировалось на основе
дифференциальных уравнений в прямоугольных
координатах, в которых учитывались гравитация
Юпитера как протяженного тела (с точностью до
шестой зональной гармоники в разложении гра-
витационного поля Юпитера), силы притяжения
Солнца, планет-гигантов, галилеевых спутников
как материальных точек, а также релятивистские
эффекты от Юпитера в рамках задачи Шварц-
шильда. Уравнения интегрировалась численно
методом Эверхарта 15-го порядка с переменным
шагом в компьютерной арифметике с двойной точ-
ностью. Орбиты определялись из позиционных на-
блюдений спутников (http://www.sai.msu.ru/neb/nss/ht-
ml/obspos/bjupoour.htm) в рамках задачи наименьших
квадратов. Изохронные производные, необходимые
для определения орбит и оценивания нелинейности,
вычислялись путем численного интегрирования
их дифференциальных уравнений совместно с
уравнениями движения.

В таблице приведены значения показателей
нелинейности æ, æI, количество наблюдений L и
интервалы наблюдения . Светло-серым цве-Δt T

Показатели нелинейности для далеких спутников Юпитера

Спутник L Спутник L

2016J01 0.0017 0.0002 15 0.6662 2017J08 0.0487 0.0001 13 0.6036
2010J02 0.0032 0.0003 116 0.6683 2003J09 0.1600 0.0035 17 0.0658
2017J09 0.0041 0.0002 15 0.6669 2003J12 0.8100 0.0018 11 0.0562
2017J05 0.0212 0.0000 14 0.5891 2003J02 0.9000 0.0114 8 0.0294
2017J07 0.0251 0.0002 18 0.6986 2003J10 0.9100 0.0047 11 0.0423
2017J06 0.0300 0.0009 16 0.6024 2003J04 1.0000 0.0008 11 0.0529
2003J23 0.0317 0.0011 16 0.0396

æ Iæ Δt T æ Iæ Δt T

Рис. 5. Нелинейность для далеких спутников Юпитера.
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том отмечены спутники с умеренной нелинейно-
стью, а темно-серым – с сильной нелинейно-
стью. Результаты в таблице без заливки – нели-
нейность слабая. Показатели нелинейности для
всех спутников также представлены графически
на рис. 5: белая гистограмма – полная нелиней-
ность; серая – внутренняя. Числа на белой гисто-
грамме – .

Как видно на рис. 5, показатель полной нели-
нейности увеличивается с уменьшением дуги ор-
биты. Впрочем, строгой корреляции нет между
нелинейностью и периодом наблюдений. Дело в
том, что нелинейность зависит не только от дли-
ны дуги, но и от количества наблюдений и их рас-
пределения в картинной плоскости и во времени.

Рис. 5 также показывает, что для подавляюще-
го большинства спутников внутренняя нелиней-
ность слабая  (серая гистограмма). Сле-
довательно, для стохастического моделирования
неопределенностей в спутниковых орбитах уве-
ренно можно применять нелинейные методы.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в работе представлены резуль-
таты исследования полной и внутренней нели-
нейностей применительно к далеким спутникам
Юпитера, наблюдавшимся на короткой дуге. Вы-
явлена взаимосвязь между нелинейностью и
условиями спутниковых наблюдений. Показано,
что полная нелинейность очень сильная, когда
период наблюдений меньше 0.1 от орбитального
периода, в то время как внутренняя нелиней-
ность достаточно слабая для всех спутников, что
указывает на возможность применения нелиней-
ных методов для адекватного моделирования их
орбитальной неопределенности.

Настоящая работа выполнена в рамках госу-
дарственного задания Министерства науки и
высшего образования Российской Федерации
(тема № 0721-2020-0049).
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