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В работе представлены описание численной модели движения искусственных спутников Луны
(ИСЛ), разработанной авторами, и результаты исследования особенностей динамики объектов в
окололунном пространстве. Было проведено численное моделирование движения 5180 объектов,
равномерно распределенных в окололунном пространстве. Показано, что в ряде областей около-
лунного пространства время жизни ИСЛ на орбитах весьма мало в зависимости от выбора началь-
ного значения большой полуоси и наклонения, и выяснены причины этого явления. Данные ре-
зультаты могут быть использованы при выборе стратегии размещения спутниковых систем долго-
временного использования в окололунном орбитальном пространстве.
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но-нодальные резонансы, резонанс Лидова–Козаи
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ВВЕДЕНИЕ

Планируемое международным сообществом
освоение Луны предполагает интенсивное иссле-
дование нашего естественного спутника с помо-
щью космических аппаратов, а также создание
окололунных спутниковых систем различного
назначения. Одним из подготовительных этапов
к созданию таких систем является детальное изу-
чение динамической структуры окололунного
пространства, т.е. выявление областей влияния
различных возмущений на движение искусствен-
ных спутников Луны (ИСЛ). Это, в свою очередь,
подразумевает создание программного математи-
ческого обеспечения (ПМО) для прогнозирова-
ния и исследования движения ИСЛ. Такое ПМО
может использоваться и в разнообразных практи-
ческих целях, например, оценивания времени
жизни моделируемого спутника на орбите; опре-
деления оптимальных начальных параметров ор-
биты космического аппарата и т.п.

Численные модели ИСЛ широко используются
в исследованиях зарубежных авторов. Например,

в статье (Song и др., 2010) авторы описали соб-
ственную численную модель и проведенные с ее
помощью исследования особенностей орбиталь-
ной эволюции низколетящих спутников. В работе
(Gupta, Sharma, 2011) исследуется влияние накло-
нения, аргумента перицентра и долготы восходя-
щего узла круговой орбиты на продолжитель-
ность жизни объекта на орбите с помощью от-
крытого ПМО “lprop”. Авторы статьи (Ramanan,
Adimurthy, 2005) рассматривают особенности ди-
намики окололунных спутников в зависимости
от положения спутника, от порядка и степени
гармоник селенопотенциала и т.д.

Представляемая здесь “Численная модель
движения ИСЛ” (“ЧМД ИСЛ”) предназначена
для исследования динамической структуры око-
лолунного орбитального пространства, поэтому
для повышения быстродействия в ней использу-
ется новый интегратор (Авдюшев, 2020), более
эффективный по сравнению с предыдущей вер-
сией (Авдюшев, 2010). Совместно с уравнениями
движения интегрируются уравнения для вычис-
ления осредненного параметра MEGNO, позво-
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ляющего судить о хаотичности движения косми-
ческих объектов (Александрова и др., 2017; Valk
и др., 2009).

“ЧМД ИСЛ” позволяет учитывать возмуще-
ния от селенопотенциала до 1199-го порядка и
степени (Spherical Harmonic ASCII Model, 2021),
влияние приливных деформаций поверхности
Луны, гравитационные влияния Земли и Солнца,
а также возмущения от светового давления.

Для реализации полностью численного подхо-
да к исследованию влияния вековых резонансов
разработанная численная модель расширена воз-
можностью вычисления вековых частот в движе-
нии ИСЛ с помощью точных формул (Алексан-
дрова и др., 2020).

ЧИСЛЕННАЯ МОДЕЛЬ ДВИЖЕНИЯ ИСЛ

Уравнения движения ИСЛ и модель сил

Будем рассматривать движение искусственно-
го спутника Луны как движение материальной
точки бесконечно малой массы в поле тяготения
центрального тела с массой M под действием сил,
определенных потенциальными функциями U и R.

Дифференциальные уравнения движения
ИСЛ в инерциальной прямоугольной системе ко-
ординат, связанной с центром масс Луны, при
сделанных предположениях имеют следующий
вид:

(1)

с начальными условиями

(2)

где  – потенциал притяжения Луны;

 где  – возмущающие функции, обу-
словленные притяжением Земли и Солнца.

В связи с тем, что потенциал гравитационного
поля отнесен к вращающейся системе координат,
жестко связанной с центральным телом, а урав-
нения (1) записаны в инерциальной системе ко-
ординат, необходимо использовать преобразова-
ния, связывающие эти системы.

В программном комплексе дифференциаль-
ные уравнения движения интегрируются в инер-
циальной системе координат, связанной с эква-
тором Земли на эпоху J2000.0. Данный выбор си-
стемы координат был сделан во избежание
дополнительных переходов между системами при
учете возмущений от третьих тел.
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Для перехода из земной инерциальной систе-
мы координат в лунную вращающуюся систему
используется следующее соотношение:

(3)

где RZ, RX – матрицы поворота вокруг осей Z и X,
соответственно;  – углы прецессии, нутации
и собственного вращения;  – вектор положения
во вращающейся системе координат.

Потенциал притяжения Луны, действующий
на внешнюю точку, будем представлять следую-
щим образом (Аксенов, 1977):

(4)

где  – гравитационный параметр Луны;  –
средний радиус Луны, r – радиус-вектор внешней
точки;  – широта и долгота,  – полно-
стью нормированные гармонические коэффици-
енты, описывающие структуру гравитационного
поля Луны;  – присоединенные много-
члены Лежандра порядка n и степени m.

Для вычисления потенциала и его производ-
ных в численной модели используется рекуррент-
ный алгоритм, предложенный Cunningham
(1970). Возмущения от приливных деформаций в
теле Луны под действием притяжения Земли и
Солнца вводятся как поправки в свободные от
приливов коэффициенты  разложения
гравитационного поля Луны (4) и осуществляется
только в рамках модели Лява (Petit, Luzum, 2010).
Задача сводится к вычислению поправок, обу-
словленных частотно независимыми величинами

, по формуле:

(5)

где  – номинальное число Лява степени n, по-
рядка m (табл. 1); ,  – экваториальный радиус
и гравитационный параметр Луны, соответственно;

 – гравитационные параметры Земли  и
Солнца ;  – расстояние от центра Луны до
Земли или Солнца;  – соответственно ши-
рота и долгота Земли или Солнца в селеноцен-
трической системе координат, фиксированной в
теле Луны;  – нормализованные присоединен-
ные функции Лежандра.
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Для учета влияния третьего тела на движение
ИСЛ используется известная формула (Дубошин,
1976):

(6)

где  – рас-
стояние от спутника до возмущающего тела;

 – вектор положения возмущающего

тела;  а  – произведение постоян-
ной тяготения на массу возмущающего тела (Зем-
ли (Е) или Солнца (S)).

Возмущающие влияния третьих тел на движе-
ние спутника будем считать независимыми друг
от друга. При одновременном учете возмущений
от Земли и Солнца в правой части уравнений (1)
будут присутствовать два слагаемых типа (6). Для
вычисления координат возмущающих тел исполь-
зуется фонд DE438/LE438 (Folkner, Park, 2018),
предназначенный для высокоточных вычислений
на временном интервале (1550–2650 гг.).

Учет влияния светового давления и связанных
с ним эффектов на движение околоземных объ-
ектов можно представить как (Авдюшев, 2015)

(7)

где c – скорость света;  – солнеч-
ная постоянная;  – постоянная, характеризую-
щая отражающие свойства спутника (  соот-
ветствует зеркальному отражению,  для
полного диффузного рассеивания);  – большая
полуось орбиты Земли; σ и m – площадь миделева
сечения, отнесенная к плоскости, перпендику-
лярной гелиоцентрическому вектору положения,
и масса исследуемого объекта, соответственно.
Первая часть в формуле (7) отвечает за световое
давление, вторая – за эффект Пойнтинга–Ро-
бертсона.

Влияние давления излучения на спутник будет
не точным, если не учитывать периоды нахожде-
ния спутника в тени Луны или Земли. Поэтому
формулу (7) нужно дополнить параметром функ-
ции тени .

Функция тени  для окололунного объекта
при использовании “конусной” световой модели
имеет вид

(8)
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где  – угол, образованный между Солнцем, объ-
ектом и Землей или Луной;  и  – площадь дис-
ка Солнца и площадь пересечения дисков Солнца
и Земли или Луны, соответственно:

(9)

Величины  и  – это углы между радиаль-
ным направлением из центров дисков в точки пе-
ресечения их границ и они определяются как

(10)

Интегратор
Уравнения движения интегрируются с помо-

щью колокационного интегратора Lobbie (Алек-
сандрова и др., 2021a; Авдюшев, 2020) высокого
порядка с переменным шагом, разработанного
В.А. Авдюшевым и представляющего собой раз-
витие интегратора Эверхарта (Авдюшев, 2010).

Интегрирование дифференциальных уравне-
ний движения производится при переменном
шаге, но есть возможность использовать посто-
янный шаг. Выбор шага интегрирования произ-
водится по следующей формуле:

(11)

где  и  – величины шага интегрирования на
следующей и текущей итерации, соответственно;

 – евклидова норма;  – заданная точность;
 – локальная погрешность; p – порядок метода.

Оценка точности интегратора была проведена
путем сравнения с эталонной орбитой. Для оцен-
ки был выбран модельный низколетящий объект
с высотой полета 100 км над поверхностью Луны,
с круговой орбитой и нулевым наклонением.
Прогнозирование движения для обоих методов
осуществлялось на 1 год.
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Таблица 1. Номинальные числа Лява для Луны

n m

2 0 0.02163
2 1 0.03786
2 2 0.10786
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В программном комплексе для выбора шага
интегрирования задается параметр LL, который
связан с задаваемой точностью следующим обра-
зом: . В качестве эталонной орбиты
была выбрана орбита, которая была получена
интегрированием уравнений движения методом
16-го порядка и параметром LL, равным 10, на
64-битной разрядной сетке. При этом учитыва-
лись такие возмущающие факторы, как несфе-
ричность Луны до гармоник 50-го порядка и сте-
пени, приливные деформации в теле Луны, а так-
же возмущения от притяжения Земли и Солнца.
Результаты оценки точности, полученной выше-
упомянутым способом, представлены на рис. 1.

Сравнение с результатами других авторов
ПМО “Численная модель движения ИСЛ” бы-

ло протестировано на результатах, опубликован-
ных другими авторами.

В статье (Gupta, Sharma, 2011) была проведена
оценка влияния начальной эпохи на время жизни
на круговой орбите (промежуток времени от на-
чала движения спутника до его столкновения с
поверхностью Луны) полярного спутника на вы-
соте 100 км. Исследование проводилось на двух

−= 10 LL
tole

численных моделях движения – “lprop” и “STK”.
В табл. 2 приведены данные, которые позволяют
сравнить оценки, полученные указанными выше
авторами, с оценками, полученными с использо-
ванием разработанного нами программного ком-
плекса.

Как видно из табл. 2, результаты очень близки
между собой. Расхождение при сравнении с моде-
лью “lprop” составляет в среднем 0.08%, а при
сравнении с “STK” – 0.04%.

Кроме того, были проведены сравнения на-
ших результатов с оценками, приведенными в
(Song и др., 2010). Статья посвящена описанию
возможностей модели движения окололунных
объектов “YSPLOP”. В данной статье приведены
полученные с помощью “YSPLOP” оценки влия-
ния селенопотенциала на время жизни на круго-
вой орбите полярного спутника с высотой полета
100 км. При получении оценок использовалась
модель гравитационного поля Луны LP165P
(Konopliv и др., 2001). Влияние Земли и Солнца не
учитывалось. Результаты представлены в табл. 3.

Результаты, приведенные в табл. 3, показыва-
ют близость оценок, полученных в (Song и др.,
2010) и в данном исследовании. Различие в сред-
нем составляет 0.04%.

Данное исследование говорит о том, что при
учете гравитационного поля, начиная с гармоник
50-го порядка и степени, время жизни объекта на
орбите колеблется незначительно. Поэтому в на-
шей работе в качестве полного гравитационного
поля Луны мы учитываем селенопотенциал до
гармоник 50-го порядка и степени.

Было проведено еще одно сравнение с резуль-
татами тех же авторов: сравнивались графики за-
висимости высоты перицентра hp (величина от-
считывается от поверхности Луны) от времени
прогнозирования при учете и без учета возмуще-
ний от третьих тел. Спутник, как и прежде поляр-
ный, и движется по круговой орбите на высоте
100 км над поверхностью Луны. Результат пред-
ставлен на рис. 2. Полученный нами график имеет

Рис. 1. Оценка точности методом сравнения с эталон-
ной орбитой.
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Таблица 2. Сравнение оценок времени жизни на круговой полярной орбите с высотой 100 км над поверхностью
в зависимости от начальной эпохи

Начальная эпоха
Время жизни на орбите, сутки

модель “lprop” модель “STK” “ЧМД ИСЛ”

1 января 2010 219.04 219.24 219.19
1 января 2011 182.04 182.16 182.11
1 января 2012 172.00 172.06 172.01
1 января 2013 186.13 186.32 186.19
1 января 2014 178.71 178.78 178.73
1 января 2015 166.67 166.63 166.75
1 января 2016 186.08 186.28 186.23
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полное визуальное сходство с рис. 2 из работы
(Song и др., 2010). Поскольку влияние Солнца ма-
ло, красная и синяя линии на рис. 2 почти полно-
стью совпадают.

Таким образом, разработанный программный
комплекс “Численная модель движения ИСЛ”
дает результаты, либо совпадающие, либо близ-
кие к оценкам, полученным другими авторами,
что говорит о надежности решений, получаемых с
помощью представленного здесь ПМО.

МЕТОДИКА ВЫЯВЛЕНИЯ И 
ИССЛЕДОВАНИЯ ВЕКОВЫХ РЕЗОНАНСОВ

Как и в наших последних работах по динамике
ИСЗ (Александрова и др., 2021б; 2020) аналитиче-
ский подход здесь используется для обозначения
вековых резонансов, выявление которых осу-
ществляется численно. С помощью этого подхода
мы просто фиксируем те резонансы, влияние ко-
торых мы будем в дальнейшем исследовать путем

Таблица 3. Сравнение оценок времени жизни на круговой полярной орбите с высотой 100 км над поверхностью
в зависимости от порядка и степени селенопотенциала

Порядок × степень гравитационной 
модели LP165P

Время жизни на орбите, сутки

Модель “YSPLOP” “ЧМД ИСЛ”

70 × 70 161.12 161.06

65 × 65 163.36 163.51

60 × 60 163.42 163.43

55 × 55 161.20 161.30

50 × 50 163.42 163.43

45 × 45 146.17 146.17

40 × 40 146.00 146.00

35 × 35 146.15 146.17

30 × 30 131.46 131.73

25 × 25 198.75 199.11

20 × 20 221.58 221.28

15 × 15 >2 лет >2 лет

10 × 10 >2 лет >2 лет

Рис. 2. Зависимость высоты перицентра от времени для низколетящего полярного спутника на круговой орбите.
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численного моделирования с применением про-
граммного комплекса “ЧМД ИСЛ”.

Запишем аргумент возмущающей функции в
виде

(12)

Здесь ,  – средние дол-
готы спутника и третьего тела, соответственно,

,  – долготы перицентра
спутника и возмущающего тела. Элементы

 отнесены к экватору Луны.
Будем полагать, что на спутник оказывают

влияние следующие факторы: сжатие Луны, опи-
сываемое второй зональной гармоникой селено-
потенциала, притяжение от Земли и Солнца, рас-
сматриваемых как материальные точки, движу-
щиеся по эллипсам с вращающимися линями
апсид и узлов. При сделанных предположениях
аргумент разложения возмущающей функции в
ряд в однократно осредненной задаче запишется
в виде:

(13)

а в двукратно осредненной задаче запишется как
(14)

причем

(15)

Условие возникновения резонанса может быть
представлено следующими выражениями:

(16)

Будем называть выражения (16) резонансны-
ми соотношениями, а соотношения (13) и (14) ре-
зонансными аргументами или критическими уг-
лами. Вековые частоты в движении спутника

(17)
определяются влиянием второй зональной гар-
моники  и притяжением внешних тел (Земли
(E) и Солнца (S)).

Считая влияния Земли и Солнца аддитивны-
ми, с учетом формул (12)–(15) получим левые
части резонансных соотношений (16), определя-
ющие наличие вековых резонансов низких по-
рядков для однократно и двукратно осреднен-
ных задач трех тел: Луна–спутник–Земля, Луна–
спутник–Солнце. Для краткости будем называть
левую часть резонансного соотношения (16) ти-
пом резонансного соотношения.
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Принцип выявления того или иного резонанса
в динамике орбитального движения объекта заклю-
чается в исследовании малости соотношений (16)
для индексов l, p,  q,  и  (Cook, 1962). Далее
для тех же значений индексов рассматривается эво-
люция во времени критических аргументов, опи-
сываемых соотношениями (13) и (14) (Rossi, 2008;
Александрова и др., 2021б; 2020). Это необходимо
(Мюррей, Дермотт, 2010; Морбиделли, 2014), чтобы
определить, какой характер имеют резонансные
характеристики. При либрационном изменении
соотношений (13) и (14) резонансные конфигура-
ции имеют устойчивый характер, а при переходе
от либрационного изменения к циркуляционно-
му – неустойчивый. В случае чисто циркуляцион-
ного изменения критического аргумента считает-
ся, что резонанс отсутствует. Чтобы определить
значения элементов орбиты спутника при иссле-
довании долговременной эволюции во времени
соотношений (16), (13) и (14), используется чис-
ленное моделирование.

Вековые частоты , входящие в формулу (17),
определяются численно, с использованием урав-
нений Ньютона–Эйлера

(18)

полученные без введения ограничений на вели-
чины входящих в них параметров. Здесь S, T, W –
возмущающие ускорения, записанные в орби-
тальной системе координат и связанные с правыми
частями уравнений движения известными соот-
ношениями (Дубошин, 1963). Поскольку уравне-
ния (18) имеют особенности при значениях экс-
центриситета и наклона орбиты, близких к нулю,
в процессе анализа результатов численного экс-
перимента для вычисления вековых частот 
используются также известные аналитические
формулы, выведенные для малых эксцентрисите-
тов. Компоненты вековых частот в движении
спутника, определяемые влиянием второй зо-
нальной гармоники , вычисляются по форму-
лам (Аксенов, 1977):

(19)

а компоненты, связанные с влиянием внешних
тел (Земли (E) и Солнца (S)), с применением
формул (Тимошкова, Холшевников, 1974):
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(20)

Вековые частоты возмущающих тел получают-
ся численно из фонда координат больших планет
по следующей схеме. Извлекаются из фонда ко-
ординаты и скорости на 12 моментов времени с
шагом 1 мин, затем эта сетка координат и скоро-
стей преобразуется в сетки из элементов орбиты

 по формулам задачи двух тел. После
чего величины  находятся с использованием
производной от интерполяционного полинома
Лагранжа 12-го порядка (Александрова и др.,
2021б):

(21)

Далее мы будем рассматривать влияние только
двух вековых резонансов наинизших порядков
(табл. 4) путем численного моделирования дви-
жения ИСЛ с учетом влияния селенопотенциала,
Земли и Солнца.

Соотношение 1 в табл. 4 является апсидаль-
ным резонансом первого порядка и представляет
собой резонанс типа Лидова–Козаи, 

трактуемый как  (Shevchenko,
2017). Этот резонанс был открыт Лидовым (1961)
в динамике ИСЗ и Kozai (1962) – в динамике асте-
роидов в рамках двукратно осредненной круго-
вой ограниченной задачи трех тел. Он является
геометрическим резонансом, так как не связан с
частотами движения возмущающих тел и зависит
только от взаимного расположения объектов. Со-
отношение 2 в табл. 4 является чисто нодальным
резонансом второго порядка.

В наших исследованиях мы используем чис-
ленное моделирование без какого-либо осредне-
ния. Поэтому рассматриваемые нами резонансы
будут резонансами полной возмущенной задачи,
содержащей влияние несферичности потенциала
Луны, а также влияние притяжения Земли и
Солнца.
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ОБЩИЙ АНАЛИЗ СТРУКТУРЫ 
ВОЗМУЩЕНИЙ ИСЛ

С помощью ПМО “Численная модель движе-
ния ИСЛ” было проведено моделирование дви-
жения 5180 объектов на 10-летнем интервале вре-
мени. Начальное положение каждого спутника
характеризовалось круговой орбитой и собствен-
ными значениями большой полуоси и наклоне-
ния. Элементы a и i варьировались в диапазонах

 с шагом  и  с шагом
5° (  – экваториальный радиус Луны).

Рассмотрим зависимость величины влияния
возмущающих факторов от начальных значений
больших полуосей и наклонений орбит спутни-
ков. В качестве оценки величины влияния будем
использовать модуль разности векторов положе-
ния объекта при учете влияния рассматриваемого
возмущения и влияния только центральной силы.
Оценки, полученные для таких возмущений как
сжатие Луны, гравитационное поле Луны, разло-
жение до 50-го порядка и степени, притяжение
Земли и Солнца на конец интервала времени,
равного 0.1 года, представлены на рис. 3.

Как показывают результаты, приведенные на
рис. 3, существует зависимость величины влия-
ния возмущений от наклонения и большой полу-
оси орбиты спутника в начальный момент времени.
Воздействие сжатия Луны и полного ее гравита-
ционного поля убывают с ростом большой полу-
оси, и примерно при  их влияние стано-
вится едва заметным. При наклонении 90° влия-
ние гравитационного поля минимально.

Графики влияния возмущений от Земли и
Солнца (рис. 3в и 3г) имеют близкие по структуре
карты распределения влияния в зависимости от
начального положения объекта. Влияние и того,
и другого объектов становится заметным, начи-
ная с больших полуосей, равных , а макси-
мальные значения оценок приходятся на накло-
нения 0°, 90° и 180°. В то же время величина вли-
яния Земли примерно в 75 раз больше, чем
Солнца.

Главной особенностью динамики окололун-
ных объектов является рост эксцентриситетов их
орбит. На рис. 4 представлены результаты, кото-
рые позволяют оценить зависимость величины
роста эксцентриситета от начальных значений
больших полуосей и наклонений орбит объектов
для двух различных наборов возмущающих фак-
торов. На рис. 4а оценки получены при учете вли-

∈ [1.1 ,15 ]L La R R 0.1 LR ∈ °[0,180 ]i
LR

≥ 5 La R

3 LR

Таблица 4. Типы рассматриваемых вековых резонансов

№ Тип резонансного
соотношения № Тип резонансного

соотношения

1 2ω� ( )′Ω − Ω� �

E,S
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яния сжатия Луны, Земли и Солнца, а на рис. 4б с
учетом влияния разложения селепотенциала до
50-го порядка и степени, Земли и Солнца.

Как показывают приведенные на рис. 4 дан-
ные, значительный рост эксцентриситета наблю-
дается у объектов с начальными наклонениями в
интервале от 60° до 120° и большой полуосью от
7500 км и выше. Рис. 4а и 4б отличаются только
дополнительным ростом эксцентриситета для
низколетящих объектов в случае учета возмуще-
ния от селенопотенциала 50-го порядка и степени.

Рост эксцентриситета может приводить к со-
кращению продолжительности жизни объекта на
орбите. Влияние начальных положений спутни-
ков на время их жизни на орбите показывают гра-
фики, представленные на рис. 5. Продолжитель-
ностью жизни объекта на орбите мы называем

промежуток времени от начала движения спутни-
ка до его столкновения с поверхностью Луны.

Как и следовало ожидать, время жизни объек-
тов тесно связано с ростом эксцентриситета. Эта
взаимосвязь хорошо прослеживается при сопо-
ставлении данных, приведенных на рис. 4 и 5. На-
чальным значением существенного уменьшения
времени жизни, как и роста эксцентриситетов ор-
бит спутников, является большая полуось, равная
7500 км. Диапазон наклонений орбит с малым
временем жизни от 70° до 110° также хорошо со-
гласуется с диапазоном наклонений орбит с
быстро растущими эксцентриситетами. Графики
на рис. 5а и 5б, как и на предыдущем рисунке, от-
личаются продолжительностью жизни на орбите
для низколетящих спутников. При учете влияния
селенопотенциала до 50-го порядка и степени
объекты на низких орбитах имеют непродолжи-
тельное время жизни не только при наклонениях

Рис. 3. Влияние возмущений от (а) сжатия Луны , (б) селенопотенциала 50-го порядка и степени , (в) Земли
 и (г) Солнца  на орбитальную эволюцию в зависимости от значений больших полуосей и наклонений орбит

спутников.
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примерно от 60° до 120°, но и при ряде других на-
клонений. Рост эксцентриситета и соответствен-
но короткая продолжительность жизни высоких
околоэкваториальных объектов на рис. 4 и 5 объ-
ясняется прямым влиянием Земли. Особенности
движения низколетящих объектов будут рассмот-
рены в следующем разделе.

АНАЛИЗ ОСОБЕННОСТЕЙ ДИНАМИКИ 
НИЗКОЛЕТЯЩИХ ИСЛ

В предыдущем разделе исследование продол-
жительности жизни объекта на орбите и роста
эксцентриситета в зависимости от начального
положения спутника показало, что при учете пол-
ного поля Луны у низколетящих объектов при
определенных значениях наклонения наблюдает-
ся короткая продолжительность жизни. На суще-
ствование этой зависимости указывают многие
авторы (Gupta, Sharma, 2011; Ramanan, Adimur-
thy, 2005). Мы также получили такую зависимость

(рис. 6), график которой имеет визуальное сход-
ство с результатами вышеупомянутых авторов.
Высота полета моделируемого объекта составляет
100 км над поверхностью Луны, а в качестве воз-
мущающих факторов учитывается только грави-
тационное поле Луны до 50-го порядка и степени.

Графики, приведенные на рис. 6, показывают,
что на низкой высоте при различных наклонени-
ях орбиты спутники имеют различное время жиз-
ни на орбите. Разница продолжительности жизни
спутника на орбите при соседних наклонениях,
как видим, может быть значительной. Например,
при i = 4° время жизни спутника на орбите со-
ставляет более 10 лет, а при i = 5° – 38.5 сут. Для
объяснения причины такой непродолжительной
динамики объектов мы рассмотрели, как ведет
себя эксцентриситет на низкой высоте при раз-
ных значениях наклонения орбиты. На рис. 7 по-
казана зависимость роста эксцентриситета от на-
чального значения наклонения орбиты.

Рис. 4. Оценки роста эксцентриситетов в зависимости от начальных значений большой полуоси и наклонения объек-
тов под влиянием возмущений от Земли, Солнца и (а) сжатия Луны, (б) селенопотенциала 50-го порядка и степени,
(в) разница между вариантами (а) и (б).
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Детальные данные по продолжительности
жизни объектов на низких орбитах приведены на
рис. 8.

Сопоставляя результаты, приведенные на рис. 6,
7 и 8, можно увидеть, что короткое время жизни
спутника объясняется ростом эксцентриситета.
Причем на самых низких орбитах достаточно ро-
ста эксцентриситета до 0.055. Поскольку объект
низколетящий, такого роста эксцентриситета
оказывается достаточно для столкновения объек-
та с поверхностью Луны. Покажем это. На рис. 9а
сверху вниз отображена зависимость наклоне-
ния, эксцентриситета и высоты перицентра hp от
времени, а на рис. 9б отображена эволюция аргу-
мента перицентра и его скорости, полученная по
точным формулам, для двух объектов с наклоне-
нием 4° (точечная линия) и 5° (сплошная линия).

Эти характеристики у объектов практически сов-
падают.

Здесь (рис. 9б) и далее на подобных графиках
изображены сверху вниз: график изменения резо-
нансного соотношения, полученного по прибли-
женным аналитическим формулам (19)–(20), ни-
же график эволюции той же величины, получен-
ной численно по формулам (18), и внизу график
зависимости критического аргумента от времени.
Напомним, что вариант эволюции резонансного
соотношения, полученного с использованием
приближенных формул, дается по причине воз-
никновения неопределенностей в формулах (18)
при нулевых значениях e и i.

Чтобы понять причину роста эксцентриситета
низколетящих ИСЛ, мы сравнили особенности
роста эксцентриситета при учете возмущений от
сжатия Луны и под влиянием всего поля (рис. 10).

Рис. 5. Продолжительность жизни объекта на орбите в зависимости от начальной высоты и наклонения объектов под
влиянием возмущений от Земли и Солнца и (а) сжатия Луны, (б) селенопотенциала 50 порядка и степени (в) разница
между вариантами (а) и (б).
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Как показывают данные, приведенные на
рис. 10, сжатие Луны очень мало влияет на дина-
мику ее объектов (рис. 10а), а влияние всего поля
очень существенно (рис. 10б). Причем интересно
отметить, что максимальный рост эксцентриси-
тета наблюдается в окрестности так называемых
критических наклонений, равных 60°.43 и
120°.43, получаемых в однократно осредненной
задаче о движении спутника сжатой планеты (Ду-
бошин, 1976).

Попытка установить связь для большого числа
объектов между ростом эксцентриситета и резо-
нансными характеристиками успехом не увенча-
лась. Наглядный пример – данные, приведенные
на рис. 9б.

Таким образом, главным источником роста
эксцентриситета на низких орбитах следует счи-
тать прямое действие сложного гравитационного
поля Луны.

Рис. 6. Зависимость времени жизни низколетящего спутника на орбите от наклонения.
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Рис. 7. Зависимость роста эксцентриситета для различных значений наклонения, а = 1838 км.
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ВЛИЯНИЕ ВЕКОВЫХ РЕЗОНАНСОВ 
НАИНИЗШИХ ПОРЯДКОВ

Резонанс и эффект типа Лидова–Козаи
в динамике окололунных объектов

Как показывают результаты, приведенные вы-
ше объекты на средних и больших высотах с на-
чальными наклонениями в интервале от 60° до
120° имеют значительный рост эксцентриситета и
малую продолжительность жизни. Такие особен-
ности орбитальной эволюции, как правило
(Lidov, 1962; Kozai, 1962; Прохоренко, 2002; Алек-
сандрова и др., 2016; Shevchenko, 2017; Ito, Ohtsuka,
2019), являются следствием действия резонанса
Лидова–Козаи, поэтому мы рассмотрели этот во-
прос детально.

Эффект Лидова–Козаи, как было показано в
(Shevchenko, 2017; Naoz, 2016), имеет резонанс-
ную природу. Характерными особенностями
орбитальной эволюции объектов, подвержен-
ных действию эффекта Лидова–Козаи, являет-
ся рост эксцентриситета орбиты, который при
сохранении интеграла Моисеева–Лидова–Ко-

заи  где е, i – эксцентриситет и
наклонение орбиты спутника, приводит к воз-
никновению взаимосвязанных колебаний экс-
центриситета и наклонения орбиты: при росте
эксцентриситета наклонение убывает и наоборот.
Эти взаимосвязанные колебания и называют эф-
фектом Лидова–Козаи.

= − 2
1 1 cos ,c е i

Рис. 9. Особенности орбитальной эволюции двух низколетящих объектов с наклонениями, отличающимися на 1°:
(а) зависимость от времени наклонения, эксцентриситета и высоты перицентра; (б) изменения резонансных величин,
полученных по точным и аналитическим формулам.
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Действие резонанса Лидова–Козаи зависит от
величины наклонения орбиты объекта к орбите
возмущающего тела.

Как утверждает теория (Лидов, 1961; Вашко-
вьяк, 2016), острый резонанс, сопровождаемый
быстрым ростом эксцентриситета, возникает,
когда долгота перицентра от узла  при
близости к нулю значения интеграла  и при от-
рицательном значении интеграла Лидова

.

Сложность проявления этого механизма в ди-
намике околопланетных объектов состоит в том,
что помимо влияния внешних тел, которое при-
водит к появлению резонанса Лидова–Козаи, на
эти объекты действует несферичность централь-
ного тела, что может приводить к различным эф-
фектам, которые в настоящее время мало изучены.

Особенно интересно исследовать это явление
на примере динамики окололунных объектов, в
движении которых сильны влияния Земли и гра-
витационного поля Луны.

Как показали наши исследования динамики
околоземных объектов (Александрова и др., 2020;
2021), применяемая нами методика очень чув-
ствительна к проявлению резонансных явлений и
позволяет выявлять наличие резонанса типа Ли-
дова–Козаи в динамике объектов, когда в орби-

= °ω 90 ,
1c

( )= − ω2 2 2
2 2 5 sin sinc i e

тальной эволюции его влияние еще практически
незаметно.

Используя результаты численного экспери-
мента, описанного выше, мы получили такую оцен-
ку области влияния резонанса типа Лидова–Козаи
на динамику окололунных объектов (рис. 11).

Оценки получены по анализу поведения кри-
тического аргумента в зависимости от большой
полуоси и начального наклонения орбиты к эква-
тору Луны. В качестве возмущений учитывались
полное поле Луны до 50-го порядка и степени,
влияние Земли и Солнца. На графике светло-се-
рым цветом показана область циркуляции аргу-
мента перицентра на всем промежутке прогнози-
рования, серым цветом – частичная либрация и
циркуляция, а темно-серым цветом – либрация
критического аргумента.

Результаты, приведенные на рис. 11, показы-
вают, что область влияния резонанса типа Лидо-
ва–Козаи расширяется вдоль большой полуоси с
2500 до 4500 км и медленно смещается при пря-
мом движении объектов вдоль наклонения с 30°
до 50° с повышением высоты. Правая граница об-
ласти влияния резонанса остается равной 140°.
Неустойчивый резонанс высоких околоэквато-
риальных объектов объясняется прямым влияни-
ем Земли.

Рис. 11. Области влияния резонанса типа Лидова–Козаи на динамику окололунных объектов и проявления эффекта
типа Лидова–Козаи.
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Проанализировав орбитальную эволюцию мо-
дельных окололунных объектов на средних и боль-
ших высотах, мы обнаружили, что в динамике
большинства из них присутствует эффект типа Ли-
дова–Козаи. Граница области действия эффекта
типа Лидова–Козаи представлена на рис. 11 (обо-
значена красной линией).

Как видно на рис. 11, область действия эффек-
та типа Лидова–Козаи покрывает большую часть
области действия резонанса типа Лидова–Козаи
на орбитальную эволюцию объектов. Как пока-
зывают оценки, в той части области действия ре-
зонанса типа Лидова–Козаи, где эффекта нет,
данный резонанс не вполне устойчив и эксцен-
триситет растет очень медленно. Эффект типа
Лидова–Козаи при этом не проявляется даже на
больших интервалах времени, что продемонстри-
ровано для объекта с начальными элементами:
a = 6000 км, e = 0, i = 37° на рис. 12. Расположение
графиков на рис. 12а и 12б подобно графикам на
рис. 9а и 9б соответственно.

Остановимся на особенностях орбитальной
эволюции объектов, подверженных действию ре-
зонанса типа Лидова–Козаи. Обратимся к рис. 3.

Сравнивая данные, приведенные на рис. 3 и
11, можно установить, что в динамике объектов,
движущихся в интервале больших полуосей от

3000 до 8500 км, действие эффекта типа Лидова–
Козаи будет проявляться в условиях наложения
на него действия гравитационного поля Луны, а
для объектов с большими полуосями от 8500 км и
выше эффект будет проявляться в чистом виде.

На рис. 13 представлены результаты анализа
орбитальной эволюции объекта со следующими
начальными элементами: a = 5387.8 км, e = 0,
i = 45°. Синим цветом выполнены графики, де-
монстриующие эволюцию орбит с учетом возму-
щений от полного гравитационного поля Луны,
Земли и Солнца, а красным – с учетом возмуще-
ний только от Земли и Солнца. Расположение
графиков на рис. 13 подобно графикам на рис. 12.

Графики, приведенные на рис. 13, показыва-
ют, что полное гравитационной поле Луны уско-
ряет проявление эффекта типа Лидова–Козаи
для объектов с прямым движением. Острый резо-
нанс типа Лидова–Козаи и максимальный рост
эксцентриситета имеют место при достижении
центром либрации величины 

Приведем пример эволюции объекта с обрат-
ным движением и рассмотрим, как проявляется
эффект типа Лидова–Козаи при наложении на
него действия гравитационного поля Луны. На
рис. 14 представлены изменения тех же характе-
ристик, что и на рис. 13, для окололунного спутни-

оω = 270 .

Рис. 12. Орбитальная эволюция объекта, движущегося вне области действия эффекта Лидова–Козаи: (a) эволюция
элементов орбиты; (б) резонансные характеристики, полученные по точным формулам и приближенным формулам;
(в) сверху вниз изменение во времени интеграла Лидова  и интеграла Моисеева–Лидова–Козаи 
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Рис. 13. Проявление эффекта типа Лидова–Козаи для объекта с прямым движением и с высотой полета ниже 8500 км
при учете возмущений от полного гравитационного поля Луны, Земли и Солнца (выполнено синим цветом) и только
от Земли и Солнца (выполнено красным цветом): (a) эволюция элементов орбиты; (б) резонансные характеристики,
полученные по точным формулам и приближенным формулам для соответствующих моделей (а); (в) сверху вниз из-
менение во времени интеграла Лидова  и интеграла Моисеева–Лидова–Козаи  для соответствующих моделей (а).
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Рис. 14. То же, что и на рис. 13, но для объекта с обратным движением и с высотой полета ниже 8500 км.
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ка с начальными элементами: a = 5387.8 км, e = 0,
i = 125°.

Из сопоставления рис. 13 и 14 видно, что для
объектов с прямым и обратным движением и с
большой полуосью ниже 8500 км гравитационное

поле Луны ускоряет проявление эффекта типа
Лидова–Козаи.

Теперь рассмотрим, как проявляется резонанс
типа Лидова–Козаи на высотах, где влияние поля
Луны незначительно. Для примера на рис. 15 при-

Рис. 15. То же, что и на рис. 13, но для объекта с обратным движением и с высотой полета выше 8500 км.
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Рис. 16. Пример либрации аргумента перицентра с переносом центра для объекта с эволюцией элементов орбиты на
рис. 14а: (а) эволюция элементов орбиты; (б) динамика резонансных характеристик, полученных по точным и при-
ближенным формулам.
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ведены результаты для объекта с начальными эле-
ментами орбиты: a = 10949.4 км, e = 0, i = 125°.
Расположение графиков совпадает с рис. 13 и 14.

Как видно из графиков, приведенных на рис. 15,
эффект типа Лидова–Козаи проявляется практи-
чески одинаково для обоих рассмотренных слу-
чаев учета возмущений.

Интерес представляют изменения резонанс-
ного аргумента, показанные на рис. 15б. С перво-
го взгляда может показаться, что имеет место
циркуляция аргумента перицентра, но при де-
тальном рассмотрении оказывается, что это либ-
рация с переносом центра. На рис. 16 показаны
характеристики того же объекта на интервале
времени 3 года, которые подтверждают это пред-
положение.

Рис. 16б показывает, что аргумент перицентра
либрирует на всем рассмотренном промежутке
прогнозирования. Причем перенос центра либра-
ции происходит примерно с шагом 90°. Это инте-
ресное дополнение численного моделирования к
аналитической теории резонанса типа Лидова–
Козаи.

Таким образом, исследование показывает, что
причиной роста эксцентриситета и короткой
жизни на орбите среднеорбитальных и высокор-
битальных окололунных объектов является дей-
ствие эффекта типа Лидова–Козаи.

Влияние нодального резонанса на динамику 
окололунных объектов

Как отмечалось выше (табл. 4) в данной работе
мы рассмотрели влияние чисто апсидального и
чисто нодального резонансов. Оценка области

влияния нодального резонанса  на дина-

мику ИСЛ представлена на рис. 16. Графики для
нодального резонанса, связанного с прецессией
Земли и Солнца, накладываются друг на друга,
поэтому на рис. 16 показана оценка влияния но-

дального резонанса , связанного с пре-

цессией орбиты Земли.
Рис. 17 показывает, что нодальный резонанс

второго порядка сконцентрирован в окрестности
наклонения, равного 90°. Сравнение рис. 11 и 17

показывает, что нодальный резонанс 

налагается на область влияния резонанса типа
Лидова–Козаи, усиливая рост эксцентриситета и
уменьшая продолжительность жизни объектов на
приполярных орбитах.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Представляемое в данной работе ПМО “Чис-

ленная модель движения ИСЛ” позволяет про-
гнозировать долговременную орбитальную эво-
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Рис. 17. Область влияния нодального резонанса на динамику окололунных объектов.
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люцию окололунных объектов. Сравнение ре-
зультатов, полученных с помощью данного
программного комплекса, с результатами других
авторов показало высокую степень совпадения,
что говорит о том, что ПМО может быть исполь-
зовано в различных задачах исследования дина-
мики окололунных объектов.

Для анализа особенностей динамики около-
лунных объектов было проведено моделирование
движения 5180 объектов на 10-летнем интервале
времени. Начальное положение каждого спутни-
ка характеризовалось круговой орбитой и соб-
ственными значениями большой полуоси и на-
клонения.

Анализ влияния возмущений на орбиталь-
ную эволюцию ИСЛ показал, что влияния сжа-
тия и несферичности полного гравитационного
поля Луны становятся малозаметными, начи-
ная с a = 8500 км, и минимальны для полярных
спутников. При этом на орбитальную эволюцию
низколетящих объектов влияние сжатия мало по
сравнению с влиянием более высоких гармоник
селенопотенциала. Что касается возмущений от
Земли и Солнца, то их влияние начинает действо-
вать приблизительно с a = 5000 км и максимально
при i = 0°, 90° и 180°. При этом величина влияния
Земли на вектор положения окололунного спут-
ника примерно в 75 раз больше влияния Солнца.

Было обнаружено, что при начальных накло-
нениях окололунных спутников в диапазоне от
70° до 110° объекты имеют малую продолжитель-
ность жизни на орбите. Как выяснилось, это
обусловлено значительным ростом эксцентри-
ситета орбиты при наклонениях в интервале от
60° до 120°.

Для низколетящих ИСЛ была предпринята по-
пытка установить связь между ростом эксцентри-
ситета и изменением во времени некоторых резо-
нансных характеристик. Результаты показали,
что такой связи нет. Поэтому на данном этапе ис-
следования рост эксцентриситета мы можем объ-
яснить только прямым действием сложного гра-
витационного поля Луны.

Для среднеорбитальных и высокоорбитальных
спутников было проведено исследование влия-
ния резонанса типа Лидова–Козаи и нодального

резонанса  на динамику окололунных

объектов. На основе анализа динамики 4995 объ-
ектов (без рассмотрения низколетящих объектов
с высотой полета менее 2500 км) были построены
карты областей влияния резонанса типа Лидова–
Козаи и нодального резонанса на орбитальную
эволюцию в зависимости от начальных значений
большой полуоси и наклонения орбиты спутни-
ков. В ходе исследования эволюции элементов
орбит объектов было выявлено, что в значитель-
ной части области влияния резонанса типа Ли-

( )Ω − Ω� �
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'

дова–Козаи имеет место эффект типа Лидова–
Козаи. Область влияния резонанса типа Лидо-
ва–Козаи покрывает область значительного роста
эксцентриситета орбит ИСЛ, а влиянию нодаль-
ного резонанса подвержены приполярные око-
лолунные орбиты. На основании полученных
данных сделан вывод, что главной причиной ро-
ста эксцентриситета и, как следствие, малой про-
должительности жизни объектов на средних и
больших высотах является влияние резонанса типа
Лидова–Козаи на орбитальную эволюцию ИСЛ,
а нодальный резонанс дополнительно усиливает
рост эксцентриситета приполярных окололун-
ных орбит.

Было показано, что гравитационное поле Лу-
ны в области своего заметного влияния на дина-
мику объектов ускоряет проявление резонанса
типа Лидова–Козаи на орбитальную эволюцию
ИСЛ. Еще одним интересным фактом было вы-
явление случаев либрации аргумента перицентра
с переносом центра. Причем перенос центра либ-
рации совершается с шагом примерно 90°.

Исследование выполнено за счет гранта Россий-
ского научного фонда (проект № 19-72-10022).
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