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Прогнозирование движения астероидов, сближающихся с Землей, (АСЗ) представляет собой ком-
плексную задачу, требующую использования сложной техники, различных методик и больших вы-
числительных затрат. В последние десятилетия достигнут существенный прогресс в данной обла-
сти, однако многие проблемы еще ожидают своего решения. В данной работе рассмотрены основ-
ные методы прогнозирования движения АСЗ, используемые на разных этапах, начиная c
проведения наблюдений и заканчивая изучением таких особенностей движения, как тесные сбли-
жения и столкновения с планетами, орбитальные и вековые резонансы, хаотичность и предсказуе-
мость движения. Статья основана на докладе, сделанном на научно-практической конференции с
международным участием “Околоземная астрономия–2022” (18–21 апреля 2022 г., Москва).
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ВВЕДЕНИЕ
Прогнозирование движения астероидов, сбли-

жающихся с Землей, (АСЗ) является важной зада-
чей как с практической, так и с теоретической точек
зрения. Точный прогноз движения необходим для
предсказания сближений и столкновений астеро-
идов с Землей. С другой стороны, изучение дина-
мики популяции АСЗ помогает лучше понять
эволюцию всей Солнечной системы.

В последние десятилетия развитие вычисли-
тельной техники и численных методов способ-
ствовало значительному прогрессу в решении
рассматриваемой задачи. Не претендуя на полно-
ту охвата, в данном обзоре мы рассмотрим основ-
ные методы, используемые на разных этапах ис-
следования, обсудим их достоинства и встречаю-
щиеся проблемы.

В численном моделировании движения асте-
роидов можно выделить следующие этапы:

1. Получение и обработка позиционных на-
блюдений;

2. Стохастическое моделирование начальной
орбитальной неопределенности;

3. Отображение начальной орбитальной не-
определенности на заданный момент времени;

4. Исследование различных особенностей дви-
жения:

– орбитальные и вековые резонансы,

– сближения и возможные столкновения с
планетами,

– хаотичность.

Дальнейшие разделы данной работы посвяще-
ны перечисленным этапам, различным погреш-
ностям, возникающим на этих этапах, проблемам
и путям их решения. Следует отметить, что в этом
веке самым популярным объектом орбитальных
исследований является астероид (99942) Apophis
(см., например, Соколов и др., 2021; Ивашкин
и др., 2020; Wlodarczyk, 2017; Vokrouhlický и др.,
2015; Thuillot и др., 2015; Быкова, Галушина, 2010;
Reddy и др., 2022; и т.д.), что связано с его тесным
прохождением около Земли в 2029 г., которое
приведет к резкому изменению орбиты и возмож-
ным столкновениям в последующие десятилетия.
По этой причине часть описываемых методов бу-
дет проиллюстрирована на примере данного кос-
мического тела.

УДК 52-17::521.182::523.44
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СОВРЕМЕННЫЕ ПОЗИЦИОННЫЕ 
НАБЛЮДЕНИЯ АСЗ

При прогнозировании движения астероидов
наибольшую значимость представляют астромет-
рические наблюдения, причем для точного опре-
деления орбиты они должны покрывать значи-
тельную дугу, по возможности, сопоставимую с
орбитальным периодом. Все увеличивающееся
число известных АСЗ требует все большего коли-
чества наблюдательных станций, более-менее
равномерно покрывающих земной шар. На рис. 1
представлено расположение обсерваторий на
Земле, цвет точек соответствует логарифму числа
наблюдений АСЗ, представленных на сайте Цен-
тра малых планет (https://minorplanetcenter.net).
Из рисунка видно, что большинство обсервато-
рий сконцентрировано в Европе и США.

Кроме количества, важно и качество получае-
мого наблюдательного материала, причем боль-
шую роль здесь играют не только прогресс в теле-
скопостроении, но и совершенствование методик
наблюдений и обработки снимков. В частности,
следует обратить внимание на астрометрические
каталоги, используемые при отождествлении
кадров и обработке измерений, которые в насто-
ящее время обновляются и дополняются, в зна-
чительной степени благодаря миссии КА Gaia
(https://www.cosmos.esa.int/web/gaia/earlydr3). Важ-
ное значение также имеют методика обработки
полученных снимков и используемое в этом про-
цессе программное обеспечение. В настоящее
время существует относительно большой выбор
программ, реализующих астрометрическую обра-
ботку ПЗС-изображений, среди них: IZMCCD
(Izmailov и др., 2010), Astrometrica (http://www.astro-
metrica.at/), Апекс-II (Девяткин и др., 2010), SAOImage

DS9 (http://hea-www.harvard.edu/RD/ds9/). Каж-
дая из них обладает своими достоинствами и не-
достатками, поэтому выбор осуществляется ин-
дивидуально.

Отдельного внимания заслуживают радарные
наблюдения (Haynes и др., 2021), поскольку их
точность существенно превышает точность опти-
ческих. Однако получение радарных наблюдений
возможно только во время тесного сближения
астероида с Землей, поэтому они охватывают не-
большую дугу орбиты. В настоящее время радар-
ные наблюдения составляют малый процент от
всех полученных и имеются далеко не для всех
АСЗ. Оценки их влияния на точность начальных
параметров орбиты представлены, в частности, в
работах (Виноградова и др., 2008; Батурин, 2012).
В большинстве случаев включение результатов
радарных наблюдений позволяет уменьшить не-
определенность начальных данных не более, чем
на полпорядка.

Высокоточные наблюдения АСЗ (как оптиче-
ские, так и радарные), получаемые на разных об-
серваториях мира, участвуют в пополнении меж-
дународных баз данных о движении малых тел
Солнечной системы (самой полной из которых
является база Центра малых планет) и служат ис-
точником эфемеридных данных (например, сер-
вис эфемерид Центра малых планет https://minor-
planetcenter.net/iau/MPEph/MPEph.html и служба
вычисления эфемерид JPL Horizons NASA
https://ssd.jpl.nasa.gov/horizons/).

Рис. 1. Расположение обсерваторий, наблюдающих АСЗ.
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ОШИБКИ ЧИСЛЕННОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ

Любая численная модель орбитального движе-
ния представляет собой связку трех сущностей.
Это: 1) математическая модель орбитального дви-
жения в виде обыкновенных дифференциальных
уравнений; 2) численный метод для реализации
математической модели, т.е. для решения диффе-
ренциальных уравнений; а также 3) компьютер
как вычислительная среда, в которой реализуется
математическая модель посредством численного
метода. Каждая из этих сущностей является ис-
точником определенного рода ошибок. Все они
классифицируются как модельные, методиче-
ские и вычислительные.

Модельные ошибки связаны с неточным пред-
ставлением орбитального движения дифферен-
циальными уравнениями ввиду игнорирования
тех или иных силовых факторов, а также с ошиб-
ками параметров, входящих в дифференциаль-
ные уравнения. Параметрические ошибки явля-
ются, главным образом, следствием того, что па-
раметры определяются из наблюдений, которые
всегда содержат ошибки различного происхожде-
ния, неустранимые в силу своей случайности.
Поэтому параметрические ошибки задают некий,
образно говоря, потолок точности моделирова-
ния, который невозможно преодолеть, какой бы
высокоточный численный метод не использовал-
ся, и в какой бы высокоточной вычислительной
среде не выполнялось моделирование орбиталь-
ного движения. Повысить параметрическую точ-
ность можно только путем переопределения па-
раметров с привлечением актуальных наблюде-
ний и с повышением измерительной точности.

Методические ошибки порождаются числен-
ным методом. При пошаговой реализации они
накапливаются, в то время как их суммарный
рост (глобальная ошибка) зависит не только от
величин локальных погрешностей на выполнен-
ных шагах, но и от специфики интегрируемых
дифференциальных уравнений, а также от гео-
метрических свойств численного метода. Чис-
ленные методы теоретически позволяют выпол-
нять моделирование орбит на любом желаемом
уровне методической точности. Она достигается
подбором порядка численного метода и/или ве-
личины шага интегрирования. Впрочем, повы-
шение методической точности путем уменьше-
ния величины шага интегрирования всегда со-
пряжено с увеличением объема вычислений, что
влечет ухудшение вычислительной точности.

Вычислительные ошибки возникают вслед-
ствие округления чисел в компьютерной арифме-
тике с ограниченной разрядной сеткой. Чем
больше разрядов выделяется для представления
чисел в компьютерной арифметике, тем меньше
вычислительные ошибки. При численном моде-

лировании астероидного движения вычисления
обычно выполняются в арифметике с двойной
точностью. Однако имеются компиляторы про-
граммного кода, позволяющие выполнять моде-
лирование с расширенной точностью при сохра-
нении быстродействия. Четверная точность чаще
реализуется программно, но при этом сопряжена
с существенным понижением быстродействия, в
несколько десятков раз.

МОДЕЛЬ СИЛ
Традиционно, движение астероидов рассмат-

ривается в рамках возмущенной задачи двух тел
(Дубошин, 1968) в гелиоцентрической системе
координат, отнесенной к эклиптике или экватору
эпохи 2000.0. Важным вопросом является выбор
модели сил, влияние которых будет учитываться
при интегрировании дифференциальных уравне-
ний движения. Набор возмущающих факторов
зависит от особенностей орбиты исследуемого
объекта (наличия сближений с планетами, пери-
гелийного расстояния и т.д.) и требуемой точно-
сти. Использование самой полной модели не все-
гда является разумным как минимум по двум
причинам: во-первых, дополнительные вычисле-
ния увеличивают ошибку округления, во-вторых,
неточное знание параметров модели может при-
вести к ухудшению точности прогноза.

Как упоминалось выше, рассмотрим различ-
ные модели сил на примере астероида Apophis.
Одна из самых полных моделей разработана и ис-
пользуется в Институте прикладной астрономии
РАН. Авторы работы (Кочетова и др., 2009) учи-
тывают следующие возмущающие факторы: вли-
яние больших планет, Плутона, Луны, Цереры,
Паллады, Весты, сжатия Земли и Солнца, свето-
вого давления, релятивистских эффектов (РЭ) от
Солнца и Юпитера и эффекта Ярковского. Сле-
дует отметить, что тесное сближение с Землей в
2029 г. существенно изменит орбиту астероида,
что приведет к изменению в структуре возмущений.

На рис. 2 представлены результаты исследова-
ния структуры возмущений рассматриваемого
астероида, выполненного с помощью программ-
ного комплекса ИДА (Galushina, Letner, 2021).
Здесь Δr означает разницу между положениями,
полученными с полной моделью сил, и с исклю-
чением одного возмущающего фактора. Под пол-
ной моделью в данном исследовании понимается
модель, учитывающая влияние Солнца, больших
планет, Плутона, Луны, Цереры, Паллады, Ве-
сты, эффекта Ярковского, сжатия Земли, Солнца
и Юпитера, светового давления и релятивистских
эффектов от Солнца, Луны, Плутона и планет.
Силы на графике расположены в порядке убыва-
ния значимости. Значения на рис. 2а соответству-
ют промежутку от момента наилучшей обуслов-
ленности (2017 г.) до тесного сближения в апреле
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2029 г., на рис. 2б представлены результаты ис-
следования эволюции на 100 лет. Необходимый
набор сил зависит от требуемой точности, напри-
мер, как видно из рис. 2а, для достижения точно-
сти 10–7 а. е. нужно учитывать влияние больших
планет, Луны, Цереры, релятивистских эффектов
от Солнца и эффекта Ярковского. Рис. 2б пока-
зывает, что на столетнем интервале влияние этих
сил превышает 1 а. е., что является следствием су-
щественного изменения орбиты при тесном
сближении. При получении этого и последующе-
го рисунков использованы наблюдения с сайта
Центра малых планет, в том числе выполненные
на Терскольской обсерватории. В данном иссле-
довании использовались наблюдения астероида
(99942) Apophis на интервале от 2004 до 2021 гг.

Особое внимание исследователей в последнее
время привлекает эффект Ярковского, связан-
ный с переизлучением тепловой энергии враща-
ющимся телом (см., например, Bottke и др., 2006;
Pérez-Hernández, Benet, 2022 и др.). Эффект Яр-
ковского зависит от ряда физических свойств
астероида (Greenberg и др., 2017), в частности па-
раметров вращения, которые известны для очень
малого числа астероидов. В этой ситуации един-

ственным выходом является предположение о за-
висимости рассматриваемой силы от гелиоцен-
трического расстояния и попытки найти коэф-
фициент, характеризующий изменение большой
полуоси, путем включения его в число оценивае-
мых параметров в процессе улучшения орбиты
(Del Vigna и др., 2018). Обычно предполагается,
что величина эффекта Ярковского обратно про-
порциональна квадрату расстояния до Солнца.
Однако для получения более-менее адекватных
оценок необходимо, чтобы объект наблюдался на
интервале больше одного оборота, но в любом
случае точность определения параметра эффекта
Ярковского ограничена точностью современных
наблюдений (Галушина и др., 2021).

Аналогичные проблемы возникают при по-
пытке учесть световое давление – диаметр, масса
и альбедо для большинства астероидов или неиз-
вестны, или известны с большой погрешностью.
Например, в работе (Brozovic и др., 2018) приве-
дены значения диаметра и геометрического аль-
бедо для астероида Apophis: D = 0.34 ± 0.04 км,
pV = 0.35 ± 0.10. Мы оценили (Быкова, Галушина,
2009) как влияют неопределенности в значениях
альбедо и диаметра на положение астероида. На

Рис. 2. Структура возмущений астероида (99942) Apophis до тесного сближения с Землей в апреле 2029 г. (а) и до 2115 г. (б).
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рис. 3 представлено расстояние между положени-
ями Apophis, полученными на один и тот же мо-
мент времени с граничными значениями альбедо
(0.34 и 0.36) и диаметра (300 и 380 м). Результаты
показывают, что если до сближения в 2029 г. вли-
яние незначительно и не превышает ошибки на-
чальных данных, то после резкого изменения ор-
биты в апреле 2029 г. небольшие отклонения уве-
личиваются на несколько порядков и составляют
миллионы километров.

Как упоминалось выше, наибольшее возмуща-
ющее воздействие на движение астероидов ока-
зывают большие планеты, поэтому очень важно
знать их положение с хорошей точностью. В на-
стоящее время создано несколько вариантов эфе-
мерид планет Солнечной системы (Folkner и др.,
2014; Питьева и др., 2019; Fienga и др., 2019) и раз-
рабатываются новые. В работе (Соколов и др.,
2008) проведено сравнение расчета эволюции ор-
биты астероида (99942) Apophis с использованием
эфемерид DE403, DE405 и EPM2004, оценено их
влияние на моменты сближений 2029 и 2036 гг. и
расстояние до геоцентра. Если в 2029 г. расстоя-
ние отличается на десятки километров, а момент
времени совпадает до сотых долей секунды, то к
2036 г. отличия достигают часов и миллионов ки-
лометров.

МЕТОДЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ
Численное моделирование орбитального дви-

жения АСЗ основано на дифференциальных
уравнениях, которые не интегрируются аналити-
чески. Поэтому они решаются приближенно чис-
ленными методами на компьютере. Этот процесс –
пошаговый. Предположим, известны положение

и скорость астероида на какой-то начальный мо-
мент времени. Численным методом получаются
другие положение и скорость на следующий
близкий момент, которые принимаются за на-
чальные на следующем шаге, и так шаг за шагом
рассчитываются динамические состояния объек-
та до заданного удаленного момента времени. Та-
ким образом, орбита как бы собирается по кусоч-
кам, т.е. интегрируется.

Численное интегрирование реализуется в так
называемых интеграторах, которые представляют
собой программные процедуры. Образно говоря,
интегратор – это сердце или мотор компьютер-
ной орбитальной модели, и эффективность чис-
ленного моделирования во многом зависит от то-
го, насколько удачно интегратор справляется с
дифференциальными уравнениями, описываю-
щими непростое движение АСЗ.

В предисловии к своей монографии (Hairer
и др., 2002) авторы пишут: “В последние десяти-
летия теория численных методов для обыкновен-
ных дифференциальных уравнений достигла
определенной зрелости…”. Это же косвенно под-
тверждает и тот факт, что за последние почти
тридцать лет в этой области не произошло ничего
революционного. По мнению авторов настоящей
работы, пожалуй, крупными результатами из по-
следних стали открытие геометрических свойств
некоторых методов Рунге–Кутты (Sanz-Serna,
1988; Lasagni, 1988), а также оригинальные со-
ставные симплектические методы Йошиды
(Yoshida, 1990) и многошаговые симметричные
методы Куинлэна–Тремейна (Quinlan, Tremaine,
1990) на рубеже еще 1980–1990-х гг. прошлого века.

Рис. 3. Влияние на движение астероида (99942) Apophis неопределенности значений альбедо (а, б) и диаметра (в, г) для
тесных сближений с Землей в апреле 2029 г. и до 2115 г.
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В теории численных методов для решения
обыкновенных дифференциальных уравнений
можно выделить пять больших групп методов:
1) Рунге–Кутты; 2) коллокационные; 3) экстра-
поляционные; 4) многошаговые; 5) геометриче-
ские (Hairer и др., 2002), которые включают в себя
симплектические, симметричные и проекцион-
ные методы. Помимо специально разработанных,
в последнюю группу также входят некоторые ме-
тоды первой, второй и четвертой групп. Некото-
рые методы Рунге–Кутты являются коллокаци-
онными.

В небесной механике для численного модели-
рования орбитального движения широко исполь-
зуются такие яркие представители этих групп как
вложенный метод (Рунге–Кутты) Дормана–
Принса 8(7) (Prince, Dormand, 1981), коллокаци-
онные методы Эверхарта (Everhart, 1974), экстра-
поляционный метод Грэгга–Булирша–Штера
(Gragg, 1965; Bulirsch, Stoer, 1966), многошаговые
методы Адамса–Мультона–Башфорта (Moulton,
1926), симметричные многошаговые методы Ку-
инлэна–Тремейна (Quinlan, Tremaine, 1990), а
также уже упоминавшиеся симплектические ме-
тоды Йошиды (Yoshida, 1990).

Несмотря на то что дифференциальные урав-
нения орбитального движения АСЗ по конструк-
ции относительно простые (в сравнении, скажем,
с уравнениями движения ИСЗ), их решения до-
статочно нетривиальные в плане численного ин-
тегрирования. Орбиты АСЗ, как правило, сильно
эксцентричны и усложнены тесными сближения-
ми с планетами, поэтому интегрировать их целе-
сообразно методами высоких порядков (от 10-го
и выше) с переменным шагом.

Вложенный (явный) метод Рунге–Кутты по-
рядка 12(10), максимального в настоящее время,
получен Feagin (2012). Как и все вложенные мето-
ды, он позволяет выполнять численное интегри-
рование с переменным шагом в соответствии с за-
даваемой локальной точностью (для вложенного
решения). Однако метод Фейгина – 25-этапный,
т.е. он требует 25 вычислений функций диффе-
ренциальных уравнений на шаге, тогда как, на-
пример, любой (неявный) коллокационный ме-
тод на разбиении Гаусса–Лежандра – 6-этапный
и при реализации с двумя итерациями для опре-
деления промежуточных решений на шаге требу-
ет только 12 вычислений функций дифференци-
альных уравнений.

Экстраполяционные методы также весьма
трудоемкие, поскольку объем вычислений для
них пропорционален квадрату порядка. Так, на-
пример, экстраполяционный метод Грэгга–Бу-
лирша–Штера 8-го порядка требует на шаге 24
вычисления функций дифференциальных урав-
нений, а 12-го порядка – уже 48.

Многошаговые методы высоких порядков
применительно к дифференциальным уравнени-
ям в прямоугольных координатах имеют ограни-
чение сверху на величину шага и, таким образом,
не позволяют выполнять интегрирование с боль-
шим шагом, даже если он обеспечивает задавае-
мую локальную точность, поскольку многошаго-
вая схема становится неустойчивой (Авдюшев,
2015). Причем это ограничение тем ниже, чем вы-
ше порядок схемы. По этой причине, если вычис-
ления выполняются в компьютерной арифметике
с двойной точностью, 10-й порядок является мак-
симальным для практической реализации неяв-
ной схемы Адамса–Мультона–Башфорта, так
как для более высоких порядков при допустимо
максимальной величине шага методические
ошибки становятся значительно меньше вычис-
лительных ошибок.

Вследствие нерегулярности орбитального дви-
жения АСЗ, усложненного гравитационными ма-
неврами, использование геометрических методов
(симплектических и симметричных) нецелесооб-
разно, к тому же их геометрические свойства со-
храняются лишь при постоянном шаге.

Подходящий выбор для высокоточного чис-
ленного моделирования орбит АСЗ, на наш
взгляд, – это коллокационные методы (Guillou,
Soule, 1969; Wright, 1970; Hairer и др., 2008). При-
мечательной особенностью коллокационных ме-
тодов является то, что их теоретическая основа,
как и программная реализация, универсальна для
любого порядка (Авдюшев, 2015; 2020). Практи-
чески, порядок определяется разбиением на ша-
ге, а именно количеством и спецификой распре-
деления узловых значений, через которые выра-
жаются все остальные константы интегратора.
Кроме того, в отличие от других методов, колло-
кационные позволяют на каждом шаге легко кон-
струировать приближенное аналитическое реше-
ние (коллокационный полином), чем удобно
пользоваться для частого вывода результатов на
плотной временной сетке.

Все коллокационные методы являются неяв-
ными, поэтому их схемы интегрирования реали-
зуются итерационно для определения промежу-
точных решений внутри шага в узловых точках.
Хотя аналитическое решение на каждом текущем
шаге позволяет получать достаточно хорошие на-
чальные приближения промежуточных решений
на следующем шаге, что повышает скорость схо-
димости итерационного процесса до двух–трех
итераций. Если выполняются две итерации, то на
разбиениях Гаусса (Лежандра, Радау или Лобатто)
количество вычислений функций дифференци-
альных уравнений на шаге равно порядку колло-
кационного метода.

Технически коллокационная схема интегри-
рования получается путем замены функции диф-
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ференциального уравнения его полиномиальным
интерполянтом по безразмерной независимой
переменной и последующим взятием определен-
ных интегралов левой и правой частей уравнения
с предельными значениями 0 и 1 (граничные зна-
чения безразмерной переменной на шаге). Фор-
мулы для промежуточных решений получаются
таким же способом, но с заменой верхнего пре-
дельного (единичного) значения на узловое.

Если для интерполяции функции дифференци-
ального уравнения применить полином Лагранжа,
получается коллокационная схема Рунге–Кутты
(Guillou, Soule, 1969; Wright, 1970). Everhart (1974)
применил канонический полином, который дает
простое по форме решение. Чтобы связать его ко-
эффициенты с узловыми значениями функций
дифференциальных уравнений, автор прибегает
к разделенным разностям интерполяционного
полинома Ньютона, которые непосредственно
определяются из узловых значений. Между тем,
коэффициенты канонического полинома выра-
жаются через разделенные разности посредством
линейных соотношений. Несмотря на столь
сложную реализацию, метод Эверхарта, тем не
менее, работает эффективнее коллокационных
методов Рунге–Кутты (Авдюшев, 2022).

В небесной механике метод Эверхарта являет-
ся одним из наиболее популярных для решения
задач орбитальной динамики. Помимо оригиналь-
ного интегратора Эверхарта RADAU (Everhart,
1985), на практике также используются его моди-
фикации: IAS15 (Rein, Spiegel, 2015) и GAUSS32
(Авдюшев, 2010; 2015).

Используя полином Ньютона в качестве ин-
терполянта, Авдюшев (Авдюшев, 2020; Авдюшев
и др., 2021) разработал серию интеграторов LOBBIE
до 32-го порядка для решения дифференциаль-
ных уравнений 1-го и 2-го порядков, а также сме-
шанных систем уравнений 1-го и 2-го порядков.
В динамической астрономии смешанные системы
применяются для исследования динамического
хаоса (Cincotta и др., 2003), а также для линеари-
зации, регуляризации и стабилизации уравнений
орбитальной динамики (Kustaanheimo, Stiefel,
1965; Burdet, 1968; Baumgarte, 1972; Шефер, 1991).
Преобразования дифференциальных уравнений
повышают эффективность их численного инте-
грирования, а, учитывая, что динамические урав-
нения 2-го порядка интегрируются точнее, неже-
ли 1-го порядка, интегратор LOBBIE совместно с
линейными, регулярными и стабилизированны-
ми уравнениями может представлять собой мощ-
ное ядро для компьютерной модели движения
АСЗ (Авдюшев и др., 2021).

НАЧАЛЬНАЯ ОРБИТАЛЬНАЯ 
НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЬ

Наблюдения любого небесного тела, как бы
тщательно они ни выполнялись, всегда обреме-
нены ошибками различного происхождения, не-
устранимыми в силу своей случайности. При
определении орбиты из наблюдений, т.е. при ре-
шении обратной задачи орбитальной динамики,
такие ошибки неизбежно вызывают ошибки в ор-
битальных параметрах. Для изучения параметри-
ческой неопределенности вследствие случайных
ошибок наблюдений в настоящее время на прак-
тике часто используются стохастические (Монте-
Карло) методы (Milani, 1999; Bordovitsyna и др.,
2001; Virtanen и др., 2001; Muinonen и др., 2006;
Avdyushev, Banschikova, 2007; Desmars и др., 2009;
Emel’yanov, 2010; Avdyushev, 2011; 2017; 2022; Del
Vigna, 2020). Стохастический подход позволяет
численно моделировать так называемое облако
неопределенности в параметрическом простран-
стве на заданную (начальную) эпоху, дискретно
представляющее пространственное вероятност-
ное распределение точного, но неизвестного ди-
намического состояния относительно оценочного,
полученного из наблюдений, как конечное мно-
жество виртуальных динамических состояний.

Обычно, прибегают к линейным стохастиче-
ским методам, основанным на ковариационной
матрице параметрических ошибок, которая все-
гда доступна после определения параметров ор-
биты (Сюсина и др., 2012). Фактически, ковариаци-
онная матрица описывает параметрическую неопре-
деленность в рамках линеаризованной обратной
задачи. Поэтому параметрическая неопределенность
дискретно представляется в виде эллипсоидального
облака виртуальных динамических состояний,
плотность которого соответствует вероятностной
плотности нормального распределения. Между
тем, любая обратная задача орбитальной динами-
ки является нелинейной. Таким образом, факти-
ческая параметрическая неопределенность не со-
ответствует нормальному распределению. Одна-
ко при слабой нелинейности ковариационная
матрица может быть вполне пригодной для моде-
лирования облака неопределенности.

Сильная нелинейность часто возникает в тех
обратных задачах, где параметрическая неопреде-
ленность велика, т.е. когда орбита определяется
плохо из-за скудности наблюдательной инфор-
мации о движении небесного тела. Нелинейность
очень сильно влияет на протяженное распределе-
ние виртуальных динамических состояний (осо-
бенно периферийных), так что облако неопреде-
ленности может существенно отличаться от эллип-
соидального. В этом случае приходится прибегать к
нелинейным стохастическим методам.

Стохастическое моделирование параметриче-
ской неопределенности на основе наблюдатель-
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ной информации имеет особое значение в задачах
астероидной опасности при оценивании вероят-
ности столкновения астероидов с Землей. Наибо-
лее слабая нелинейность обратной задачи дости-
гается, если начальная эпоха находится внутри
периода наблюдения, хотя нелинейность может
быть еще достаточно сильной в плане стохастиче-
ского моделирования. Для этой эпохи на основе
наблюдательной информации моделируется об-
лако неопределенности, а затем отображается
(распространяется) орбитальной моделью в фи-
зическое пространство на период сближения не-
бесных тел. Относительная масса облака, проник-
шая в тело планеты при сближении астероида, как
раз и дает вероятностную оценку ожидаемого
столкновения с астероидом. Очевидно, что ее на-
дежность непосредственно зависит от адекватности
начального облака. В этом отношении нелинейные
стохастические методы являются незаменимым
инструментом, особенно при моделировании
огромных начальных облаков неопределенности.

Если астероид наблюдался на очень короткой
дуге, облако начальной неопределенности в пара-
метрическом пространстве, вообще говоря, весь-
ма протяженное и вытягивается вдоль некоторой
кривой, соответствующей наименьшей скорости
изменения целевой функции обратной задачи.
В линейном случае это – прямая линия, направ-
ленная вдоль наибольшей полуоси доверительно-
го эллипсоида. Учитывая эту особенность, Milani
(1999) предложил моделировать распределение
виртуальных динамических состояний непосред-
ственно на этой кривой. Он назвал свой подход
методом линии вариаций (LoV; line of variations).

Развивая подход Milani, Muinonen и др. (2006)
разработали многомерный метод, основанный на
однопараметрическом пятимерном отображе-
нии. Авторы назвали его методом объема вариа-
ций (VoV; volume of variations). Суть его состоит в
том, что: 1) для каждого виртуального динамиче-
ского состояния на линии вариации определяется
линейная локальная аппроксимация внутри пяти-
мерного подпространства, ортогонального этой
прямой; 2) затем для этого подпространства вычис-
ляется ковариационная матрица, 3) которая ис-
пользуется для моделирования (линейно) пяти-
мерного множества виртуальных динамических
состояний. В результате получается шестимерное
облако неопределенности.

Интересный подход для стохастического мо-
делирования орбитальной неопределенности был
предложен Virtanen и др. (2001). Он реализуется
поэтапно: 1) из всей выборки угловых наблюде-
ний случайным образом выбираются два; 2) в эти
наблюдения и соответствующие модельные топо-
центрические расстояния вводятся случайные,
равномерно распределенные величины, соответ-
ствующие ошибкам угловых наблюдений и воз-

можным вариациям дальности до наблюдаемого
объекта; 3) по сферическим топоцентрическим
координатам (прямому восхождению, склоне-
нию и дальности) сначала получают два топоцен-
трических вектора положения, а затем путем па-
раллельного сдвига определяют два вектора поло-
жения в системе отсчета, относительно которой
моделируется орбитальное движение; 4) для этих
двух положений каким-либо методом предвари-
тельного определения орбиты (например, мето-
дом Гаусса) находится вектор динамического со-
стояния на один из двух моментов наблюдений.
После многократного выполнения последова-
тельности этих этапов формируется облако вир-
туальных динамических состояний. Авторы на-
звали свой подход статистической орбитальной
дальнометрией (statistical orbital ranging).

Метод линии вариации предполагает наличие
одной доминирующей составляющей в парамет-
рической неопределенности. Однако на самом
деле таких доминирующих составляющих две, так
как при обработке угловых наблюдений по очень
короткой дуге расстояние от наблюдателя до на-
блюдаемого объекта, а также его радиальная ско-
рость неизвестны. Для моделирования двумерной
параметрической неопределенности использует-
ся метод многообразия вариаций (MoV; manifold
of variations) (Del Vigna, 2020). Метод производит
выборку допустимых значений дальности и ради-
альной скорости на начальную эпоху, а затем для
каждой пары подгоняет к наблюдениям так назы-
ваемые атрибутивные параметры (attributable ele-
ments) (Milani и др., 2004) (прямое восхождение,
склонение и их производные). Полученные сфе-
рические координаты и их производные дают
виртуальные динамические состояния, формиру-
ющие двумерное облако неопределенности в
пространстве параметров.

Несмотря на то что представленные методы не
являются линейными, их нельзя рассматривать
как строго нелинейные методы, адекватные ис-
ходной обратной задаче, поскольку каждый из
них основан на том или ином упрощении или
ограничении: метод линии вариации одномер-
ный; его обобщенный многомерный аналог ис-
пользует линейную аппроксимацию в некотором
пятимерном подпространстве параметров; при
статистической орбитальной дальнометрии стро-
ится облако неопределенности в рамках предва-
рительного определения орбиты по двум положе-
ниям; а метод многообразия вариаций является
двумерным. Следовательно, при сильной нели-
нейности эти методы практически необоснован-
ны и могут оказаться неэффективными для стоха-
стического моделирования параметрической не-
определенности.

Альтернативным стохастическим методом для
моделирования орбитальной неопределенности
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является бутстрэп-метод (Efron, 1979; Desmars
и др., 2009; Emel’yanov, 2010; Avdyushev, 2011). Он
основан на многократном решении обратной за-
дачи при использовании искусственных выборок
наблюдений того же объема, что и для исходной
выборки, но составленных из реальных наблюде-
ний путем случайного выбора с возвращением.
Примечательной особенностью бутстрэп-метода,
в отличие от других нелинейных методов, являет-
ся то, что он не требует знания реального распре-
деления ошибок наблюдения. Тем не менее метод
является математически необоснованным, и даже
в слабонелинейном случае его результаты плохо
согласуются с результатами других нелинейных
методов (Avdyushev, 2011).

В сильно нелинейном случае для моделирова-
ния облака неопределенности можно прибегнуть
к методу возмущенных (зашумленных) наблюде-
ний (также известному как observational Monte-
Carlo) (Press и др., 1987; Avdyushev, 2011; 2017). Он
реализуется путем многократного решения об-
ратной задачи для различных выборок наблюде-
ний, моделируемых добавлением к реальным на-
блюдениям малых вариаций, распределенных по
нормальному закону с дисперсией ошибок на-
блюдений и нулевым средним. В результате мно-
жество всех решений будет представлять облако
неопределенности.

Несмотря на то, что метод адекватен исходной
обратной задаче (Avdyushev, 2017), его реализация
сопряжена с некоторыми сложностями. Посколь-
ку обратная задача нелинейна, она решается итера-
ционно каким-либо методом оптимизации для
минимизации целевой функции, как правило,
методом Гаусса–Ньютона. При моделировании
облака неопределенности, за неимением лучше-
го, решение, полученное из реальных наблюде-
ний, используется в качестве начального прибли-
жения, которое порой может быть очень грубым,
особенно при моделировании периферийных
виртуальных динамических состояний. Это при-
водит либо к большому количеству итераций, ли-
бо к расходимости итерационного процесса в худ-
шем случае.

В своей работе Avdyushev (2022) предложил
оригинальный нелинейный метод стохастиче-
ского моделирования параметрической неопре-
деленности, который также адекватен исходной
обратной задаче и не требует дополнительных
предположений или упрощений для реализации,
а кроме того, лишен недостатка метода возму-
щенных наблюдений. Технически этот подход
можно рассматривать как многомерное обобще-
ние метода Милани. Он реализуется как пошаговое
решение дифференциального уравнения, описы-
вающего в параметрическом пространстве пере-
ход от оценки, получаемой из наблюдений, к вир-
туальному решению, но, в отличие от подхода

Милани, в произвольном, а не выборочном на-
правлении.

ХАРАКТЕРИСТИКИ ХАОТИЧНОСТИ

Сколь близко бы не располагались точки в на-
чальном облаке неопределенности, со временем
они расходятся в фазовом пространстве коорди-
нат и компонент скорости. Пока это расхождение
линейно, возможен достоверный прогноз движе-
ния, но как только частицы начинают разбегаться
экспоненциально, то размеры облака неопреде-
ленности стремительно увеличиваются, и вскоре
прогнозирование становится невозможным.

Для определения времени предсказуемости
движения служат показатели хаотичности, клас-
сическим из которых является ляпуновское вре-
мя (Лихтенберг, Либерман, 1984; Мюррей, Дер-
мотт, 2009). Однако данный показатель непросто
применять для исследования движения АСЗ, по-
скольку он требует интегрирования на значитель-
ные интервалы времени. Кроме того, в ряде слу-
чаев затруднена интерпретация полученных ре-
зультатов.

Решение указанных проблем принесла разра-
ботка так называемых быстрых показателей хао-
тичности, первым из которых стал FLI (Fast Lya-
punov Indicator) (Froeschle и др., 1997; Shevchenko,
2020), а наиболее популярным – MEGNO (Mean
Exponential Growth factor of Nearby Orbit) (Cincotta
и др., 2003). Если осредненный параметр MEGNO
линейно растет, то можно говорить об экспонен-
циальном расхождении близких орбит, т.е. о про-
явлении хаотичности. В работе (Шефер, Коксин,
2013) предложен ряд модификаций параметра
MEGNO, в частности, ортогональный MEGNO
(OMEGNO), преимуществом которого является
возможность разделять устойчивые и неустойчи-
вые квазипериодические орбиты.

На рис. 4 в качестве примера показана эволю-
ция параметров MEGNO (черным цветом) и
OMEGNO (серым цветом) для астероида (3200)
Phaethon. Данный объект испытывает многочис-
ленные тесные сближения с планетами земной
группы, что приводит к линейному росту изучае-
мых параметров и переходу через значение 2 в
окрестности 5000 г., что свидетельствует о хао-
тичности орбиты. До этого времени орбита явля-
ется квазипериодической, а тот факт, что пара-
метр OMEGNO принимает значения  гово-
рит об устойчивости орбиты. Следует отметить,
что в данном случае для исследования хаотично-
сти подходят оба параметра, но OMEGNO явля-
ется более информативным.

⊥ < 2,Y
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ОРБИТАЛЬНЫЕ И ВЕКОВЫЕ РЕЗОНАНСЫ
Значительное влияние на движение астерои-

дов оказывают орбитальные и вековые резонансы:
устойчивые соизмеримости способствуют стаби-
лизации движения и в ряде случаев служат защит-
ным механизмом от сближений, неустойчивые
же (а также перекрытие различных резонансов)
могут приводить к хаотичности. Орбитальные ре-
зонансы обусловлены соизмеримостью средних
движений астероида и планеты, вековые же (ап-
сидально-нодальные) связаны с соизмеримостью
скоростей прецессии орбит изучаемого объекта и
возмущающего тела.

Резонансы средних движений давно являются
предметом пристального внимания небесных ме-
хаников (Гребеников, Рябов, 1978; Мюррей, Дер-
мотт, 2009), в этой области достигнуты суще-
ственные успехи (см., например, de la Fuente Mar-
cos C., de la Fuente Marcos R., 2019; Qi, de Ruiter,
2019; Fenucci и др., 2022; Li и др., 2019; Pokorny,
Kuchner, 2021; Kaplan, Cengiz, 2020), в том числе
сделаны попытки автоматической классифика-
ции резонансов (Carruba и др., 2022).

Иначе обстоит дело с вековыми резонансами:
несмотря на то, что теория была разработана еще
в прошлом веке (Kozai, 1962; Williams, 1969;
Froeschle, Scholl, 1989), практические исследова-
ния применительно к движению АСЗ весьма не-
многочисленны (Froeschle и др., 1995; Michel,
Froeschle, 1997; de la Fuente Marcos C., de la Fuente
Marcos R., 2016; Емельяненко В.В., Емельянен-
ко Н.Ю., 2018; Галушина, Самбаров, 2019). По-
видимому, данный факт обусловлен тем, что к
рассматриваемым объектам неприменимы ана-

литические методы, а использование численных
методов приводит к быстрому накоплению оши-
бок округления в окрестности тесных сближений.
В результате интервал исследования в лучшем
случае охватывает один–два периода либрации
резонансного аргумента, что часто недостаточно
для объективных выводов о резонансном поведении.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в данном кратком обзоре рас-
смотрены основные методы моделирования дви-
жения астероидов, перечислены существенные
погрешности, возникающие на разных этапах ис-
следования, показано, что наибольший вклад
вносит ошибка начальных данных. Отдельное
внимание в работе уделено таким особенностям
движения, как орбитальные и вековые резонансы
и хаотичность. Кроме того, подробно рассмотре-
ны различные модели сил. Для иллюстрации не-
которых аспектов при изложении использованы
результаты исследования движения астероидов
(99942) Apophis и (3200) Phaethon.

Несмотря на большой прогресс в развитии ме-
тодов прогнозирования движения астероидов,
сближающихся с Землей, массовый высокоточ-
ный прогноз всей популяции остается мечтой
ученых. Самой большой еще нерешенной про-
блемой, на наш взгляд, является количество и ка-
чество наблюдений, поскольку именно они опре-
деляют параметрическую ошибку. Другой сторо-
ной данной проблемы оказывается неполное
знание физических параметров астероидов, что
затрудняет учет ряда негравитационных возму-
щений, таких, как эффект Ярковского и световое
давление. Методы численного интегрирования
также задают некоторые ограничения на возмож-
ности прогнозирования, которые, однако, больше
обусловлены быстродействием, чем точностью
методов, поскольку исследования вероятностной
орбитальной эволюции требуют изучения пове-
дения большого числа тестовых частиц. Отдель-
ного внимания заслуживает проблема хаотично-
сти движения, которая представляется нам прак-
тически неразрешимой.

Работа выполнена с использованием оборудо-
вания центра коллективного пользования “Тер-
скольская обсерватория”.

Работа выполнена в рамках государственного
задания Министерства науки и высшего образо-
вания Российской Федерации (тема № FSWM-
2020-0049).
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