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ПРОГНОЗИРОВАНИЕ ОЖИДАЕМЫХ ДОХОДОВ
В ОТКРЫТЫХ МАРКОВСКИХ СЕТЯХ
С ЗАЯВКАМИ РАЗЛИЧНЫХ КЛАССОВ
И РАЗЛИЧНЫМИ ОСОБЕННОСТЯМИ

Рассматривается система разностно-дифференциальных уравнений,
которой удовлетворяют ожидаемые доходы открытых марковских сетей
массового обслуживания с различными особенностями. Число состояний
сети в этом случае и число уравнений в данной системе бесконечно.
Потоки поступающих в сеть заявок являются простейшими и независи-
мыми, времена обслуживания заявок распределены по экспоненциаль-
ным законам. Доходы от переходов между состояниями сети являются
детерминированными функциями, зависящими от ее состояний; доходы
систем в единицу времени, когда они не меняют своих состояний, так-
же зависят только от этих состояний. Для решения системы разностно-
дифференциальных уравнений предлагается модифицированный метод
последовательных приближений, совмещенный с методом рядов. Пред-
ставлен пример анализа марковской G-сети с сигналами и групповым
удалением положительных заявок. Найденные ожидаемые доходы пока-
зывают, что они могут быть возрастающими и убывающими функциями
времени; могут принимать положительные и отрицательные значения.
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1. Введение

Cистемы массового обслуживания (СМО) с доходами в стационарном ре-
жиме были введены в рассмотрение в [1], а сети – в [2]. Обзор результатов,
полученных по системам и сетям массового обслуживания (СеМО) с дохо-
дами в стационарном режиме, содержатся в [3]. Он посвящен нахождению
средних доходов в системах сетей, зависящих только от их состояний и не
зависящих от времени, и решению методом динамического программирова-
ния задачи нахождения оптимальных интенсивностей обслуживания заявок
в системах. Доходы от переходов между состояниями сети при этом не учиты-
вались. СеМО с доходами в нестационарном (переходном) режиме изучались
в [4, 5]. Заявка при переходе из одной СМО в другую приносит последней
некоторый доход, а доход первой СМО уменьшается на эту величину. При
этом доходы от переходов между состояниями сетей зависели от их состоя-
ний и времени или являлись случайными величинами (СВ) с заданными мо-
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ментами первого и второго порядков. В обзорной статье [6] приведены ре-
зультаты по анализу, оптимизации и выбору оптимальных стратегий управ-
ления в марковских сетях с доходами, описаны различные применения их
в качестве стохастических моделей прогнозирования ожидаемых доходов в
информационно-телекоммуникационных системах и сетях, когда, например,
обслуживание заявок на сервере приносит доход обслуживателю, а также
в страховых компаниях, логистических транспортных системах, производ-
ственных системах и других объектах. Как известно, функционирование лю-
бой марковской СеМО можно описать при помощи цепей Маркова с непре-
рывным временем и, как правило, с большим или счетным числом состояний.
В простейшем случае марковские цепи с небольшим числом состояний и до-
ходами от переходов между состояними, являющимися константами, были
рассмотрены в монографии [7].
Марковские СеМО с различными особенностями одного и многих классов

без учета доходов рассматривались многими авторами [8–13]. В них же пред-
ставлены условия существования стационарного режима и показано, что, как
и для почти всех марковских сетей, стационарное распределение вероятно-
стей имеет мультипликативный вид (форму произведения). Отметим также,
что марковские сети с положительными и отрицательными заявками были
введены в рассмотрение E. Gelenbe [8] как модели поведения компьютерных
вирусов в информационно-телекоммуникационных системах и сетях и назы-
ваются ныне G-сетями. Обзор результатов по анализу таких сетей и их при-
менению приведен в [14–16]. G-сети с положительными и отрицательными за-
явками многих классов в стационарном режиме в случае, когда число классов
обоих типов одинаково, рассматривались в [17–18]. Нахождение нестационар-
ных вероятностей состояний марковской G-сети с положительными и отри-
цательными заявками многих классов модифицированным методом последо-
вательных приближений, совмещенным с методом рядов, изложено в [19], а
для G-сети с сигналами и групповым удалением заявок – в [20].
В последние годы большое внимание было уделено исследованию марков-

ских сетей с доходами и различными особенностями: c ограниченным време-
нем ожидания заявок и ненадежными СМО [21, 22]. В случае, когда доходы
от переходов между состояниями сети являются случайными величинами с
заданными моментами первых двух порядков, для нахождения ожидаемых
доходов систем сети и дисперсий доходов был предложен приближенный ме-
тод, точность которого возрастает, если СМО сети функционируют в усло-
виях высокой или, наоборот, низкой нагрузки. В [23] рассматривалась мар-
ковская сеть с доходами и положительными и отрицательными заявками в
случаях, когда доходы от переходов между состояниями детерминированы
и могут зависеть от ее состояний. Для сети, допускающей мульпликативное
представление для совместного стационарного распределения вероятностей
состояний, для ожидаемых доходов систем сети выведена система разностно-
дифференциальных уравнений (РДУ), для решения которой также предло-
жено использовать метод последовательных приближений, совмещенный с
методом рядов. В данной статье эти результаты обобщены на случай любых
марковских сетей с заявками многих классов.
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2. Анализ доходов в марковских сетях методом последовательных
приближений, совмещенным с методом рядов

На основании ранее полученных результатов [6, 21–27] было замечено, что
в общем случае систему РДУ для ожидаемых доходов открытой марковской
сети, в которой могут присутствовать положительные и отрицательные заяв-
ки и сигналы различных классов, системы обслуживания могут подвергаться
поломкам, заявки могут быть “нетерпеливыми” и с иными различными осо-
бенностями, можно записать в общем случае в виде

d�V (�d,�k,�l, t)

dt
= −Λ(�d,�k,�l)�V (�d,�k,�l, t) +

+

n∑
i∗,j∗=0

Ψr∑
α,β,γ,θ,η=0

∞∑
m=0

1∑
b=0

Θi∗j∗αmβbγθη(�d,�k,�l) ×

× �V
(
�d+ Ii∗ − Ij∗, �k + Ĩα +mĨβ − bĨγ ,�l + Ĩθ − Ĩη, t

)
+ �E(�d,�k,�l),

(1)

где Ĩα – вектор размерности Ψr, состоящий из нулей, за исключением ком-
поненты с номером α, которая равна 1, Ψ – некоторое целое положительное
число, r – число типов заявок, Iα – вектор размерности n, состоящий из ну-
лей, за исключением компоненты с номером α, которая равна 1, �d – вектор
размерности n с компонентами di, где di – количество исправных линий об-
служивания в i-той СМО, �k – вектор размерности Ψr с компонентами kic,
где kic – количество положительных заявок типа c в i-й СМО, �l – вектор
размерности Ψr с компонентами lic, где lic – количество сигналов типа c в i-й
СМО, i = 1, n, c = 1, r. Здесь �V (�d,�k,�l, t) = (v1(�d,�k,�l, t), . . . , vn(�d,�k,�l, t))T , где
T – знак транспонирования, vi(�d,�k,�l, t) – ожидаемый доход, который полу-
чает i-я СМО за время t, если в начальный момент времени сеть находится
в состоянии (�d,�k,�l),Λ(�d,�k,�l), �E(�d,�k,�l) – некоторые функции, различные для
каждой сети обслуживания, �E(�d,�k,�l) = (E1(�d,�k,�l), . . . , En(�d,�k,�l))T .
Будем считать, что ряд

n∑
i∗,j∗=0

Ψr∑
α,β,γ,θ,η=0

∞∑
m=0

1∑
b=0

Θi∗j∗αmβbγθη(�d,�k,�l)(2)

сходится. Для марковских сетей, рассмотренных ранее [25–27], это было до-
казано.
Вектор �x = (�d,�k,�l) является вектором (2Ψr + n)-мерного пространства с

неотрицательными целочисленными компонентами. Поставим в соответствие
каждой точке этого пространства одновалентный тензор

Ξχ(�d,�k,�l) = Θi∗j∗αmβbγθη(�d,�k,�l),

где

χ = m(n+ 1)2(Ψr + 1)5 + β(n+ 1)2(Ψr + 1)4 + i∗(n+ 1)(Ψr + 1)4 +

+ j∗(Ψr + 1)4 + α(Ψr + 1)3 + γ(Ψr + 1)2 + θ(Ψr + 1) + η
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и двухвалентный тензор

Δiν

(
�V (�d,�k,�l, t)

)
= vi

(
�d+ Ii∗ − Ij∗, �k + Ĩα +mĨβ − bĨγ ,�l + Ĩθ − Ĩη, t

)
,

где

ν = m ∗ (n+ 1)2(Ψr + 1)5 + β∗(n+ 1)2(Ψr + 1)4 + ī(n+ 1)(Ψr + 1)4 +

+ j̄(Ψr + 1)4 + α∗(Ψr + 1)3 + γ∗(Ψr + 1)2 + θ∗(Ψr + 1) + η∗,

m∗, β∗, ī, j̄, α∗, γ∗, θ∗, η∗ – некоторые фиксированные, но не обязательно им
равные, значения индексов m,β, i∗, j∗, α, γ, θ, η соответственно. Будем счи-
тать, что Ξ0(�d,�k,�l) = −Λ(�d,�k,�l). Кроме того, образуем трехвалентный тен-
зор [28]

Tiνχ

(
�V (�d,�k,�l, t)

)
= Δiν

(
�V (�d,�k,�l, t)

)
Ξχ(�d,�k,�l).

Свернем данный тензор по второму и третьему индексу и обозначим полу-
ченную свертку через T ∗

iνχ(�d,�k,�l, t). Тогда система РДУ (1) примет вид

d�V (�d,�k,�l, t)

dt
= T ∗

iνχ

(
�V (�d,�k,�l, t)

)
+ �E(�d,�k,�l).(3)

Как следует из системы (3), ее решение можно представить в виде

�V (�d,�k,�l, t) = e−Λ(�d,�k,�l)t

⎛⎝�V (�d,�k,�l, 0) +

t∫
0

eΛ(
�d,�k,�l)xT ∗

iνχ

(
�V (�d,�k,�l, x)

)
dx+

+
�E(�d,�k,�l)

Λ(�d,�k,�l)

[
1 − e−Λ(�d,�k,�l)t

]⎞⎠ .

(4)

Обозначим через �Vq(�d,�k,�l, t) приближение �V (�d,�k,�l, t) на q-й итерации, и пусть
�Vq+1(�d,�k,�l, t) – решение системы (3), полученное методом последовательных
приближений. Тогда из (4) вытекает, что

�Vq+1(�d,�k,�l, t) = e−Λ(�d,�k,�l)t

⎛⎝�V (�d,�k,�l, 0)+

t∫
0

eΛ(
�d,�k,�l)xT ∗

iνχ

(
�Vq(�d,�k,�l, x)

)
dx+

+
�E(�d,�k,�l)

Λ(�d,�k,�l)

[
1 − e−Λ(�d,�k,�l)t

]⎞⎠ .

(5)

В качестве начального приближения возьмем стационарное значение дохода
�V0(�d,�k,�l, t) = �V (�d,�k,�l) = lim

t→∞
�V (�d,�k,�l, t), которое удовлетворяет соотношению

Λ(�d,�k,�l)�V (�d,�k,�l) = T ∗
iνχ

(
�V (�d,�k,�l, t)

)
+ �E(�d,�k,�l).(6)
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Для последовательных приближений справедливы следующие утверждения.

Те ор ем а 1. Последовательные приближения �Vq(�d,�k,�l, t), q = 0, 1, 2, . . . ,
сходятся при t→ ∞ к стационарному решению системы уравнений (3).

Те ор ем а 2. Последовательность �Vq(�d,�k,�l, t), q = 0, 1, 2, . . ., построен-
ная по схеме (5), при любом ограниченном по t нулевом приближении
�V0(�d,�k,�l, t) сходится при q → ∞ к единственному решению системы урав-
нений (3).

Те ор ем а 3. Каждое последовательное приближение �Vq(�d,�k,�l, t), q � 1,
представимо в виде сходящегося степенного ряда

�Vq(�d,�k,�l, t) =
∞∑
l=0

�gql(�d,�k,�l)t
l,(7)

коэффициенты которого удовлетворяют рекуррентным соотношениям:

�gq+1l(�d,�k,�l) =

=
−Λ(�d,�k,�l)l

l!

{
�V (�d,�k,�l, 0)−

�E(�d,�k,�l)

Λ(�d,�k,�l)
+
l−1∑
u=0

(−1)u+1u!

Λ(�d,�k,�l)u+1
T ∗
iνχ(�gql(�d,�k,�l))

}
,

(8)

�gq0(�d,�k,�l) = �V (�d,�k,�l, 0), �g0l(�d,�k,�l) = �V (�d,�k,�l, 0)δl0.

Доказательство теорем 1–3 приведено в Приложении 1.
Cистема уравнений (3) может быть сведена к системе счетного числа ли-

нейных неоднородных обыкновенных дифференциальных уравнений с посто-
янными коэффициентами, которая в матричной форме может быть записана
в виде

dUi(t)

dt
= Qi(t) +AUi(t),

где UTi (t) = (Ui(1, t), Ui(2, t), . . . , Ui(L, t), . . .) – искомый вектор ожидаемых
доходов i-той системы, L – номер переобозначенного состояния сети. Данную
систему можно решить прямым методом, используя матричную экспоненту
Ui(t) = eAtUi(0) +

∫ t
0 e

A(t−τ)Qi(τ)dτ , или численными методами. Но необхо-
димо помнить, что из-за неограниченности размерности матриц D,Qi(t) на
практике такой способ можно применить только в частных случаях, когда
они имеют специфический вид [24].
Аналогично, как в [22], можно показать, что если вектор Qi(t) не зависит

от времени, т.е. Qi(t) = Qi, то при больших t

Ui(t) = (DUi(t) +Qi)t = git+ Ui(0),

т.е. доход i-й системы линейно зависит от времени. Стационарное решение
для дохода i-системы существует и равно Ui(0), если DUi(t) +Qi – нулевой
вектор.
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3. Нахождение ожидаемых доходов G-сети с сигналами
и групповым удалением заявок

Будем рассматривать открытую G-сеть массового обслуживания с n одно-
линейными системами обслуживания (СМО). В i-ю СМО из внешней среды
поступает простейший поток обычных заявок (положительных) с интенсив-
ностью λ+0i и дополнительный поток сигналов, который также является про-
стейшим с интенсивностью λ

(c)
0i , i = 1, n. Все поступающие потоки независи-

мы. Положительная заявка при переходе из одной СМО в другую приносит ей
некоторый доход, а доход первой СМО уменьшается соответственно на эту
величину. Длительности обслуживания положительных заявок в i-й СМО
распределены по экспоненциальному закону с параметром μi, i = 1, n. После
окончания обслуживания положительной заявки в i-й СМО она направляется
в j-ю СМО с вероятностью p+ij опять как положительная заявка, а с вероят-

ностью p−ij как отрицательная заявка, и с вероятностью pi0 = 1 −
n∑
j=1

(p+ij + p−ij)

уходит из сети, i, j = 1, n.
Если в некоторый момент времени в i-й СМО находится ki � Bi положи-

тельных заявок, где Bi – целочисленная случайная величина, то при поступ-
лении в эту систему сигнала, действующего как отрицательная заявка, чис-
ло положительных заявок в ней уменьшается на Bi (уничтожается сразу Bi
положительных заявок). Если ki � Bi, то в i-й СМО не остается заявок. Слу-
чайная величина Bi определяет максимальный размер уничтожаемой группы
заявок в i-й СМО и подчиняется произвольному дискретному закону распре-
деления: P {Bi = m} = πim, m � 1, πim = 0, m � 0.
В сети циркулируют не только положительные заявки, но и сигналы. Сиг-

нал, поступающий в i-ю СМО, в которой нет положительных заявок, уходит
из сети, не оказывая на нее никакого влияния. В противном случае, когда
в нее поступает сигнал, могут произойти следующие события: поступающий
сигнал мгновенно перемещает положительную заявку из i-й СМО в j-ю СМО
с вероятностью qij, в этом случае сигнал называют триггером; или с вероят-

ностью qi0 = 1 −
n∑
j=1

qij сигнал срабатывает как отрицательная заявка и уни-

чтожает в i-й СМО группу положительных заявок.
Под состоянием сети в момент времени t будем понимать вектор (�k, t) =

= (k1, . . . , kn, t), где ki – количество положительных заявок в i-й СМО, кото-
рый образует однородную цепь Маркова с непрерывным временем и счетным
числом состояний. Требуется найти ожидаемые доходы систем сети в пере-
ходном режиме, зависящие от времени.
Пусть Ii – нулевой вектор размерности n, состоящий из нулей, за исклю-

чением компоненты c номером i , которая равна 1; u(x) – единичная функция
Хевисайда,

u(x) =

{
1, x > 0,

0, x � 0.
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Опишем возможные переходы цепи Маркова в состояние (�k, t) за время Δt:
1) из состояния (�k − Ij , t), j �= i: в этом случае в j-ю СМО за время Δt

поступит положительная заявка с вероятностью λ+oju(kj)Δt+ o(Δt), j = 1, n,
доход системы Si в этом случае составит ri(�k)Δt+ vi(�k − Ij , t); если i = j, то
доход системы Si составит r0i(�k − Ii) + vi(�k − Ii, t), где r0i(�k − Ii) – доход i-й
системы от данного перехода;
2) из состояния (�k + Ij, t), j �= i: при этом положительная заявка уходит из

сети во внешнюю среду или после завершения обслуживания переходит вm-ю
СМО как сигнал, если в ней не было заявок, вероятность такого события рав-
на (μjpj0 + μjp

−
jm(1 − u(km)))Δt + o(Δt), m, j = 1, n, доход системы Si в этом

случае составит ri(�k)Δt + vi(�k + Ij , t); если i = j, то доход системы Si соста-
вит −Ri0(�k + Ii) + vi(�k + Ii, t), где Ri0(�k + Ii) – доход i-й системы от данного
перехода;
3) из состояния (�k + Im − Id, t), m �= i, d �= j: в данном случае после окон-

чания обслуживания положительной заявки в m-й СМО она направляется
в d-ю СМО снова как положительная заявка или поступивший в m-ю СМО
сигнал мгновенно перемещает положительную заявку из системы m-й СМО в
l-ю СМО, вероятность этого события равна (μmp

+
mdu(kd)+λ

(c)
omqmdu(kd))Δt+

+o(Δt), m, d = 1, n, доход системы Si в этом случае составит ri(�k)Δt+

+vi(�k + Im − Id, t); если m = j, i = d, то доход Si составит −rji(�k+ Ij − Ii)+

+vi(�k + Ij − Ii, t); если k = i, j = d, то доход Si составит rij(�k − Ij + Ii)+

+vi(�k − Ij + Ii, t);
4) из состояния (�k+ Ij + Is− Ic, t), s, c, j �= i: в этом случае после окончания

обслуживания заявки в j-й СМО она направляется в s-ю СМО как сигнал,
который мгновенно перемещает положительную заявку из s-й СМО в СМО
с номером c; вероятность такого события равна μjp−jsqscu(kc)Δt+ o(Δt), до-
ход системы Si в этом случае составит ri(�k)Δt + vi(�k + Ij + Is − Ic, t); при
j = i доход составит −rics(�k) + vi(�k + Ij + Is − Ic, t); при s = i доход составит
rjci(�k) + vi(�k + Ij + Is − Ic, t); при c = i доход составит rjis(�k)+vi(�k+Ij+Is−
− Ic, t);
5) из состояния (�k +mIj, t), j �= i: в данном случае сигнал извне поступает

в j-ю СМО и уничтожает в ней группу положительных заявок величиной m;
вероятность такого события равна λ(c)oj qj0πjmΔt+ o(Δt); доход системы Si в
этом случае составит ri(�k)Δt + vi(�k +mIj , t); если i = j, то доход системы Si
составит −ri(�k +mIi)Δt+ vi(�k +mIi, t), где −Ri(�k +mIi) – доход i-й систе-
мы от данного перехода;
6) если сигнал поступает извне в j-ю СМО, j �= i, в которой нет заявок,

то он может дождаться любой группы заявок и уничтожить ее; вероятность
этого события равна

λ
(c)
oj qj0(1 − u(kj))πjm

m−1∑
r=1

P (�k + rIj)Δt+ o(Δt), i, j = 1, n,

110



доход системы Si в этом случае составит
m−1∑
r=1

ri(�k + rIj)Δt+ vi(�k + rIj, t); ес-

ли i = j, то
m−1∑
r=1

Ri(�k + rIj)Δt+ vi(�k + rIj, t);

7) из состояния (�k + Ij +mIs, t), j, s �= i: в этом случае после окончания
обслуживания заявки в j-й СМО она направляется в s-ю СМО как сигнал,
который уничтожает случайную группу положительных заявок; вероятность
такого события равна μjp−jsqs0πsmΔt+ o(Δt), j, s = 1, n, доход системы Si в
этом случае составит −ri(�k + Ij +mIs)Δt + vi(�k + Ij +mIi, t), при i = j он
будет равен ris(�k + Ii +mIs)Δt+ vi(�k + Ij +mIi, t), а при s = i равен Rji(�k+

+ Ij +mIi)Δt+ vi(�k + Ij +mIs, t);

8) если же после окончания обслуживания заявки в j-й СМО она направ-
ляется в s-ю СМО как сигнал, который не застает в этой СМО заявок, то
она дожидается любого числа заявок и уничтожает их; вероятность этого
события равна

μjp
−
js(1 − u(kj))qs0πsm

m−1∑
r=1

P (�k + Ij + rIs)Δt+ o(Δt), i, j, s = 1, n;

доход системы Si в этом случае при j = i составит
m−1∑
r=1

[ris(�k + Ii + rIs)Δt+

+ vi(�k + Ii +mIs, t)], при s = i он составит
m−1∑
r=1

[−Rji(�k + Ii + rIs)Δt + vi(�k +

+ Ii +mIs, t)];

9) из состояния (�k, t) при этом в каждую СМО Si не поступают положи-
тельные сигналы и в них за время Δt не обслужилось ни одной положи-
тельной заявки или сигнал поступает в пустую систему; вероятность этого
события равна

1 −
n∑
j=1

[
λ+oj +

(
λ
(c)
oj + μj

)
u(kj)

]
Δt+ o(Δt),

доход системы Si в этом случае составит ri(�k)Δt + vi(�k, t),

10) из остальных состояний: с вероятностью o(Δt).
В данном случае система РДУ для ожидаемых доходов имеет вид (3), где

Ei(�d,�k,�l) = Ei(�k) = ri(�k) + λ+oiu(ki)r0i(�k − Ii) −

− (
μipi0 + μip

−
im(1 − u(km))

)
Ri0(�k + Ii) −

−
(
μip

+
isu(ks) + λ

(c)
oi qisu(ks)

)
ris(�k + Ii − Is) −
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− μip
−
isqscu(kc)rics(�k) − λ

(c)
oj qj0

∞∑
m=0

πjmRi(�k +mIi) −

− λ
(c)
oj qj0(1 − u(ki))

∞∑
m=0

πjm

m−1∑
r=1

Ri(�k + rIi) −

− μip
−
isqs0

∞∑
m=0

πsmRji(�k + Ij +mIi) +

+ μjp
−
js(1 − u(kj))qs0

∞∑
m=0

πsm

m−1∑
r=1

ris(�k + Ii + rIs, t) −

−
n∑

j,s=1

μip
−
isqscu(kc)rjsi(�k) − μjp

−
jsqs0

∞∑
m=0

πsm

m−1∑
r=1

ris(�k +mIs),

Tiνχ

(
�V (�d,�k,�l, t)

)
= δi∗j∗δ�d�1nδθηδ�l�0

⎛⎝δb1δαiδγj
(
λ+0ju(kj) +

+
(
μjp

+
jiu(ki)

)
(1 − δij) +

n∑
s=1

(1 − δsi)(μipi0 + μip
−
is(1 − u(ks)))

)
+

+

n∑
j=1

(1 − δij)λ
(c)
0j qj0πjm +

n∑
s=1

(1 − δjs)μjp
−
jsqs0πsm +

+ u(m+ 1)μip
−
is(1 − u(ks))qs0πsm + δb1δαiδβjδγsμip

−
ijqjsu(ks)

⎞⎠×

× vi

(
�d+ Ii∗ − Ij∗ , �k + Ĩα +mĨβ − bĨγ ,�l + Ĩθ − Ĩη, t

)
,

где �1n – вектор размерности n, состоящий из единиц, δij – символ Кронекера.
Сходимость ряда (2) следует из неравенства

(
Ξχ(�d,�k,�l)�12Ψr+n

)∗
=

= δi∗j∗δ�d�1nδθηδ�l�0

⎛⎝δb1δαiδγjδm1

(
λ+0ju(kj) +

(
μjp

+
jiu(ki)

)
(1 − δij) +
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+ δm1

n∑
s=1

(1 − δsi)
(
μipi0 + μip

−
is(1 − u(ks))

))
+

+
n∑
j=1

(1 − δij)λ
(c)
0j qj0πjm +

n∑
s=1

(1 − δjs)μjp
−
jsqs0πsm +

+ μip
−
is(1 − u(ks))qs0u(m+ 1)πsm + δb1δαiδβjδγsμip

−
ijqjsu(ks)

⎞⎠ �

�
Ψr∑

α,β,γ,

⎛⎝δαiδγj
(
λ+0ju(kj) +

(
μjp

+
jiu(ki)

)
(1 − δij) +

+
n∑
s=1

(1 − δsi)
(
μipi0 + μip

−
is(1 − u(ks))

))
+

+

Ψr∑
α,β,γ,

∞∑
m=0

1∑
b=0

n∑
j=1

(1 − δij)λ
(c)
0j qj0πjm +

n∑
s=1

(1 − δjs)μjp
−
jsqs0

∞∑
m=1

πsm +

+ μip
−
is(1 − u(ks))qs0

∞∑
m=1

πsm + δb1δαiδβjδγsμip
−
ijqjsu(ks)

⎞⎠ .

Но
∞∑
m=1

πsm = 1, так как сигнал, действующий как отрицательная заявка, все-

гда уничтожает какое-то ненулевое количество положительных заявок. По-
этому последнее выражение ограничено.

Прим ер 1. Рассмотрим открытую G-сеть с n = 5 однолинейными СМО.
Вероятности поступления положительных и отрицательных заявок в i-ю си-
стему p+0ic, p

−
0ic равны соответственно p−01 = 0,3; p−02 = 0,1; p−0i = 0,3; i = 3, 5,

p+0i = 0,2, i = 1, 5,
5∑
i=1

p−0i = 1,
5∑
i=1

p+0i = 1. Интенсивности входного потока по-

ложительных заявок равны λ+ = 120, λ− = 100. Интенсивности обслужива-
ния заявок различных классов равны: μ1 = 35, μ2 = 42, μ3 = 51, μ4 = μ5 = 50.
Пусть вероятности p+ij равны соответственно: p

+
ij = p−ij = 0,12; i �= j; pi0 = 0,04,

i = 1, 5.

Доходы i-й системы равны соответственно ri(�k) = 2, r0ic(�k) = 2, Ric0(�k) = 4,

ricjs(�k) = 4, i, j = 1, 7, s, c = 1, 3. На рисунке изображено изменение доходов
первой СМО сети в зависимости от времени, полученное с помощью компью-
тера с использованием (7), (8), при этом начальным состоянием сети было
(1, 1, 1, 1, 1). Вектор доходов в начальный момент времени �V (�k, 0) был нуле-
вым. Размер удаляемой группы имеет показательное распределение с пара-
метром 5 для всех СМО.
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Для нахождения последовательных приближений расчеты проводились до
итерации l∗, при которой выполняется условие |d(d)q∗l( �k∗)| � ε, где ε = 10−6.
�k∗ : d

(d)
ql ( �k∗) = max

�k
|d(d)ql (�k)|. Согласно теоремам 1 и 2 решение системы (1)

можно получить методом последовательных приближений на итерации q∗,
при которой |�Vq∗+1(�k, t) − �Vq∗(�k, t)|, где |�Vq∗+1(�k, t) − �Vq∗(�k, t)| – вектор-стол-
бец размерности n c компонентами |viq∗+1(�k, t) − viq∗(�k, t)|, viq∗(�k, t) – прибли-
жение ожидаемого дохода i-й СМО, полученное на итерации q∗.
Зам е ч а ни е 1. Отметим, что в [29] описывается метод решения бесконеч-

ных систем линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффи-
циентами, основанный на применений преобразования Лапласа к построению
решений. В [30] предложено для нахождения решения дифференциально-
го уравнения бесконечного порядка с полиноминальными коэффициентами
использовать метод последовательных приближений, но сами приближения
находятся достаточно сложно. В данной статье для нахождения ожидаемых
доходов в системах открытых марковских СеМО предложена методика реше-
ния бесконечных систем дифференциальных уравнений методом последова-
тельных приближений, совмещенным с методом рядов. Показано, что каждое
приближение представимо в виде сходящегося степенного ряда, коэффици-
енты которого связаны рекуррентными соотношениями, поэтому их удобно
находить с помощью компьютера. Это позволяет находить ожидаемые дохо-
ды систем сети за приемлемое процессорное время. В [31] с помощью разра-
ботанной имитационной модели функционирования сети с отрицательными
и положительными заявками и доходами показано, что данный алгоритм об-
ладает достаточно высокой точностью.

4. Заключение

Проведено исследование в переходном (нестационарном) режиме откры-
тых марковских СеМО с различными особенностями в случае, когда доходы
от переходов между состояниями сети зависят от ее состояний. Рассмотрена
обобщенная система РДУ для ожидаемых доходов в системах сети, состоя-
щая из счетного числа таких уравнений. Для решения системы предложено
применить метод последовательных приближений, совмещенный с методом
рядов.
Доказано, что последовательные приближения с течением времени сходят-

ся к стационарному ожидаемому доходу, вид которого указан в статье, а сама
последовательность приближений сходится к единственному решению систе-
мы РДУ. Любое последовательное приближение представимо в виде сходя-
щегося степенного ряда с бесконечным радиусом сходимости, коэффициенты
которого удовлетворяют рекуррентным соотношениям, что является удобным
при расчетах на компьютерах. Полученные результаты проиллюстрированы
примером.
Дальнейшие исследования могут быть связаны с нахождением ожидае-

мых доходов в случае, когда доходы от переходов между состояниями сети
являются случайными величинами с заданными моментами первых двух по-
рядков.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Доказательство проведем методом ма-
тематической индукции. Для первого приближения имеем:

�V1(�d,�k,�l, t) = e−Λ(�d,�k,�l)t

⎛⎝�V (�d,�k,�l, 0) +

t∫
0

eΛ(
�d,�k,�l)xT ∗

0iνχ

(
�V (�d,�k,�l, x)

)
dx

⎞⎠+

+
�E(�d,�k,�l)

Λ(�d,�k,�l)

[
1 − e−Λ(�d,�k,�l)t

]
=

= e−Λ(�d,�k,�l)t

⎛⎝�V (�d,�k,�l, 0) + T ∗
0iνχ

(
�V (�d,�k,�l)

) t∫
0

eΛ(
�d,�k,�l)xdx

⎞⎠+

+
�E(�d,�k,�l)

Λ(�d,�k,�l)

[
1 − e−Λ(�d,�k,�l)t

]
=

= e−Λ(�d,�k,�l)t

(
�V (�d,�k,�l, 0) + T ∗

0iνχ

(
�V (�d,�k,�l, x)

) 1 − e−Λ(�d,�k,�l)t

Λ(�d,�k,�l)
+

+
�E(�d,�k,�l)

Λ(�d,�k,�l)

[
1 − e−Λ(�d,�k,�l)t

])
−→
t→∞

−→
t→∞

1

Λ(�d,�k,�l)

(
T ∗
0iνχ

(
�V (�d,�k,�l, x)

)
+ �E(�d,�k,�l)

)
= �V (�d,�k,�l).

Отcюда следует, что при q = 1 теорема выполняется. Предположим, что
утверждение теоремы справедливо до q-й итерации. Используя (4) и правило
Лопиталя, будем иметь:

lim
t→∞

�Vq+1(�d,�k,�l, t) =

= lim
t→∞

1

eΛ(�d,�k,�l)t

⎛⎝�V (�d,�k,�l, 0) +

t∫
0

eΛ(
�d,�k,�l)xT ∗

qiνχ

(
�V (�d,�k,�l, x)

)
dx

⎞⎠+
�E(�d,�k,�l)

Λ(�d,�k,�l)
=

= lim
t→∞

eΛ(
�d,�k,�l)xT ∗

qiνχ(�V (�d,�k,�l, t))

Λ(�d,�k,�l)eΛ(�d,�k,�l)
+
�E(�d,�k,�l)

Λ(�d,�k,�l)
=

= lim
t→∞

T ∗
qiνχ(�V (�d,�k,�l, t))

Λ(�d,�k,�l)
+
�E(�d,�k,�l)

Λ(�d,�k,�l)
= �V (�d,�k,�l).

Поэтому теорема справедлива и для q+ 1. Тогда, используя метод математи-
ческой индукции, получаем утверждение теоремы.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Поскольку �V0(�d,�k,�l, t) – ограниченная
по t функция, то в силу (4) �V1(�d,�k,�l, t) также ограничена, поэтому∣∣∣�V1(�d,�k,�l, t) − �V0(�d,�k,�l, t)

∣∣∣ � �C(�d,�k,�l),(Π.1)
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где |�V1(�d,�k,�l, t) − �V0(�d,�k,�l, t)| – вектор-столбец размерности n c компонента-
ми |vi1(�d,�k,�l, t) − vi0(�d,�k,�l, t)|, vi1(�d,�k,�l, t), vi0(�d,�k,�l, t) – приближение ожи-
даемого дохода i-й СМО на первой и нулевой итерациях соответственно,
i = 1, n, �C(�k) – некоторый не зависящий от t вектор-столбец размерности,
как и �V (�d,�k,�l, t), равный n.
Покажем, что выполняется неравенство∣∣∣�Vq(�d,�k,�l, t) − �Vq−1(�d,�k,�l, t)

∣∣∣ � �C∗ηq−1 tq−1

(q − 1)!
,(Π.2)

где

max
�d,�k,�l

η(�d,�k,�l) = η, max
�d,�k,�l

�C(�d,�k,�l) = �C∗, η(�d,�k,�l) =
(

Ξχ(�d,�k,�l)�12Ψr+n

)∗
.

Здесь и нужна сходимость ряда (2).
Из (Π.1) следует, что при q = 1 это неравенство выполняется. Предполо-

жим, что оно выполняется при q = N , и покажем, используя (4), его спра-
ведливость при q = N + 1. Имеем:∣∣∣�VN+1(�d,�k,�l, t) − �VN (�d,�k,�l, t)

∣∣∣ �(Π.3)

� e−Λ(�d,�k,�l)t

⎛
⎝

t∫
0

eΛ(�d,�k,�l)x
(
Ξχ(�d,�k,�l)

(∣∣∣ΔNiν

(
�V (�d,�k,�l, t)

)
−ΔN−1iν

(
�V (�d,�k,�l, t)

)∣∣∣
)∗

dx
)⎞⎠�

� �C∗ηN
(
e−Λ(�d,�k,�l)t

t∫
0

eΛ(
�d,�k,�l)x xN−1

(N − 1)!
dx

)
.

Из неравенства e−Λ(�d,�k,�l)te−Λ(�d,�k,�l)x � 1, x ∈ [0, t], следует, что

e−Λ(�d,�k,�l)t

t∫
0

e−Λ(�d,�k,�l)x xN−1

(N − 1)!
dx �

t∫
0

xN−1

(N − 1)!
dx =

tN

N !
,

поэтому из (Π.3) получаем, что неравенство (Π.2) имеет место. Поскольку

lim
q→∞

�Vq(�d,�k,�l, t) = lim
q→∞

(
�V0(�d,�k,�l, t) +

m−1∑
n=0

(
�Vq+1(�d,�k,�l, t)− �Vq(�d,�k,�l, t)

))
=

= �V0(�d,�k,�l, t) +

∞∑
q=0

(
�Vq+1(�d,�k,�l, t) − �Vq(�d,�k,�l, t)

)
�

� �V0(�d,�k,�l, t) +
∞∑
q=0

�C∗ηq
tq

q!
= �C∗eηt,

то предел последовательности �Vq(�d,�k,�l, t), q = 0, 1, 2, . . . , существует. Обозна-
чим его через �V∞(�d,�k,�l, t). Подставляя �V∞(�d,�k,�l, t) в (2) вместо �V (�d,�k,�l, t),
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видим, что �V∞(�d,�k,�l, t) является решением системы уравнений (1), удовле-
творяющим начальным условиям �V∞(�d,�k,�l, 0) = �V (�d,�k,�l, 0) согласно преды-
дущей теореме.
Предположим, что существует другое решение системы уравнений (1)

�W (�d,�k,�l, t). Тогда для него справедливо соотношение (4), если заменить в нем
�V (�d,�k,�l, t), T ∗

iνχ(�V (�d,�k,�l, t)) соответственно на �W (�d,�k,�l, t), T ∗
iνχ( �W (�d,�k,�l, t)).

Аналогично, как при доказательстве неравенства (Π.2), можно показать, что

выполняется неравенство
∣∣∣�Vq(�d,�k,�l, t)− �W (�d,�k,�l, t)

∣∣∣�Mηq−1 tq−1

(q−1)!
, где M –

некоторая константа. Правая часть этого неравенства стремиться к нулю, как

общий член сходящегося ряда
∞∑
q=0

Mηq
tq

q!
= Meηt, поэтому lim

q→∞
�Vq(�d,�k,�l, t) =

= �W (�d,�k,�l, t). Но ранее уже получили, что lim
q→∞

�Vq(�d,�k,�l, t) = �V (�d,�k,�l, t), по-

этому �W (�d,�k,�l, t) = �V (�d,�k,�l, t), что и доказывает единственность решения си-
стемы уравнений (3).
Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. Покажем, что коэффициенты степен-

ного ряда (7) удовлетворяют рекуррентным соотношениям (8). Подставим
последовательные приближения (7) в соотношение (4). Тогда с учетом того,
что

e−Λ(�d,�k,�l)t

t∫
0

eΛ(
�d,�k,�l)xxldx =

[
1

Λ(�d,�k,�l)

]l+1

l!

∞∑
j=l+1

[−Λ(�d,�k,�l)]l

j!
, l = 0, 1, 2, . . . ,

получаем

∞∑
l=0

�gql (�d,�k,�l)t
l = e−Λ(�d,�k,�l)t �V (�d,�k,�l, 0) +

+
�E(�d,�k,�l)

Λ(�d,�k,�l)

[
1 − e−Λ(�d,�k,�l)t

]
+ T ∗

iνχ

(
�gql(�d,�k,�l)

)
.

Используя (8), этот ряд можно записать в виде

∞∑
l=0

Tiνχ

(
�gql(�d,�k,�l)

)
�gql(�d,�k,�l)t

l =

= e−Λ(�d,�k,�l)t�V (�d,�k,�l, 0) −
�E(�d,�k,�l)

Λ(�d,�k,�l)

[
1 − e−Λ(�d,�k,�l)t

]
+

+

∞∑
l=0

[
1

Λ(�d,�k,�l)

]l+1

l!

∞∑
u=l+1

[−Λ(�d,�k,�l)]u

u!
tu.
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Поменяв местами индексы суммирования и разлагая e−Λ(�d,�k,�l)t в ряд по сте-
пеням t, будем иметь

∞∑
l=0

�gql(�d,�k,�l)t
l =

�E(�d,�k,�l)

Λ(�d,�k,�l)
+(Π.4)

+

∞∑
l=0

[
−Λ(�d,�k,�l)

]l
l!

{
�V (�d,�k,�l, 0) −

�E(�d,�k,�l)

Λ(�d,�k,�l)
+

+

l−1∑
u=0

(−1)u+1u![
−Λ(�d,�k,�l)

]uT ∗
iνχ

(
�gql(�d,�k,�l)

)
tl

⎫⎬⎭ .

Если в выражении (Π.4) приравнять коэффициенты при tl, то получим
соотношения (8) для коэффициентов ряда (7).
Доказательство того, что радиус сходимости степенного ряда (7) ра-

вен +∞, можно провести, используя формулу Коши–Адамара, аналогично
как в [32].
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