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Рассматриваются возможности применения алгоритмов стохастиче-
ской аппроксимации с рандомизацией на входе в условиях неизвестных,
но ограниченных помех при изучении кластеризации данных, порожден-
ных смесью гауссовых распределений. Предлагаемый алгоритм, устойчи-
вый ко внешним возмущениям, позволяет обрабатывать данные “на ле-
ту” и обладает высокой скоростью сходимости. Работа алгоритма иллю-
стрируется примерами его использования для кластеризации в различных
сложных условиях.
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1. Введение

Большинство задач машинного обучения сводятся к многомерной опти-
мизации. В условиях существенно зашумленных данных наблюдений стан-
дартные градиентные алгоритмы оптимизации демонстрируют значительное
ухудшение качества работы. При этом алгоритмы стохастической аппрокси-
мации с рандомизацией на входе во многих случаях остаются работоспособ-
ными.
Основной частью многих методов машинного обучения является решение

задачи многомерной оптимизации [1]. Для этих алгоритмов крайне важны
такие свойства, как точность, скорость работы и устойчивость к внешним
возмущениям. При определении метода оптимизации в теории стандартным
подходом является выбор близкой к реальным процессам математической мо-
дели и включение в нее различных помех, относящихся к грубости математи-
ческой модели и характеризующих неконтролируемые внешние возмущения.
Во многих прикладных задачах (например, при фильтрации спама или в

1 Работа выполнена при частичной поддержке Российского научного фонда (грант
№ 16-19-00057).
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потоковых сервисах) зашумленные данные поступают в систему последова-
тельно, и обрабатывать их и принимать решение необходимо “на лету” (он-
лайн). Для обучения таких систем целесообразно использовать рекуррентные
адаптивные алгоритмы обработки данных, среди которых часто используют
подходы, основанные на стохастической аппроксимации (СА).
Алгоритм СА был впервые предложен Роббинсоном и Монро [2] и был раз-

вит для решения задачи оптимизации Кифером и Вольфовицем [3]. Этот под-
ход, основанный на конечно-разностных аппроксимациях вектора-градиента
функции потерь, был расширен до d-мерного (многомерного d > 1) случая
в [4]. Метод использует 2d наблюдений на каждой итерации, чтобы построить
последовательность оценок: по два наблюдения для аппроксимации каждой
компоненты d-мерного вектора-градиента. Граничиным в [5, 6] и Поляком
с Цыбаковым в [7] были предложены поисковые алгоритмы стохастической
аппроксимации с рандомизацией на входе, которые используют на каждой
итерации всего одно (или два) значение исследуемой функции в точке (или
точках) на линии, проходящей через предшествующую оценку в случайно
выбираемом направлении (как в алгоритме случайного поиска [8]). В англо-
язычной литературе схожие алгоритмы предложил Спал в [9], дав им назва-
ние SPSA (simultaneous perturbation stochastic approximation). Когда в наблю-
даемые данные добавлены неизвестные, но ограниченные помехи, качество
классических методов, основанных на стохастическом градиенте, падает. Од-
нако качество поисковых алгоритмов СА остается высоким [10, 11].
Для задач кластеризации Ллойд в [12] впервые описал классический ме-

тод k-средних (k-means), простота и стабильность которого сделали его по-
пулярным. Однако его основным недостатком является то, что он обрабаты-
вает все данные одновременно, поэтому увеличение объема данных требует
увеличения доступной памяти в компьютере. Кроме того, в худшем случае
временна́я сложность алгоритма Ллойда экспоненциальна [13]. Чтобы испра-
вить эти недостатки было предложено несколько подходов, основанных на
идее обучения “на лету”. Алгоритм [14] использует мини-батчи (подвыбор-
ки из тренировочных данных) для уменьшения вычислительного времени,
необходимого для сходимости к локальному решению, при этом минимизи-
руя ту же целевую функцию. Полученные таким образом результаты лишь
немногим хуже, чем соответствующие результаты оригинального алгоритма.
Вариант потокового метода k-средних описан в [13]. Он улучшает скорость
сходимости, уменьшает требования к памяти и время работы. Другой метод
онлайн кластеризации, основанный на ансамбле обучаемых агентов, рассмот-
рен в [15]. Более робастным вариантом k-средних является метод k-медоид
(и его реализация Partitioning Around Medoids, PAM) [16]. Рандомизирован-
ный поисковый алгоритм СА, решающий задачу k-средних был предложен и
обоснован в [17].
Смесь гауссовых распределений (СГР) (Gaussian mixture model, GMM) —

это вероятностная модель, которая подразумевает, что все элементы данных
порождены смесью конечного числа гауссовых распределений с неизвестны-
ми параметрами. Будем рассматривать СГР как обобщение кластеризации
с помощью метода k-средних. Хорошо известный EM алгоритм (expectation-
maximization) [18] традиционно используется для нахождения неизвестных
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параметров СГР. Он основан на максимизации правдоподобия, когда модель
зависит от скрытых переменных. Алгоритм Variational Bayesian Gaussian
mixture inference является расширением алгоритма EM, которое может опре-
делять количество компонент в смеси (см. [19]). Этот алгоритм включает
регуляризацию с помощью интегрирования информации об априорных рас-
пределениях, что делает его стабильнее, но медленнее, чем EM. Среди онлайн
методов СГР кластеризации отметим потоковый метод, основанный на оцен-
ках плотностей [20].
В настоящей статье рассматривается рандомизированный алгоритм стоха-

стической аппроксимации (РАСА), являющийся расширением и обобщением
для модели СГР подхода из [17], предложенного ранее для случая k-средних.
Предлагаемый алгоритм способен обрабатывать “на лету” потоковые данные
и показывает высокую скорость работы. Сходимость центов кластеров к их
истинным значениям гарантирована, даже если функционалы качества из-
мерены с неизвестными, но ограниченными помехами. В статье дана оценка
временно́й сложности предложенного метода. Работоспособность представ-
ленного РАСА сравнивается с другими современными алгоритмами класте-
ризации, такими как Affinity Propagation [21] и DBSCAN [22].
Статья организована следующим образом. В разделе 2 формулируется

проблема кластеризации смеси гауссовых распределений как задача много-
мерной оптимизации. В разделе 3 предложен новый алгоритм РАСА для кла-
стеризации и исследованы основные свойства его оценок. Раздел 4 содержит
описания и результаты экспериментов при наличии и в отсутствие различных
типов внешних помех. В разделе 5 описывается использование предложенно-
го алгоритма для кластеризации в случае смеси гауссовых распределений
с разреженными параметрами. В заключении подводится итог проделанной
работы и обсуждаются направления дальнейших исследований.

2. Постановка задачи

Пусть определены натуральное число k > 1, множество входных данных
X = {x1,x2, . . .}, являющееся подмножеством Евклидова пространства R

d,
и заданное на X вероятностное распределение P(X). Обозначим через
1, . . . , k множество индексов {1, 2, . . . , k}. Будем считать, что множество вход-
ных данных X разбивается на k неизвестных подмножеств {X�

1, . . . ,X
�
k}:

X = ∪i∈1,...,kX�
i таким образом, что вероятностное распределение P(X) мож-

но представить с помощью смеси распределений: P(X) =
∑k

i=1 piP(X
�
i ), где pi

(pi > 0) и P(X�
i ), i ∈ 1, . . . , k, — соответствующие вероятности и распределе-

ния.
Задача кластеризации заключается в нахождении оптимального разби-

ения X множества входных данных X на k непустых кластеров X (X) =
= {X1, . . . ,Xk}: X =

k⋃
i=1

Xi и Xi ∩Xj = ∅, i �= j. Разбиение X определяется

функцией γX : X → 1 . . . k, которая ставит в соответствие каждой точке X

индекс кластера. Таким образом, Xi = {x ∈ X|γX (x) = i}. Задача кластери-
зации заключается в нахождении лучшего из них: X � = {X�

1, . . . ,X
�
k}.
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Проблему кластеризации можно описать следующим образом: элементы,
принадлежащие одной группе (кластеру), являются более похожими, чем эле-
менты, принадлежащие различным группам (кластерам). Для решения этой
задачи вводится некоторая штрафная функция (функция качества) qi, опре-
деляющая “близость” к кластеру i, i ∈ 1, . . . , k. Тогда для получения опти-
мальной кластеризации необходимо минимизировать функционал:

F (X ) = Ef(X ,x)→ min
X
,(1)

где E — символ математического ожидания и

f(X ,x) =
k∑
i=1

γX (x)qi(X ,x).

Если векторы θi, i ∈ 1, . . . , k, интерпретировать как центры кластеров или
центроиды и матрицы Γi, i ∈ 1, . . . , k, — как ковариационные матрицы, тогда
функционал качества кластеризации (1) принимает вид

F (X ) =
k∑
i=1

∫
Xi

qi(θi,Γi,x)P(dx) → min
X

.(2)

Для i ∈ 1, . . . , k и фиксированного x ∈ X каждая функция qi(·, ·,x) зави-
сит только от θi и Γi, т.е. qi(·, ·, ·) : Rd × R

d×d × X→ R. Тогда можно выбрать
правило разбиения

Xi(Θ,Γ) =
{
x ∈ X : qi(θi,Γi,x) < qj(θj,Γj ,x), j ∈ 1, . . . , i− 1;

qi(θi,Γi,x) � qj(θj ,Γj,x), j ∈ i+ 1 . . . k
}
, i ∈ 1, . . . , k,

которое минимизирует (1). Здесь Θ = (θ1, θ2, . . . , θk) — (d× k)-матрица, и Γ —
множество, состоящее из k матриц Γ1,Γ2, . . . ,Γk, где Γi ∈ R

d×d, i ∈ 1, . . . , k.
Следовательно, (2) можно переписать следующим образом:

F (Θ,Γ) =

∫
X

〈 j(Θ,Γ,x),q(Θ,Γ,x)〉P(dx)→ min
Θ,Γ

,(3)

где j(Θ,Γ,x) ∈ R
k является вектором, состоящим из нулей и единиц, со-

ответствующих значениям характеристических функций 1Xi(Θ,Γ)(Θ,Γ,x),
i ∈ 1, . . . , k, и q(Θ,Γ,x) ∈ R

k — вектор значений qi(θi,Γi,x), i ∈ 1, . . . , k.
Важный частный случай соответствует равномерному распределению P(·)

и штрафной функции, представляющей собой квадрат расстояния Маха-
ланобиса

qi(θi,Γi,x) = (x− θi)TΓ−1
i (x− θi).(4)
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2.1. Смесь гауссовых распределений

В качестве модели описания данных будем использовать одну из самых
распространенных: Смесь гауссовых распределений (Gaussian Mixture Model)
(СГР, GMM):

f(X ,x) = f(Θ,Γ,x) =

k∑
i=1

piG(x|θi,Γi),(5)

где G(x|θi,Γi) — плотность гауссового распределения со средним θi ∈ R
d и

ковариационной матрицей Γi, i ∈ 1, . . . , k.
Рассмотрим задачу : По последовательности входных данных {x1,x2, . . .}

и заданному значению k найти параметры θi ∈ R
d и Γi, i ∈ 1, . . . , k, гаус-

совых распределений, смесь которых породила последовательность входных
данных. Такая задача подходит под введенную выше задачу кластеризации.
Существует много возможных разбиений множества X на k подмножеств.

Задача о нахождении неизвестных параметров θi ∈ R
d и Γi, i ∈ 1 . . . k, тесно

связана с задачей кластеризации, которая согласно (2) заключается в нахож-
дении:

F (X ) =
k∑
i=1

∫
Xi

(x− θi)
TΓ−1

i (x− θi)P(dx)→ min
X

.(6)

Для последовательности входных данных {x1,x2, . . . xn} функционал (6)
принимает вид

F (Θ,Γ) =
k∑
i=1

∑
xj∈Xi

(xj − θi)
TΓ−1

i (xj − θi)→ min
Θ,Γ

, j ∈ 1, . . . , n.(7)

Эта связь заключается в том, что при модели данных СГР и при введенной
выше постановке задачи кластеризации нахождение оптимальных парамет-
ров СГР эквивалентно нахождению оптимальных параметров кластеризации
согласно следующей лемме.

Лемма. Пусть последовательность {x1,x2, . . . xn} порождена Смесью
гауссовых распределений (5) с параметрами Θ� и Γ�. Тогда в заданных выше
условиях при n→∞ функционал (7) стремится к минимуму при Θ� и Γ�.

Доказательство леммы приводится в Приложении.
Подходы, основанные на максимизации функции правдоподобия, тради-

ционно используются для решения соответствующей задачи кластеризации.
EM алгоритм [18] или Variational Bayesian Gaussian mixture inference алго-
ритм [19] основаны на построении оценки скрытых переменных. Смесь гаус-
совых распределений является обобщением метода кластеризации k-средних,
которое использует предположение о ковариационных структурах данных
так же, как и о центрах скрытых классов.

48



2.2. Алгоритм k-средних

Рассмотрим один из самых популярных методов кластеризации: алгоритм
k-средних, описанный в [12]. Он ищет такое разбиение X , которое миними-
зирует сумму квадратов внутрикластерных расстояний. Каждый кластер ха-
рактеризуется соответствующим центроидом. Все матрицы Γ будем считать
единичными.

Алг о ри тм k-средних.
Вход: X, k, максимальное число итераций
Выход: оценка центроидов Θ̂, X
1: Инициализация: n := 0. Случайно выбирается k начальных центроидов

Θ̂0 =
(
θ̂01, θ̂

0
2, . . . , θ̂

0
k

)
из элементов X

2: Классификация: i ∈ 1 . . . k

Xn
i =

{
x ∈ X : ‖θ̂ni − x‖2 � ‖θ̂nj − x‖2, j ∈ 1 . . . k

}
3: Минимизация: θ̂n+1

i =
1

|Xn
i |

∑
xj∈Xn

i
xj

4: Итерация: n := n+ 1. Шаги 2 и 3 повторяются, пока центроиды не пе-
рестанут меняться или не будет достигнуто максимальное число ите-
раций.

3. Алгоритм СА с рандомизацией на входе для кластеризации

Пусть x1,x2, . . . ,xn, . . . — последовательность входных данных, сгенериро-
ванных в соответствии с вероятностным распределением (5) с параметрами
Θ� и Γ�. В дальнейшем верхний индекс n будем использовать для обозначения
номера итерации.
Опишем алгоритм стохастической аппроксимации с рандомизацией на вхо-

де для задачи кластеризации со штрафной функцией (3) (квадрат расстояния
Махаланобиса). Покажем, что при такой штрафной функции задача (3) име-
ет решение.
Введем следующие пр е д п о л ожения:

Предп о л ожени е 1. Функции qi(·, ·,x) : Rd → R, i ∈ 1, . . . , k, – диф-
ференцируемы при любом x ∈ X и их градиенты удовлетворяют усло-
вию Липшица, т.е. ‖∇θqi(θ1,Γi,x)−∇θqi(θ2,Γi,x)‖ �M‖θ1 − θ2‖, с некото-
рой константой M, не зависящей от x. Кроме того, каждая из функций
Fi(θi,Γi) =

∫
Xi
qi(θi,Γi,x)P(dx), i ∈ 1, . . . , k, имеет единственный минимум в

некоторой точке θ�i и 〈θ − θ�i ,∇Fi(θ)〉 � μ‖θ − θ�i ‖2,∀θ ∈ R
d, с некоторой кон-

стантой μ > 0 (условие сильной выпуклости);

Предп о л ожени е 2. Все матрицы Γi, i ∈ 1, . . . , k, являются симметрич-
ными положительно определенными, и их собственные значения ограничены
λji � Cλ, i ∈ 1, . . . , k, j ∈ 1, . . . , d;

Предп о л ожени е 3. Кластеры Xi(Θ
�,Γ�), i ∈ 1, . . . , k, значимо разде-

лены между собой: если для некоторого i ∈ 1, . . . , k, x ∈ Xi(Θ
�,Γ�) и для θi, Γi

49



неравенство

|qi(θi,Γi,x)| � dmax = max
i∈1...k

max
x∈Xi(Θ�,Γ�)

|qi(θ�i ,Γ�i ,x)|

выполняется, тогда для ∀j �= i, j ∈ 1, . . . , k, следующее неравенство верно:

|qi(θi,Γi,x′)| > dmax + 2cv ∀x′ ∈ Xj(Θ
�,Γ�).(8)

Для всех точек входных данных xn и для любой выбранной пары Θ,Γ
можем получить зашумленные измерения штрафной функции

yni (Θ,Γ) = qi(θi,Γi,x
n) + vni , i ∈ 1, . . . , k,(9)

где шум vni ограничен: |vni | � cv, и если шум является случайным, то он не
зависит от выбора Θ,Γ, и E{vni } <∞, E{vni 2} � σn2.

Обозначим k-векторы значений yni (Θ,Γ) и vni через yn(Θ,Γ) и vn соот-
ветственно; jn(Θ,Γ) — k-вектор характеристических функций j(Θ,Γ,x), най-
денных с зашумленными измерениями yn(Θ,Γ), n = 1, 2, . . .; Θ̂n, Γ̂n — оцен-
ки центров и ковариационных матриц кластеров n-го шага алгоритма (т.е.
для xn) соответственно; ln = argmax jn(Θ,Γ) — индекс кластера, к которому
отнесен элемент данных xn.
Пусть Δn ∈ R

d, n = 1, 2, . . . — вектор, состоящий из независимых случай-
ных величин, порожденных распределением Бернулли (стандартно использу-
ется параметр распределения Бернулли 0,5), называемых пробными случай-
ными возмущениями, k — число кластеров, Θ̂0 ∈ R

d×k — матрица начальных
значений центроидов, Γ̂0 — набор начальных ковариационных матриц, {αn}
и {βn} — последовательности положительных чисел.
Для оценки ковариационных матриц кластеров будем использовать матри-

цы разброса из оценки по методу максимума правдоподобия [23] и параметри-
зованное кумулятивное скользящее среднее оценок ковариационных матриц
с регуляризацией. Пусть λ — натуральное число (параметр регуляризации);
ωn — последовательность положительных чисел. Тогда алгоритм СА с ран-
домизацией на входе для кластеризации строит следующие оценки:⎧⎪⎨⎪⎩

yn± = yn
(
Θ̂n−1 ± βnΔnjnT, Γ̂n−1

)
,

Θ̂n = Θ̂n−1 − jnTαn
yn+ − yn−

2βn
ΔnjnT,

(10)

Ξln =

⎧⎪⎨⎪⎩ω
n (θ̂

n−1
ln − xn)(θ̂n−1

ln − xn)T − Γ̂n−1
ln

n
, n > λ,

Id иначе,

Γ̂nln = Γ̂n−1
ln + Ξln ,(11)

где Id — единичная (d× d)-матрица.
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Те ор ем а. Пусть предположения 1–3 и следующие условия выполнены:
1. Обучающая последовательность x1,x2, . . . ,xn, . . . состоит из одинако-

во распределенных независимых случайных векторов, таких что они с нену-
левой вероятностью принимают значения в каждом из k классов в про-
странстве X;
2. ∀n � 1 случайные векторы v1,v2, . . . ,vn и x1,x2, . . . ,xn−1 не зависят

от xn и Δn, и случайный вектор xn не зависит от Δn;
3.

∑
n α

n = ∞ и αn → 0, βn → 0, αn(βn)−2 → 0 при n → ∞, ωn → 1 при
n→∞, λ < C.
Если последовательности оценок {Θ̂n} и {Γ̂n}, полученные с помощью алго-
ритмов (10) и (11), удовлетворяют отношению

lim
n→∞

〈
jn

(
Θ̂n−1, Γ̂n−1

)
,q

(
Θ̂n−1, Γ̂n−1,xn

)〉
� dmax + cv,(12)

тогда последовательность {Θ̂n} сходится в среднеквадратичном смысле:
limn→∞E{‖Θ̂n − Θ�‖2} = 0, и последовательность {Γ̂n} сходится по веро-
ятности: Γ̂n p→ Γ�. Более того, если

∑
n α

n(βn)2 + (αn)2(βn)−2 < ∞, тогда
Θ̂n → Θ� при n→∞ с вероятностью единица.

Доказательство теоремы приводится в Приложении.
К основным преимуществам описанного РАСА для кластеризации отно-

сятся:

• Алгоритм является итеративным, т.е. реализует идею онлайн обучения:
• адаптивность, обработка новых данных “на лету”;
• экономия памяти, не нужно хранить весь набор данных в памяти.

• Высокая скорость работы алгоритма.
• Алгоритм сохраняет работоспособность при росте размерности оценивае-
мых параметров (в отличие от, например, метода k-средних).

• Нечувствительность к шуму при измерении штрафной функции в точках
входных данных.

Сравним временну́ю сложность простой базовой версии метода k-средних,
описанного в подразделе (2.2) (как специальной версии EM алгоритма), и
РАСА для кластеризации. В общем случае метод k-средних является NP-
сложной оптимизационной задачей. Обозначим через t число итераций алго-
ритма (максимальное установленное или необходимое для сходимости). Для
одной итерации метода k-средних (классификация, минимизация) необходи-
мо kd операций. Тогда временная сложность равна O(tNkd), так как алго-
ритм использует все N элементов данных на каждой итерации.
Для сравнения с методом k-средних будем считать, что все матрицы Γi,

i ∈ 1, . . . , k, в (4) являются единичными. РАСА для кластеризации необходи-
мо kd операций для вычисления jnT, kd операций для вычисления каждой из
функций yn− и yn+. Таким образом, временна́я сложность каждой итерации
РАСА для кластеризации составляет O(3kd). Число итераций равно N . Тогда
оценка временно́й сложности всего алгоритма равна O(3Nkd).
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Из полученных оценок временны́х сложностей можно сделать вывод, что
в заданных условиях при t > 3 алгоритм СА с рандомизацией на входе для
кластеризации является более быстрым, чем алгоритм k-средних. Отметим,
что в практических задачах t, чаще всего, значительно больше 3.
Метод построения оценок Γ (11) добавляет O((N − λ)d2) к сложности ос-

новного алгоритма.

4. Эксперименты в задаче кластеризации

Представим результаты экспериментов, проведенных для сравнения пред-
ложенного алгоритма с классическими подходами в задаче кластеризации.
Для наглядности в этих экспериментах используются синтетические данные
малой размерности. В качестве метрики качества кластеризации выбран ин-
декс Ранда (Adjusted Rand Index, ARI) [24]. Этот критерий позволяет оценить
качество кластеризации при заранее известном разбиении данных на класте-
ры. ARI отображает влияние как неверных положительных (false positive),
так и неверных отрицательных (false negative) решений, принятых во время
кластеризации. Таким образом, этот критерий позволяет показать, на сколь-
ко построенное разбиение данных X = {X1, . . . ,Xk} близко к эталонному раз-
биению X � = {X�

1, . . . ,X
�
k}.

В начале рассмотрим смесь гауссовых распределений со следующими па-

раметрами: объем данных N = 5000, Θ =

(
0 2 −3
0 2 6

)
, Γ1 =

(
1 −0,7
−0,7 1

)
,

Γ2 =

(
1 0
0 1

)
, Γ3 =

(
1 0,8
0,8 1

)
, вероятности в смеси p = col(0,4, 0,4, 0,2).

В РАСА для кластеризации были выбраны следующие параметры:
γ = 1/6, αn = 0,25/nγ , βn = 15/n

γ
4 и ωn = th(nλ ). Этот выбор основан на ре-

зультатах о быстрейшей сходимости СА из [11].

4.1. k-средние
Рисунок 1 иллюстрирует результаты использования РАСА для кластери-

зации в случае единичных матриц Γi, i ∈ 1, . . . , k, (случай k-средних). Он
отображает L2 расстояния между истинными центроидами и их оценками,
полученными на каждом шаге алгоритма, и движение оценок центроидов в
зависимости от итераций алгоритма.
Для сравнения качества работы был использован метод k-средних с мини-

батчами из [14] с размером мини-батча, равным единице (таким образом, этот

Таблица 1. Средний ARI для эксперимента k-средних
Алгоритм Среднее ARI
k-средних 0,858

Онлайн k-средних 0,819

PAM 0,84

Affinity Propagation 0,17

DBSCAN 0,41

РАСА для кластеризации 0,857

52



0

1

2

3

4

5
Н

ор
м

а 
оц

ен
ки

0 1000 2000 3000 4000 5000
Итерация

0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7

Центроид 1

0 0,2

1,4

1,6

1,8

2,0

2,2
Центроид 2

2,0 2,5 3,0 3,5

3,0

3,5

4,0

4,5

5,0

5,5

6,0
Центроид 3

�2 0

Рис. 1. (Слева) Сходимость L2-норм оценок центроидов, полученных с помо-
щью РАСА для кластеризации в эксперименте с k-средними. (Справа) Дви-
жение оценок центроидов, полученных с помощью РАСА для кластеризации,
(точки) и истинные значения центров кластеров (квадраты) в эксперименте с
k-средними.

метод можно назвать онлайн k-средних). Таблица 1 показывает средние зна-
чения ARI для каждого алгоритма после 100 запусков. Из этих результатов
видно, что качество работы предложенного в статье метода близко к качеству
работы методов k-средних, онлайн k-средних и Partitioning Around Medoids
(PAM), а также превосходит Affinity Propagation и DBSCAN.

4.2. Смесь гауссовых распределений

Рисунок 2 показывает L2 расстояния между истинными центроидами и их
оценками, полученными с помощью РАСА для кластеризации с параметром
λ = 1000, и движение оценок центроидов в случае СГР эксперимента.
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Рис. 2. (Слева) Сходимость L2-норм оценок центроидов, полученных с помо-
щью РАСА для кластеризации в СГР эксперименте. (Справа) Движение оце-
нок центроидов, полученных с помощью РАСА для кластеризации, (точки) и
истинные значения центров кластеров (квадраты) в СГР эксперименте.
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Таблица 2. Средний ARI для СГР эксперимента
Алгоритм Среднее ARI

EM 0,903

Variational Bayesian Gaussian mixture inference 0,915

Affinity Propagation 0,14

DBSCAN 0,41

РАСА для кластеризации 0,909

В этом случае РАСА для кластеризации сравним с алгоритмами EM и
Variational Bayesian Gaussian mixture inference. Таблица 2 представляет сред-
ние значения ARI для каждого алгоритма после 100 запусков. По этим значе-
ниям видно, что предложенный метод близок к двум классическим подходам
для обучения СГР, но отметим еще раз, что РАСА для кластеризации обла-
дает существенно меньшей временно́й сложностью. Также представленный
метод превосходит Affinity Propagation и DBSCAN.

4.3. Внешние возмущения

В подразделах 4.1 и 4.2 проведено сравнение предложенного алгоритма с
другими при внешних возмущениях vni в (9), равных нулю. Теперь проведем
эксперименты с различными видами шума для всех i∈ 1, . . . , k, n=1, 2, . . .:
vni ∼N (0, 1); vni ∼N (0,

√
2); vni ∼N (1, 1); vni ∼N (1,

√
2); случайным: vni = 10×

×(rand( ) · 4− 2); иррегулярным: vni = 0,1 · sin(n) + 19 · sign(50− n mod 100);
константным: vni = 20.

В этих условиях были сравнены четыре алгоритма: k-средних (как более
стабильный, чем онлайн версия), предложенный в статье метод с единичны-
ми ковариационными матрицами (обозначим его РАСА единичный), EM ал-
горитм и предложенный в статье метод с оценкой ковариационных матриц с
параметром λ = 3000 (обозначим его РАСА ковариационный). Средние зна-
чения ARI для каждого алгоритма после 10 запусков представлены в табл. 3.
Как видно из этих результатов, РАСА для кластеризации сильно превосхо-

дит метод k-средних почти для всех вариантов помех. Версия предложенного
алгоритма с оценкой ковариационных матриц также почти во всех случаях
превосходит и EM , и версию с единичными матрицами.

Таблица 3. Средний ARI для эксперимента с помехами
Шум k-средние РАСА единич. EM РАСА ков.
N (0, 1) 0,608 0,768 0,654 0,815

N (0,
√
2) 0,246 0,546 0,463 0,738

N (1, 1) 0,612 0,829 0,657 0,774

N (1,
√
2) 0,246 0,601 0,371 0,612

Случайный 0 0,418 0,318 0,434

Иррегулярный 0,758 0,854 0,863 0,856

Константный 0,812 0,861 0,807 0,860
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5. РАСА при разреженных параметрах смеси гауссовых распределений

В [25] была предложена интересная модель смеси гауссовых распределений
с разреженными (sparse) параметрами (разреженная СГР, sparse GMM). Эта
модель имеет среднее

θi ∈ R
d, θil ∼ N (0, σ2i ), σi ∼ C+(0, 1), l ∈ 1 . . . d,

где C+(0, 1) означает распределение Коши, ограниченное на позитивной оси
(принимает только позитивные значения), с параметрами 0 и 1. Диагональная
ковариационная матрица задается с помощью

Γi = diag(σ21 , σ
2
2 , . . . , σ

2
d), σj ∼ C+(0; 0,5), j ∈ 1 . . . d.(13)

Веса pi ∼ D(e0, . . . , e0), i ∈ 1 . . . k, предполагаются принадлежащими рас-
пределению Дирихле, где параметр e0 ∼ G(αp, kαp) получен из гамма-
распределения со средним k−1 и дисперсией (αpk

2)−1, αp = 10.
В разреженной СГР можно выделить три основных типа поведения кла-

стеров (рассмотрим случай k = 3, d = 2) (рис. 3). При такой модели данных
часто возникают ситуации, когда данные из одного кластера лежат внутри
другого, что делает процедуру кластеризации сложной.
Авторы [25] использовали этот подход для моделирования множества раз-

личных интересных распределений шума. РАСА для кластеризации, оцени-
вающий только центроиды кластеров Θ (как алгоритм k-средних) показывает
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слабые результаты для данных, полученных из модели разреженной СГР (см.
подраздел 5.2). Рисунок 4 демонстрирует графики L2-норм расстояний меж-
ду истинными центрами кластеров и их оценками, полученными на каждом
этапе алгоритма. Как видно из этих графиков, РАСА k-средних демонстри-
рует слабую сходимость.

5.1. РАСА для кластеризации при разреженной СГР

Рассмотрим подходы для улучшения качества при разреженной СГР. Во-
первых, алгоритмы (10) и (11) позволяют построить более робастные оценки
в случае sparse GMM.
Во-вторых, добавление нового L2 регуляризатора в функцию потерь (7)

позволяет сделать оценки центроидов θ̂i, i = 1 . . . k, ближе к центрам разре-
женной СГР:

ψn ‖θln − ξ‖2 ,(14)

где ln = argmax jn(Θ,Γ) – индекс кластера, к которому отнесена точка дан-
ных xn; ξ ∈ R

n, ξl ∼ N (0, σ2), σ ∼ C+(0, 1), l ∈ 1, . . . , d; ψn – последователь-
ность возрастающих положительных чисел.
В-третьих, добавление L1 регуляризатора в функцию потерь (7) по каж-

дой размерности центроидов позволяет сделать их ближе к разреженному
среднему θil ∼ N (0, σ2i ), σi ∼ C+(0, 1), i ∈ 1 . . . k, j ∈ 1 . . . d:

τn
d∑
i=1

k∑
j=1

|Θ̂ij |,(15)

где τn – последовательность возрастающих положительных чисел.

5.2. Эксперименты

Для экспериментов были выбраны значения k = 3, d = 2, N = 3000.
Параметры РАСА для кластеризации: γ = 1/6, αn = 0,25/nγ , βn = 15/n

γ
4 ,

ωn = th(nλ ), ψ
n = 1e−5, τn = 1e−4 th(nλ ). В качестве метрик для сравнения ал-

горитмов были выбраны ARI и среднее L2-расстояние между центроидами,
полученными с помощью алгоритма, и их истинными значениями.
Сравнение РАСА k-средних и РАСА для кластеризации при разреженной

СГР после 1000 запусков экспериментов представлены в табл. 4.
Для разреженной СГР типа 1 модифицированный РАСА дает: ARI = 1,0,

L2-расстояние = 0,130 (рис. 5).

Таблица 4. ARI и L2-расстояние
Алгоритм Среднее ARI Среднее L2-расстояние

РАСА k-средних 0,134 1,830

РАСА для разреженной СГР 0,518 1,617
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Рис. 5. Тип 1: сходимость центроидов, движение оценок центроидов, класте-
ризация РАСА для разреженной СГР.
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Рис. 6. Тип 2: сходимость центроидов, движение оценок центроидов, класте-
ризация РАСА для разреженной СГР.
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Рис. 7. Тип 3: сходимость центроидов, движение оценок центроидов, класте-
ризация РАСА для разреженной СГР.

Для разреженной СГР типа 2 модифицированный РАСА дает: ARI =
= 0,521, L2-расстояние = 0,923 (рис. 6).
Для разреженной СГР типа 3 модифицированный РАСА дает: ARI =

= 0,277, L2-расстояние = 2,051 (рис. 7).
Также были проведены эксперименты с РАСА-оценкой σ в (13). Результа-

ты были получены многообещающие, но нестабильные.
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5.3. Результат

Практический результат заключается в том, что использование (11), (14)
и (15) в РАСА для кластеризации позволяет улучшить результаты для дан-
ных, порожденных смесью гауссовых распределений с разреженными пара-
метрами. Теоретический результат заключается в том, что (11), (14) и (15)
могут ослабить предположение 3 теоремы о значимой разделимости класте-
ров. Причиной для такого предположения является результат, полученный
выше, так как при разреженной СГР кластеры могут лежать друг в друге
(тип 2 и тип 3).

6. Заключение

В статье представлен алгоритм СА с рандомизацией на входе для кла-
стеризации и описано его теоретическое обоснование. Продемонстрирована
робастность этого метода в случае, когда данные измерены с почти произ-
вольными внешними помехами. В дополнение к этому свойству представлен-
ный алгоритм реализует идею обучения “на лету” и обладает высокой ско-
ростью работы. Продемонстрировано применение предложенного метода для
кластеризации смеси гауссовых распределений, в том числе и при разрежен-
ных параметрах этой смеси. В серии экспериментов показаны преимущества
алгоритма перед классическими подходами.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о л еммы.
Если последовательность {xn} порождена СГР с параметрами Θ� и Γ�,

то тогда с этими параметрами достигается минимум минус логарифм функ-
ции правдоподобия −∑

x∈X ln
(∑k

i=1 piG(x|θi,Γi)
)
. По определению плотно-

сти нормального распределения это выражение может быть переписано как

k∑
i=1

∑
xj∈Xi

(
− ln pi(2π)

− d
2 |Γi|−1+

1

2
(xj−θi)TΓ−1

i (xj−θi)
)
, j ∈ 1, . . . , n.(Π.1)

Обозначим первое слагаемое в (Π.1) через L, а второе – через R, тогда

arg min
Θ,Γ

L = arg min
Θ,Γ

R = (Θ�,Γ�) при n→∞.

Функционал (7) по условию может быть переписан через (2) и (4) как

F (Θ,Γ) =

k∑
i=1

|Xi|−1
∑

xj∈Xi

(xj − θi)TΓ−1
i (xj − θi), j ∈ 1, . . . , n.

Таким образом, arg minΘ,Γ F (Θ,Γ) = arg minΘ,ΓR = (Θ�,Γ�) при n→∞.
Доказательство леммы закончено.
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Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы.
1. На первом шаге доказательства зафиксируем Γ и докажем сходи-

мость {Θ̂n}. Выберем некоторое r из 1, 2, . . . , k и такую подпоследователь-
ность {Θ̂nj}, при построении которой изменениям подверглись только оценки
центра r-го кластера.
Необходимо доказать, что ∃ Nr такое, что xnj ∈ Xr(Θ

�,Γ�) ∀j � Nr.
Предположим, что это не так. Тогда ∃ бесконечная возрастающая подпо-
следовательность {njt}, для которой xnjt ∈ Xr(Θ

�,Γ�) и xnjt+1 /∈ Xr(Θ
�,Γ�).

Сравним значения q(θ̂ (njt−1)
r ,Γr,x

njt ) и q(θ̂ (njt )
r ,Γr,x

njt+1). Сначала оценим
‖θ̂ (njt−1)
r − θ̂ njt

r ‖. В силу алгоритма (10), теоремы о среднем, компактности
множества Θ и условия предположения 1:∥∥∥θ̂ (njt−1)

r − θ̂ njt
r

∥∥∥ �

� αnjtm

(
2Cv + max

s∈[−1;1]

∣∣∣∇θq (θ̂ njt−1
r + sαnjtΔnjt ,Γr,x

njt

)∣∣∣) � αnjtC

с некоторой константой C. Следовательно, для достаточно больших t

разность |q(θ̂ njt
r ,Γr,x

njt+1)− q(θ̂ (njt−1)
r ,Γr,x

njt+1)| < Cv/3. Так как xnjt+1 /∈
/∈ Xr(Θ

�,Γ�), то по (8) |q(θ̂ (njt−1)
r ,Γr,x

njt+1)| > dmax + 2Cv . Из этих отноше-
ний для достаточно большого t имеем неравенство∣∣∣q (θ̂ njt

r ,Γr,x
njt+1

)∣∣∣ � ∣∣∣q (θ̂ (njt−1)
r ,Γr,x

njt+1

)∣∣∣−
−

∣∣∣q (θ̂ njt
r ,Γr,x

njt+1

)
− q

(
θ̂
(njt−1)
r ,Γr,x

njt+1

)∣∣∣ > dmax + 5/3Cv .

С другой стороны, по условию (12) для достаточно большого t∣∣∣q (θ̂ (njt−1)
r ,Γr,x

njt

)∣∣∣ < dmax +
4

3
Cv.

Получили противоречие.
Перенумеруем для удобства последовательность {θ̂ nj

r } с j = Nr в {θ̂ ir }.
По (10) имеем ‖θ̂ ir − θ�r‖2 � ‖θ̂ (i−1)

r − θ�r − αi

2βi

(
yi+ − yi−

)
Δi‖2.

Обозначим через Fn−1
r σ-алгебру событий, порождаемых случайными ве-

личинами θ̂ 0
r , θ̂

1
r , . . . , θ̂

(n−1)
r , полученными по алгоритму (10). Тогда получа-

ем, что

EF i−1
r
‖θ̂ ir − θ�r‖2 � ‖θ̂ i−1

r − θ�r‖2 −(Π.2)

− αi
〈
θ̂ (i−1)
r − θ�r , (βi)−1EF i−1

r
Δi

(
yir,+ − yir,−

)〉
+

+
(αi)2

4(βi)2
EF i−1

r
‖Δi‖2 (yir,+ − yir,−)2 .
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Оценим последнее слагаемое в правой части неравенства (Π.2). Функ-
ции q(·,Γi,xi) удовлетворяют условию Липшица, ‖Δi‖2 = m, тогда, исполь-
зуя теорему о среднем и неравенство Коши–Буняковского, последовательно
получаем, что

EF i−1
r
‖Δi‖2 (yir,+ − yir,−)2 = 2m

(
EF i−1

r

(
vir,+ − vir,−

)2
+

+EF i−1
r

(
q
(
θ̂ (i−1)
r + βiΔi,Γr,x

i
)
− q

(
θ̂ (i−1)
r − βiΔi,Γr,x

i
))2)

�

� 2mEF i−1
r

(vir)
2 + 2mEF i−1

r

( ∣∣∣q (θ̂ (i−1)
r + βiΔi,Γr,x

i
)
− q (θ�r ,Γ�r ,xi) ∣∣∣+

+
∣∣∣q (θ̂ (i−1)

r − βiΔi,Γr,x
i
)
− q (θ�r ,Γ�r,xi) ∣∣∣)2

�

� 2mEF i−1
r

(
(M + 0,5)

(∥∥∥θ̂ (i−1)
r +Δiβi

∥∥∥2 + ∥∥∥θ̂ (i−1)
r −Δiβi

∥∥∥2)+

+
∥∥∥∇θq (θ�r ,Γ�r ,xi) ∥∥∥2)2

+ 2mEF i−1
r

(vir)
2.

В силу равномерной ограниченности функции ∇θq(θ�r ,Γ�r , ·) получаем нера-
венство

EF i−1
r
‖Δi‖2 (yir,+ − yir,−)2 � C1EF i−1

r
(vir)

2 + C2(β
i)2‖θ̂ (i−1)

r − θ�r‖2 + o((βi)2),

где Ci, i = 1, 2 . . . , — некоторая положительная константа.
Рассмотрим второе слагаемое правой части (Π.2):

(βi)−1EF i−1
r

Δi
(
yir,+ − yir,−

)
= (βi)−1EF i−1

r
Δivir + (βi)−1EF i−1

r
Δi ×

×
(
q
(
θ̂ (i−1)
r + βiΔi,Γr,x

i
)
− q

(
θ̂ (i−1)
r − βiΔi,Γr,x

i
))

.(Π.3)

Первое слагаемое в правой части (Π.3) равно нулю в силу свойств Δi и незави-
симости Δi и vir,±. Используя теорему о среднем, равномерную ограни-
ченность функции ∇θq(θ,Γ, ·) и определение Fr(Θ,Γ), преобразуем второе
слагаемое правой части (Π.3) к виду

(βi)−1EF i−1
r

(
Δi

(
yir,+ − yir,−

))
= 2∇Fr(θ̂ (i−1)

r ) +

+ EF i−1
r

(
Δi

〈
Δi,∇θq

(
θ(i−1)
r

+
,Γr,x

i
)
−∇θq

(
θ̂ (i−1)
r ,Γr,x

i
)〉)

+

+ EF i−1
r

(
Δi

〈
Δi,∇θq

(
θ(i−1)
r

−
,Γr,x

i
)
−∇θq

(
θ̂ (i−1)
r ,Γr,x

i
)〉)

,

здесь

θ(i−1)
r

± ∈
[
θ(i−1)
r , θ(i−1)

r ± βiΔi
]
.

Функция q(·,Γ,x) удовлетворяет условию Липшица и функция Fr(·,Γ) стро-
го выпукла, тогда, используя справедливое при любом ε > 0 неравенство
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‖θ̂ (i−1)
r − θ�r‖ � (ε−1βi + ε(βi)−1‖θ̂ (i−1)

r − θ�r‖2)/2, выводим

−αi
〈
θ̂ (i−1)
r − θ�r , (βi)−1EF i−1

r
Δi

(
yir,+ − yir,−

)〉
=

= −2αi
〈
θ̂ (i−1)
r − θ�r ,∇Fr

(
θ̂ (i−1)
r ,Γr

)〉
−

− αi
〈
θ̂ (i−1)
r − θ�r ,EF i−1

r
Δi

〈
Δi,∇θq

(
θ(i−1)
r

+
,Γr,x

i
)
−∇θq

(
θ̂ (i−1)
r ,Γr,x

i
)〉〉
−

− αi
〈
θ̂ (i−1)
r − θ�r ,EF i−1

r
Δi

〈
Δi,∇θq

(
θ(i−1)
r

−
,Γr,x

i
)
−∇θq

(
θ̂ (i−1)
r ,Γr,x

i
)〉〉

�

� −2μαi
∥∥∥θ̂ (i−1)

r − θ�r
∥∥∥2 +Mm3/2αiβi

(
ε−1βi + ε(βi)−1

∥∥∥θ̂ (i−1)
r − θ�r

∥∥∥2) .
Следовательно, имеем

EF i−1
r

∥∥∥θ̂ ir − θ�r∥∥∥2 � ∥∥∥θ̂ (i−1)
r − θ�r

∥∥∥2 (1− 2μαi +Mm3/2αiε+ C2(α
i)2/4

)
+

+Mm3/2αi(βi)2ε−1 + (αi)2/(4(βi)2)
(
C1EF i−1

r
vir

2
+ o((βi)2)

)
.

Выберем ε настолько малым, чтобы Mm3/2ε < 2μ, и пусть i достаточно ве-
лико. По условиям теоремы получаем

EF i−1
r

∥∥∥θ̂ ir − θ�r∥∥∥2 � ∥∥∥θ̂ (i−1)
r − θ�r

∥∥∥2 (1− C3α
i
)
+

+ C4

(
αi(βi)2 + (αi)2(βi)−2(1 + EF i−1

r
vir)

2
)
.

Тогда, по лемме Роббинса–Сигмунда [1] θ̂ ir → θ�r при i→∞ с вероятностью
единица

E
{
‖θ̂ ir − θ�r‖2

}
�

� E
{
‖θ̂ (i−1)
r − θ�r‖2

}
(1− C5α

n) + C6

(
αn(βn)2 + (αn)2(βn)−2(1 + σn2)

)
.

Сходимость в среднеквадратичном смысле к точке θ�r последовательности
оценок {θ̂ ir } следует из [1].
2. Пусть теперь Θ фиксирована. Рассмотрим оценки {Γ̂ n

l = {ĝnij}}, l ∈
∈ 1, . . . , k. Обозначим ŝnij = {(θ̂l − xn)(θ̂l − xn)T}ij — (i, j)-й элемент l-й мат-
рицы разброса, тогда

ĝnij =

(
λ+

n∑
r=λ+1

ωrŝrij

)
n−1.

По условиям теоремы λn−1 → 0, ωr → 1, ŝ rijn
−1 → Γl при n→∞. Таким обра-

зом, при n→∞ оценка Γ̂n является оценкой по методу максимизации прав-
доподобия, значит Γ̂n

p→ Γ�.
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Оценки по алгоритмам (10) и (11) строятся итеративно, т.е. на n-м шаге
алгоритма сначала строится оценка Θ̂ n при фиксированном Γ̂ n−1, которая
затем фиксируется и строится Γ̂ n. Таким образом, для каждого из мето-
дов (10) и (11) доказаны в пп. 1 и 2 соответствующие сходимости оценок, а
функция q(Θ,Γ,x) задается с помощью (4), отсюда следует результат теоре-
мы. Это завершает доказательство теоремы.
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