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1. Введение

Настоящая работа является в некотором смысле логическим продолжени-
ем [1]. Здесь (в мартингальных терминах [2]) рассматриваются стохастиче-
ские системы, реализующие достаточно известный принцип “точно в срок”.
Примеры таких систем включают в себя производственные системы “точно
в срок”, педагогические стратегии обучения, методы лечения, а также мето-
ды компиляции в компьютерном программировании (см. литературу в [1]).
Получивший распространение термин “точно в срок” в настоящее время явля-
ется устоявшимся и восходит к описанию производственной системы Toyota
в [3]. Также необходимо отметить, что (в отличие от финансовой матема-
тики, рассматривающей преимущественно распределительные, по сути игро-
вые, с точки зрения теории вероятностей задачи) исследованиям стохастиче-
ских продуктивных систем в последнее время посвящается увеличивающееся
количество работ (см., например, [4, 5] и ссылки в них).

Рассмотрим описание продуктивных систем “точно в срок” в терминах то-
чечных считающих процессов. Предполагается, что в таких системах должно
быть выполнено некоторое целое число операций K � 1 к фиксированному
моменту времени T > 0 (при начале отсчета времени с нулевого момента).
Это означает, что в каждый момент t ∈ [0, T ] количество оставшихся для вы-
полнения операций равно Xt, т.е. числу K за вычетом значения Bt процесса,
считающего числа выполнений, и плюс At — возвращенные на переработку
или доработку операции (см. в [6] пример подобного описания технологиче-
ских процессов, но не “точно в срок”). В простом случае без возвращений и
при однородном процессе выполнения описание продуктивного процесса X
представляет собой так называемый пуассоновский мост [7, 8] и в обратном
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времени соответствует пуассоновскому процессу при условии, что его значе-
ние в момент времени T равно точно K (см., например, [9, 10]).

В работе приводятся определения процессов “точно в срок” в терминах
как распределений, так и интенсивностей скачков точечных процессов. По-
казано, что интенсивности бесконечно возрастают к программному (заплани-
рованному) моменту выполнения продуктивного процесса. Рассматриваются
системы, в которых выполнение операций завершается до некоторого момен-
та, вообще говоря a priori не известного. Такие системы (называемые здесь
распределенными системами “точно в срок”) формализованы в терминах се-
мейств случайных блужданий. Для распределенных продуктивных систем
приводятся выражения интенсивностей скачков. Из этих выражений следу-
ет, что распределенная система процессов “точно в срок” сама, вообще говоря,
может и не обладать свойством “точно в срок”. Однако если она этим свой-
ством обладает, то при ее наблюдении (как и при наблюдении одиночного
процесса “точно в срок”), завершение операций выполнения наступает строго
до запрограммированного момента выполнения. В связи с этим возникает за-
дача оценивания момента выполнения по наблюдениям значений продуктив-
ного процесса Xt. Задачи такого типа достаточно востребованы. Например, в
геронтологии не утихают дискуссии о запрограммированной или потенциаль-
но бесконечной видовой продолжительности жизни (т.е. отсутствует понима-
ние возможности бесконечного носителя распределенной системы при финит-
ных носителях “распределяемых” процессов), см., например, [11, 12]. Также,
актуальной остается задача определения видовой продолжительности жиз-
ни однородной когорты, к которой в распределенной системе и принадлежит
наблюдаемый индивидуум с известным временем “завершения жизненного
цикла”. Аналогичные задачи известны при моделировании процессов жиз-
ненного цикла в моделях систем лесоводства, сельскохозяйственных и ряда
технических (для которых изначально не устанавливается верхний предел
эксплуатации или развития). По-прежнему интерес представляет задача по-
следовательного оценивания момента завершения процесса “точно в срок”
при наблюдаемом продуктивном процессе. Предлагаемая работа посвящена
задачам последовательного оценивания времени завершения продуктивного
процесса и параметров случайного блуждания с поглощением, характеризую-
щего время выполнения операций (что в определенном смысле является про-
должением задач оценивания параметров случайной среды по наблюдаемым
блужданиям [13]). Описания задач и их решения выполнены в мартингаль-
ных терминах. Доказательства всех не являющихся очевидными результатов
приведены в Приложении.

2. Определение процессов “точно в срок”

Пусть вероятностное пространство (Ω,F ,P) снабжено неубывающим
непрерывным справа потоком σ-алгебр F = (Ft)t�0, пополненным по мере P
(т.е. выполняются условия Деллашери [2, 14]). Рассмотрим на стохастическом
базисе B = (Ω,F ,F = (Ft)t�0,P) процесс случайного блуждания X = (Xt)t�0

с начальным значением X0 = K ∈ N = {1, 2, . . .}, с регулярными траектория-
ми из пространства Скорохода и значениями Xt ∈ {0, 1, 2, . . . ,K}. Для скач-
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ков предполагается, что ΔXt = Xt −Xt− ∈ {−1, 0, 1}, т.е. переходы случай-
ного блуждания осуществляются только в ближайшие состояния. Очевид-
но, процесс X может единственным образом быть представлен (см., напри-
мер, [15–18]) в следующем виде:

X = X0 +A−B = K +A−B,

где точечные процессы A = (At)t�0 и B = (Bt)t�0 являются считающими ко-
личества положительных и отрицательных скачков X соответственно: при
всех t � 0 P-п.н.

At =
∑

0<s�t

I{ΔXs = 1}, Bt =
∑

0<s�t

I{ΔXs = −1}

при нулевых начальных значениях A0 = B0 = 0 (здесь и далее I{·} — инди-
каторная функция, т.е. I{true} = 1, I{false} = 0). Введем следующие опреде-
ления.

Опр е д е л е н и е 1. Процесс X = (Xt)t�0 назовем продуктивным, B =
= (Bt)t�0 процессом выполнения (операций) и A = (At)t�0 — процессом воз-
вращений.

Продуктивный процесс заключается в выполнении K запланированных
операций, и Xt в каждый момент времени t � 0 соответствует числу остав-
шихся невыполненными операций. При этом количество собственно выполне-
ний Bt может оказываться больше K, если число возвращений At (например
на доработку, как это показано в прикладной работе [6]) оказывается поло-
жительным.

Опр е д е л е н и е 2. Марковский момент τ , определенный на стохасти-
ческом базисе B и являющийся моментом достижения нулевого значения
продуктивным процессом X, называется моментом завершения:

τ = inf{t > 0: Xt = 0}, где inf{∅} = +∞.(1)

В настоящей работе рассматриваются продуктивные процессы только
“с одним циклом выполнения”, т.е. нулевое состояние является поглощающим
для X: Xt = 0 при всех t � τ .

Опр е д е л е н и е 3. Продуктивный процесс конечен, если P{τ < ∞} = 1,
т.е. τ — момент остановки на стохастическом базисе B.

Опр е д е л е н и е 4. Конечный продуктивный процесс называется “точно
в срок” (или процессом “точно в срок u”), если существует число u ∈ (0,∞)
такое, что

P{τ � u} = 1,(2)
P{τ > t} > 0 для любого t ∈ [0, u).(3)

Опр е д е л е н и е 5. Если X = (Xt)t�0 — конечный продуктивный процесс
“точно в срок u”, то величину u назовем временем выполнения продуктив-
ного процесса.
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Рис. 1. Траектории продуктивного процесса “точно в срок u” Xu = (Xu
t )t�0 с

u = 5 и K = 20; i — процесс с возвращениями, ii — без возвращений.

Прим ер 1. На рис. 1, i приведен график траектории продуктивного про-
цесса X = Xu = (Xu

t )t�0 “точно в срок u” со временем выполнения u = 5 и
начальным значением K = 20. Процесс возвращений A порожден пуассонов-
ским процессом π с компенсатором π̃t=2,0 · t: At=

∫ t
0 I{1�Xs−�K−1} dπs.

Точечный процесс выполнения B имеет компенсатор, обеспечивающий конеч-
ность продуктивного процесса “точно в срок u”: B̃t=

∫ t
0 (K−Xs)

1
u−sI{s<u}ds.

На рис. 1, ii представлен график траектории продуктивного процесса без воз-
вращений (т.е. At = 0 при всех t � 0). Траектории процессов получены в ре-
зультате имитационного компьютерного моделирования.

Для момента остановки τ , отвечающего конечному продуктивному процес-
су, определена функция распределения Fτ (t) = P{τ � t}, и поэтому условия
(2) и (3) могут быть представлены как

Fτ (u) = 1,(4)
Fτ (t) < 1 для любого t ∈ [0, u).(5)

Не ограничивая общности, для упрощения изложения в настоящей работе
предполагаем, что все рассматриваемые далее функции распределения аб-
солютно непрерывны, имеют носитель в [0,+∞) и, следовательно, имеют
соответствующие плотности вероятностей (например, Fτ (x) = 0 при t � 0 и
Fτ (x) =

∫ x
0 ρτ (t) dt при x > 0).

Исследования процессов “точно в срок” оказываются удобными на основе
традиционных описаний характеристик интенсивностей процессов заверше-
ния продуктивных процессов, поскольку именно в этих терминах рассматри-
ваются модели завершаемых событий (например, смертности, разрушения)
в биологии или демографии, а также в современных описаниях рисков для
сложных технических систем. При этом для момента τ на базисе B опреде-
ляется процесс “одного скачка” N = (Nt)t�0:

N(t) = I{τ � t}(6)
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с N(0) = 0 и limt→∞N(t) = 1 P-п.н. По теореме Деллашери разложение Дуба-
Мейера на базисе BN = (Ω,F ,FN = (FN

t )t�0,P) с FN
t = σ{Ns; s � t} (т.е. в

минимальном представлении) имеет вид

N(t) = Ñ(t) +mN (t).

Здесь mN = (mN (t))t�0 — мартингал на стохастическом базисе BN , а Ñ =

= (Ñ(t))t�0 — компенсатор (неубывающий предсказуемый процесс) с

Ñ(t) =

t∫

0

h(s)I{s < τ} ds,

где интенсивность h(t) скачков процессов N (известная в моделях разруше-
ния как “hazard rate”, а в демографических и биологических описаниях на-
зываемая “смертность”) определяется следующими выражениями:

h(t) =
ρτ (t)

1− Fτ (t)
и

t∫

0

h(s) ds = − ln(1− Fτ (t)).(7)

Из (4)–(5) и (7) вытекает очевидное утверждение для “точно в срок” в тер-
минах интенсивностей скачков

Предл ожени е 1. Процесс X является “точно в срок u”, если выполня-
ются следующие два условия:

u∫

0

h(s) ds = ∞,

t∫

0

h(s) ds < ∞ для любого t ∈ [0, u).

Это предложение оказывается полезным не только в качестве критерия
свойства “точно в срок”, но и при анализе распределенных продуктивных
процессов.

3. Распределенные системы продуктивных процессов “точно в срок”

Рассмотрим систему множественных продуктивных процессов “точно в
срок u” со случайным временем выполнения и некоторым заданным распре-
делением значений u. Формализовать такую систему можно следующим обра-
зом. На стохастическом базисе B зададим множество независимых случайных
процессов X = {Xu;u > 0}. Пусть при каждом u > 0 процесс Xu = (Xu

t )t�0

является конечным продуктивным процессом “точно в срок u” с моментом
завершения, определяемым аналогично (1),

ς(u) = inf{t > 0: Xu
t = 0}(8)
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Рис. 2. Продуктивные процессы без возвращений с K = 20; i — 3 траектории
процесса “точно в срок u” Xu = (Xu

t )t�0 с u = 5; ii — 6 траекторий распреде-
ленного процесса Xη = (Xη

t )t�0 с η, равномерно распределенной на [5, 8].

с соответствующей функцией распределения Fς(u)(t;u) и плотностью
ρς(u)(t;u). Для описания распределения параметра u зададим строго по-
ложительную F0-измеримую случайную величину η = η(ω), ω ∈ Ω, с функ-
цией распределения Fη(t) и плотностью распределения ρη(t) (при этом
P{η < ∞} = 1, ρη(t) = 0 при t < 0 и Fη(t) = 0 при t � 0). Предполагается,
что η и семейство X независимы. Значения случайной величины η рассмат-
риваются в качестве моментов выполнения u для соответствующих элемен-
тов семейства X . Тогда распределенный продуктивный процесс X = (Xt)t�0

определяется как X = Xη = (Xη
t )t�0, Xη(ω) ∈ X , ω ∈ Ω.

Очевидно, продуктивный процесс X также является конечным, но необя-
зательно “точно в срок”. Момент его завершения определяется (1) и (8) и
равен τ = ς(η). Для момента τ и интенсивности h(t), характеризующейся в
соответствии с (7) его распределением, справедливо следующее утверждение.

Предл ожени е 2. При t � 0

h(t) =
1

1− Fτ (t)

∞∫

t

ρς(u)(t;u)ρη(u) du,(9)

где

Fτ (t) = Fη(t) +

∞∫

t

Fς(u)(t;u)ρη(u) du.(10)

Простым следствием предложения 2 является следующее утверждение,
позволяющее “разделить” классы продуктивных систем на группу с процесса-
ми “точно в срок” и группу процессов, траектории которых с положительной
вероятностью имеет сколь угодно большой момент завершения.

Утв е ржд е ни е 1. Конечный продуктивный процесс X = Xη = (Xη
t )t�0,

Xη(ω) ∈ X , ω ∈ Ω, для которого момент выполнения — случайная вели-
чина η = η(ω), ω ∈ Ω, с функцией распределения Fη(t), является “точно в
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срок” тогда и только тогда, когда плотность распределения ρη(t) имеет
компактный носитель (т.е. существует такое конечное число T > 0, что
Fη(T ) = 1).

Прим ер 2. Рассмотрим иллюстративный пример, позволяющий сопоста-
вить продуктивные системы “точно в срок u” и распределенные системы. На
рис. 2 приведены графики продуктивного процесса без возвращений с на-
чальным значением K = 20. Рисунок 2, j представляет три траектории про-
дуктивного процесса Xu = (Xu

t )t�0 “точно в срок u” с моментом выполнения
u = 5 (компенсатор процесса выполнения описан в примере 1). На рис. 2, jj
показаны шесть траекторий процесса Xη = (Xη

t )t�0, но с моментом выполне-
ния, представляющим собой равномерно распределенную на [5, 8] случайную
величину η = η(ω), ω ∈ Ω. Для наглядности траектории (полученные в ими-
тационной компьютерной модели) изображены линиями различной толщины.

4. Задачи оценивания для простых распределенных систем “точно в срок”

4.1. Описания однородных процессов без возвращений

Рассматриваются системы простых (или однородных) процессов “точ-
но в срок” без возвращения (т.е. процесс возвращений равен нулю: At = 0 при
всех t � 0 и X = X0 −B = K −B). Процесс выполнений B = (Bt)t�0 пред-
ставляет собой пуассоновский мост [7, 8]. Таким образом, продуктивный про-
цесс X = (Xt)t�0 может рассматриваться как пуассоновский процесс в обрат-
ном времени (см., например, [9, 10]) при условии его терминального значения,
равного K ∈ N (в чем, собственно, и заключается “однородность” выполнения
операций и соответствующего продуктивного процесса). Как показано в [1]
на основе работ [7–10], такой однородный процесс X “точно в срок T ” имеет
минимальное семимартингальное представление X = K + X̃ +mX (где X̃ —
компенсатор, а mX — мартингал) с

Xt = K −
t∫

0

Xs · 1

T − s
I{s < T} ds +mX

t ,(11)

где параметр T — время выполнения процесса X (т.е. X — “точно в срок T ”).
Описания состояний такого процесса достаточно просты. Запись балансовых
уравнений для I{Xt = i}, 0 � i � K, оказывается аналогичной рассмотрен-
ным в [15–18]. Из их анализа следует лемма, позволяющая анализировать
распределение процесса X.

Лемма 1. Для однородного продуктивного процесса “точно в срок T ” с
минимальным представлением (11) при каждом 0 � i � K выполняется

P{Xt = i} = Ci
K

(
T − t

T

)i( t

T

)K−i

, где Ci
K =

K!

i!(K − i)!
.(12)

4.2. Оценивание времени выполнения

Довольно естественной для рассматриваемых процессов является следую-
щая задача оценивания.
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Зад а ч а 1. Пусть конечный продуктивный процесс X — однородный про-
дуктивный “точно в срок T ” процесс без возвращений с семимартингальным
представлением (11). По наблюдениям F

X = (FX
t )t�0 с FX

t = σ{Xs; s � t}
необходимо построить оценку E(τ |FX

t ).
Развитием этой задачи служит

Зад а ч а 2. Найти оценку E(τ |FX
t ) для распределенного процесса

X = Xη = (Xη
t )t�0, Xη(ω) ∈ X , ω ∈ Ω, где каждый из независимых процессов

Xu = (Xu
t )t�0 ∈ X — однородный продуктивный “точно в срок u” процесс

без возвращений с семимартингальным представлением (11) (естественно, с
заменой T на u). Распределение момента выполнения η = η(ω), ω ∈ Ω, неза-
висимого с X , предполагается с функцией распределения Fη(x) и плотно-
стью ρη(x).

Заметим, что момент завершения τ (см. (1)) продуктивного процесса “точ-
но в срок T ” строго меньше, чем время выполнения: P{τ < T} = 1 (это сле-
дует из (2) и того, что P{τ = T} = 0 для непрерывной функции распреде-
ления Fτ (x)). Поэтому “наблюдения” F

X = (FX
t )t�0 с FX

t = σ{Xs; s � t} не
позволяют установить величину времени выполнения T . В связи с этим воз-
никает следующая

Зад а ч а 3. Пусть конечный продуктивный процесс X является распре-
деленным: X = Xη = (Xη

t )t�0, Xη(ω) ∈ X , ω ∈ Ω, где каждый из незави-
симых процессов Xu = (Xu

t )t�0 ∈ X — однородный “точно в срок u”, без
возвращений, с представлением (11) (с заменой T на u). Распределение
момента η = η(ω), ω ∈ Ω, независимого с X , имеет функцию распределе-
ния Fη(x) и плотность ρη(x). Необходимо найти функцию распределения
F̂η(x; t) = P{η � x|Xt} момента η при условии наблюдения Xt или, что эк-
вивалентно, ρ̂η(x; t) = dF̂η(x; t)/dx. Также необходимо определить E(η|Xt).

Перед решением этих задач приведем некоторые вспомогательные резуль-
таты.

Лемма 2. Пусть X — процесс “точно в срок T ” с семимартингальным
представлением (11). Момент τ , определенный в (1), имеет функцию рас-
пределения и плотность, равные 0 при t < 0, а также

Fτ (t) = (t/T )K при t ∈ [0, T ], Fτ (t) = 1 при t > T ,(13)

ρτ (t) = KtK−1T−K при t ∈ (0, T ), ρτ (t) = 0 при t > T .(14)

Сл ед с т в и е 1.

Eτ =
K

K + 1
T.(15)

Решением задачи 1 служит
Те ор ем а 1. Для продуктивного процесса “точно в срок T ” последова-

тельная оценка τ̂t(T ) = E(τ |FX
t ) равна

τ̂t(T ) = τI{τ � t}+
(
t

1

Xt + 1
+ T

Xt

Xt + 1

)
I{τ > t}I{T > t}.(16)
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Решение задачи 2 предварим рассмотрением задачи 3. Представим его в
виде следующей леммы, имеющей и самостоятельный интерес.

Лемма 3. Плотность распределения ρ̂η(x; t) при условии наблюдения Xt,
построенная для случайного момента выполнения η с плотностью ρη(x),
имеет вид

ρ̂η(x; t) =
K∑

i=1

(x− t)ix−Kρη(x)I{t < x}∫∞
t (s− t)is−Kρη(s) ds

I{Xt = i}+

+

(
I{t � x}+ tKx−K

)
ρη(x)

Fη(t) +
∫∞
t tKs−Kρη(s) ds

I{Xt = 0}.
(17)

На основе этой леммы формулируется простое
Утв е ржд е ни е 2. Для оценки η справедливо: E(η|Xt) =

∫∞
0 sρ̂η(s; t) ds,

где ρ̂η(x; t) определяется в лемме 3.
Поскольку процесс X марковский, то E(τ |FX

t ) = E(τ |Xt). Следовательно,
результат (17) приводит также и к решению задачи 2.

Те ор ем а 2. Оценка времени завершения τ распределенного однородного
продуктивного процесса при наблюдении X и известной плотности распре-
деленного момента выполнения ρη(x) равна

E(τ |Xt) = τI{τ � t}+
∞∫

t

(t+Xts)ρη(s; t) ds
I{τ > t}
Xt + 1

,(18)

где ρ̂η(x; t) определена в (17).

5. Заключение

Полученные в работе результаты заключаются не только в описании ма-
тематической модели и формулировке ряда оценок. Интерес представляют
приведенные в Приложении доказательства, выполненные мартингальными
методами. Они могут быть легко обобщены, например, при известных опи-
саниях вероятностей состояний процессов P{Xt = i} (здесь указанных для
простого однородного случая в лемме 1).

Заметим, что наряду с рассмотренными задачами представляются инте-
ресными математические описания и анализ мультивариантных процессов
“точно в срок”. Отметим, что не исследованы предельные распределения нор-
мированных процессов. Задачам оптимального управления системами “точно
в срок” и “почти точно в срок” посвящена пока только одна работа [1] и только
для однородного процесса. Также в настоящее время не исследована система
процессов “точно в срок” с разладками.

Поскольку рассматриваемые объекты и предложенные задачи актуальны
во многих приложениях, а их математическая формализация находится в на-
чальной стадии выполнения даже для простых схем, то анализ мартингаль-
ными методами процессов “точно в срок” (и систем таких процессов) пред-
ставляется перспективным.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Док а з а т е л ь с т в о с в о й с т в а 2. Рассмотрим разбиение D = {D1,D2},
где D1 = {τ > t} и D2 = {τ � t}. Тогда для любых t � 0 и Δ > 0 вероятность
события A = {τ ∈ (t, t+Δ]} при условии σ-алгебры FN

t = σ{Ns; s � t}, опре-
деленной для N в (6), совпадает с вероятностью при условии этого разбиения

P
{
A|FN

t

}
= P{A|D}I{D1}.(Π.1)

Однако для правой части (Π.1) справедливо равенство

P{A|D}I{D1} =
P{A ∩D1}
P{D1} I{D1}.(Π.2)

При этом P{D1} = 1− Fτ (t), а P{A ∩D1} = E{P(A ∩D1|η)}. Поскольку
P(A∩D1|η)=P(A|η)I{D1}, а P(A|η)I{D1}={Fς(η)(t+Δ; η)−Fς(η)(t; η)}I{D1} =

= Δρς(u)(t; η)I{D1}+ o(Δ), то P(A ∩D1) = Δ
∫∞
0 ρς(u)(t;u)ρη(u) du+ o(Δ).

С учетом того, что для каждого процесса Xu ∈ X “точно в срок u” выпол-
няется равенство ρς(u)(t;u) = 0 при всех u � t, получаем соотношение

P(A ∩D1) = Δ

∞∫

t

ρς(u)(t;u)ρη(u) du + o(Δ).(Π.3)

Заметим, что P{A|FN
t } = Δh(t)I{D1}+ o(Δ). Отсюда, а также из (Π.1)–(Π.3)

следует (9). Равенство (10) следует из того, что Fτ (t) = E{P(ς(η) � t|η)} =
= EFς(η)(t) и что “точно в срок u” Fς(u)(t;u) = 1 при всех t � u

Fς(η)(t) =

∞∫

0

Fς(u)(t;u)ρη(u) du =

t∫

0

1 · ρη(u) du+

∞∫

0

Fς(u)(t;u)ρη(u) du,

так как первое слагаемое в правой части равняется Fη(t). Предложение 2
доказано.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Балансовые уравнений для I{Xt = i},
0 � i � K, имеют вид

I{Xt = i} =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1−
t∫

0

I{Xs− = K} dBs, если i = K,

t∫

0

(I{Xs− = i+ 1} − I{Xs− = i}) dBs, если 1� i<K,

t∫

0

I{Xs− = 1} dBs, если i = 0.

(Π.4)
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Поскольку для компенсатора процесса выполнения B из (11) справедливо
dB̃s = {Xs/(T − s)}ds, то из (Π.4) получаем

˜I{Xt= i}=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1−
t∫

0

I{Xs− = K} K

T − s
ds, если i = K,

t∫

0

(
I{Xs−= i+1} i+1

T−s
−I{Xs−= i} i

T−s

)
ds, если 1� i<K,

t∫

0

I{Xs− = 1} 1

T − s
ds, если i = 0.

(Π.5)

Обозначим искомые вероятности pt(i) = P{Xt = i} = EI{Xt = i}. Тогда
из (Π.5) получаем линейную систему уравнений

pt(i) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1−
t∫

0

ps(K)
K

T − s
ds, если i = K,

t∫

0

(
ps(i+ 1)

i+ 1

T − s
ps(i) = i

i

T − s

)
ds, если 1 � i < K,

t∫

0

ps(1)
1

T − s
ds, если i = 0.

(Π.6)

То, что (12) является решением (Π.6), проверяется по индукции. Лемма до-
казана.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Момент τ для процесса (Xt)t�0 совпа-
дает с моментом первого скачка φ = inf{v > 0: Yv = 0} в обратном времени
v = T − t процесса (Yv)0�v�T с Yv = Xt (конструкции соответствующих замен
фильтраций и характеристик процесса приведены в [9, 10], а также в [7, 8]).
Такой процесс является пуассоновским мостом со следующим представдени-
ем при 0 � v � T :

Yv =

v∫

0

(K − Yr)
1

T − r
I{r < T} dr +MY

v ,

где MY — соответствующий мартингал. По теореме Деллашери для функ-
ции распределения момента первого скачка φ выполняется соотношение
dFφ(v)/(1 − Fφ(v)) = Kdv/(T − v). Следовательно, Fφ(v) = 1− (T − v)K/TK .
Из равенства Fτ (x) = Fφ(T − x) получаем (13). Его дифференцирование да-
ет (14). Лемма 2 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 1. Поскольку Eτ =
∫∞
0 tρτ (t) dt, то из

леммы 2 следует (15). Следствие 1 доказано.
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Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Заменой начального значения време-
ни на t, величины K на Xt и FX

0 на FX
t при T > t получаем из (15), что

E
{
τI{τ > t}|FX

t

}
=
{

Xt
Xt+1 (T − t) + t

}
I{τ > t}. Отсюда вытекает (16). Тео-

рема доказана.
Дока з а т е л ь с т в о л еммы 3. Обозначим для n ∈ N, 0 � i � K и

j = 0, 1, 2, . . . вспомогательные множества Bi = {Xt = i} и Dj = Dj(n) =

=
{
η =

[ j
n ,

j+1
n

)}
. Поскольку абсолютно непрерывная (по x) функция Fη(x; t)

при каждом t монотонна и ограниченна, то она равномерно непрерывна. По-
этому для плотности распределения ρ̂η(x; t) выполняется следующее соотно-
шение:

ρ̂η(x; t) = lim
j=[x·n],n→∞

K∑

i=0

P{Dj |Bi}
1/n

I{Xt = i}.(Π.7)

Условную вероятность в (Π.7) представим по формуле Байеса в виде

lim
j=[x·n],n→∞

P{Dj |Bi}
1/n

= lim
j=[x·n],n→∞

P{Bi|Dj}P{Dj}n∑∞
r=1 P{Bi|Dr}P{Dr} =(Π.8)

=

(
lim
n→∞

∞∑

r=0

P{Bi|Dr}P{Dr}
)−1

lim
j=[x·n],n→∞

P{Bi|Dj} lim
j=[x·n],n→∞

P{Dj}n.

Найдем каждый из сомножителей в правой части (Π.8). Для последнего,
очевидно, выполняется следующее равенство:

lim
j=[x·n],n→∞

P{Dj}n = ρη(x).(Π.9)

Из того, что {Xt = 0} при η � t, а также из (12) в лемме 1 получаем:

lim
j=[x·n],n→∞

P{Bi|Dj}= I{i=0}I{t� x}+Ci
K

(x− t

x

)i( t
x

)K−i
I{t < x}.(Π.10)

Аналогично (Π.9) и (Π.10) для интегральной суммы имеем равенство

lim
n→∞

∞∑

r=0

P{Bi|Dr}P{Dr} = I{i = 0}
t∫

0

ρη(s) ds +

+

∞∫

t

Ci
K

(s− t

s

)i( t
s

)K−i
ρη(s) ds.

(Π.11)

Подставив выражения (Π.9)–(Π.11) в (Π.8) и затем в (Π.7), получаем выра-
жение (17). Лемма 3 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Поскольку E(τ |Xt) = I{τ � t}τ =
+I{τ > t} ∫∞

t τ̂t(s)ρ̂η(s; t) ds, где τ̂t(s) определяется в теореме 1, а плотность
ρ̂η(s; t) — в лемме 3, очевидно получаем выражение (18). Теорема доказана.
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