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РАЗВИТИЕ ТЕОРИИ ФИЛЬТРОВ ЛИПЦЕРА – ШИРЯЕВА

Разработаны два типа приближенных субоптимальных фильтров Лип-
цера –Ширяева (ФЛШ). Первый тип создан на основе обобщенного филь-
тра Калмана – Бьюси, а второй — на основе параметризации апостериор-
ного распределения по методам ортогонального разложения и квазимо-
ментов. Изложенные методы синтеза ФЛШ дают принципиальную воз-
можность получить фильтр, близкий к оптимальному с любой степенью
точности. Чем выше максимальный порядок учитываемых параметров
ортогонального разложения, тем выше будет точность приближения к
оптимальной оценке.
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1. Введение

Как известно [1–6], нелинейные гауссовские стохастические системы
(СтС), линейные относительно состояния, определяющие оптимальный
(в смысле минимума средней квадратической (с.к.) ошибки) алгоритм
фильтрации, называются фильтрами Липцера – Ширяева (ФЛШ). Изучение
условно-оптимальных ФЛШ выполнено в [4–6] как для гауссовских, так и
негауссовских СтС. Настоящая статья посвящена развитию субоптимальных
ФЛШ для нелинейных СтС относительно наблюдений и линейных относи-
тельно состояния. В разделе 2 получены точные уравнения для апостериор-
ного нормированного одномерного распределения ФЛШ. Раздел 3 посвящен
приближенным гауссовским алгоритмам субоптимальных ФЛШ на основе
метода нормальной аппроксимации (МНА) и метода статистической линеа-
ризации (МСЛ). В разделе 4 рассмотрены субоптимальные ФЛШ на основе
обобщенных фильтров Калмана – Бьюси. Раздел 5 посвящен субоптималь-
ным ФЛШ на основе ортогонального разложения апостериорной плотности.
Алгоритмы оценки точности и чувствительности даны в разделе 6. В заклю-
чении сформулированы основные выводы и даны обобщения.

2. Точные уравнения для ФЛШ
2.1. Уравнения процессов

Будем рассматривать задачи фильтрации состояния систем, моделями ко-
торых могут служить стохастические дифференциальные уравнения с вине-
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ровскими и пуассоновскими шумами. В некоторых случаях стохастические
дифференциальные уравнения модели изучаемой системы могут иметь неиз-
вестные параметры и, как правило, всегда содержат параметры, известные
с ограниченной точностью. Поэтому возникает задача непрерывного оцени-
вания неизвестных параметров системы (точнее, ее модели) по результатам
непрерывных наблюдений. Предположим, что правые части уравнений зави-
сят от конечного множества неизвестных параметров, которые будем рас-
сматривать как компоненты вектора параметров θ. Одним из возможных
подходов в таких случаях является следующий прием: неизвестный вектор-
ный параметр θ считают стохастическим процессом Θ = Θt, который опре-
деляется дифференциальным уравнением Θ̇t = 0, и включают компоненты
этого векторного процесса в вектор состояния системы («расширяют» век-
тор состояния путем включения в него неизвестных параметров в качестве
дополнительных компонент). Таким образом, задача непрерывной фильтра-
ции неизвестных параметров модели системы сводится к задаче непрерыв-
ной фильтрации состояния системы с расширенным вектором состояния. От
неизвестных параметров могут зависеть и уравнения наблюдения. Эти пара-
метры следует включить в вектор θ и, следовательно, в расширенный вектор
состояния.
Итак, пусть векторный стохастический процесс (СтП) Zt =

[
XT

t Y
T
t

]T опре-
деляется системой векторных стохастических дифференциальных уравнений
Ито [4–6]:

dXt = ϕ(Xt, Yt,Θ, t)dt+ ψ′(Xt, Yt,Θ, t)dW0 +

+

∫

Rq
0

ψ′′(Xt, Yt,Θ, t, v)P 0(dt, dv), X(t0) = X0,
(1)

dYt = ϕ1(Xt, Yt,Θ, t)dt+ ψ′
1(Xt, Yt,Θ, t)dW0 +

+

∫

Rq
0

ψ′′
1 (Xt, Yt,Θ, t, v)P 0(dt, dv), Y (t0) = Y0.

(2)

Здесь Yt = Y (t) — ny-мерный наблюдаемый СтП; Xt = X(t) — nx-мерный
ненаблюдаемый СтП (вектор состояния); W0 = W0(t) — nw-мерный вине-
ровский СтП (nw � ny) интенсивности ν0 = ν0(Θ, t); P 0(Δ, A) = P (Δ, A)−
−μP (Δ, A), P (Δ, A) представляет собой для любого множества A простой
пуассоновский СтП, а μP (Δ, A) — его математическое ожидание, причем

μP (Δ, A) = MP (Δ, A) =

∫
νP (τ,A)dτ ;

νP (Δ, A) — интенсивность соответствующего пуассоновского потока событий,
Δ = (t1, t2]; интегрирование по v распространяется на все пространство Rq с
выколотым началом координат; Θ = θ — вектор случайных параметров раз-
мерности nΘ; ϕ=ϕ(Xt, Yt,Θ, t), ϕ1 =ϕ1(Xt, Yt,Θ, t); ψ′ =ψ′(Xt, Yt,Θ, t), ψ′

1 =
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= ψ′
1(Xt, Yt,Θ, t) — известные функции, отображающие Rnx ×Rny ×R соот-

ветственно в Rnx, Rny, Rnxnw, Rnynw; ψ′′ =ψ′′(Xt, Yt,Θ, t, v), ψ′′
1 (Xt, Yt,Θ, t, v) —

известные функции, отображающие Rnx ×Rny ×Rq в Rnx , Rny .
Требуется найти с.к. оценку X̂t СтП Xt в каждый момент времени t по

результатам наблюдения СтП Y (τ) до момента t, Y t
t0 = {Y (τ) : t0 � τ < t}.

Предположим, что
• уравнение состояния имеет вид (1);
• уравнение наблюдения (2), во-первых, не содержит пуассоновского шума

(ψ′′
1 ≡ 0), а во-вторых, коэффициент при винеровском шуме ψ′

1 в уравнениях
наблюдения не зависит от состояния (ψ′

1(Xt, Yt,Θ, t) = ψ̄′
1(Yt,Θ, t)).

В этом случае исходные уравнения задачи нелинейной фильтрации имеют
следующий вид:

dXt = ϕ(Xt, Yt,Θ, t)dt+ ψ′(Xt, Yt,Θ, t)dW0 +

+

∫

Rq
0

ψ′′(Xt, Yt,Θ, t, v)P 0(dt, dv), X(t0) = X0,(3)

dYt = ϕ1(Xt, Yt,Θ, t)dt+ ψ̄′
1(Yt,Θ, t)dW0, Y (t0) = Y0.(4)

Кроме того будем считать, что выполнены условия существования и един-
ственности СтП

[
XT

t Y T
t

]T, определяемого (3) и (4) при соответствующих
начальных условиях [5, 7].

2.2. Фильтрационные уравнения

Как известно [4, 6], для любых СтП Xt и Yt оптимальная оценка X̂t,
минимизирующая средний квадрат ошибки в каждый момент времени t,
представляет собой апостериорное математическое ожидание СтП Xt: X̂t =
= M

[
Xt | Y t

t0

]
. Чтобы найти это условное математическое ожидание необхо-

димо знать pt = pt(x) — апостериорное одномерное распределение СтП Xt.
При условиях Липцера — Ширяева, т.е. когда имеют место соотношения:
1) система (3) гауссовская ψ′′=0, ψ′(Xt, Yt,Θ, t) = ψ̄′(Yt,Θ, t), ϕ(Xt, Yt,Θ, t) =
= a1(Yt,Θ, t)Xt + a0(Yt,Θ, t);
2) система (4) гауссовская ϕ1(Xt, Yt,Θ, t) = b1(Yt,Θ, t)Xt + b0(Yt,Θ, t).
В [6] получено следующее точное нелинейное фильтрационное уравне-

ние для апостериорной одномерной характеристической функции gt(λ,Θ) =
= Mpt

[
exp(iλTXt)

]
:

dgt(λ,Θ) = Mpt

[{
iλTϕ(Xt, Yt,Θ, t)−

−1

2
λT(ψν0ψ

T)(Xt, Yt,Θ, t)λ+ γ(λ,Xt, Yt,Θ, t)

}
eiλ

TXt | Y t
t0

]
dt+

+Mpt
[{

ϕ1(Xt, Yt,Θ, t)T − ϕ̂T
1 + iλT(ψν0ψ

T
1 )(Xt, Yt,Θ, t)

}
eiλ

TXt | Y t
t0

]
×

× (ψ1ν0ψ
T
1 )

−1(Yt,Θ, t)(dYt − ϕ̂1dt),

(5)
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где

γ = γ(λ,Xt, Yt,Θ, t) =

=

∫

Rq
0

[
eiλ

Tψ′′(Xt,Yt,Θ,t,v) − 1− iλTψ′′(Xt, Yt,Θ, t, v)
]
νP (Θ, t, v)dv,(6)

ϕ̂1 = Mpt [ϕ1(Xt, Yt, t)] .(7)

Функции gt(λ,Θ) и апостериорная одномерная pt(x,Θ) связаны между со-
бой преобразованием Фурье [4, 5].
Отсюда при условиях Липцера – Ширяева для гауссовской системы, когда

γ = 0, уравнение (5) приобретает вид

dgt(λ,Θ) =Mpt

[{
iλT(a1Xt + a0)− 1

2
λT(ψν0ψ

T)(0, Yt,Θ, t)λ

}
eiλ

TXt
∣∣Y t

t0

]
dt+

+Mpt

[{
(b1Xt + b0)

T − ϕ̂T
1 + iλT(ψν0ψ

T
1 )(0, Yt,Θ, t)

}
eiλ

TXt | Y t
t0

]
×(8)

×(ψ1ν0ψ
T
1 )

−1(Yt,Θ, t)(dYt − (b1Xt + b0)dt).

2.3. Частный случай уравнений (3), (4) при условиях Липцера – Ширяева

Если функция ψ′′(Xt, Yt,Θ, t, v) в (3) допускает представление

ψ′′(Xt, Yt,Θ, t, v) = ψ′(Xt, Yt,Θ, t)ω(Θ, v),(9)

где P 0(Δ, A) = P 0((0, t], dv), то уравнения (3), (4) при условиях Липцера –
Ширяева примут следующий вид:

Ẋt = ϕ(Xt, Yt,Θ, t) + ψ′(0, Yt,Θ, t)V (Θ, t), X(t0) = X0,(10)

Ẏt = ϕ(Xt, Yt,Θ, t) + ψ̄1(Yt,Θ, t)V0(Θ, t), Y (t0) = Y0.(11)

Здесь V0(Θ, t) = Ẇ0(Θ, t); V (Θ, t) = ˙̄W (Θ, t),

W̄ (Θ, t) = W0(Θ, t) +

∫

Rq
0

ω(Θ, v)P 0((0, t], dv);(12)

νP (Θ, t, v)dv = [∂μ(Θ, t, v)/∂t] dv — интенсивность пуассоновского потока
скачков, равных ω(Θ, t). При этом логарифмические производные от одно-
мерных характеристических функций определяются известными формулами

χW0(ρ; t) = −1

2
ρTν0(Θ, t)ρ,(13)

χW̄ (ρ; t) = −1

2
ρT(Θ, t)ρT +

∫

Rq
0

[
eiρ

Tω(Θ,v) − 1− iρTω(Θ, v)
]
νP (Θ, t, v)dv.(14)
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В таком случае уравнение для апостериорной одномерной характеристиче-
ской функции имеет вид (7), где функция (6) допускает следующую запись:

γ =

∫

Rq
0

[
eiλ

Tψ′(0,Yt,Θ,t)ω(Θ,v) − 1− iλTψ′(0, Yt,Θ, t)ω(Θ, v)
]
νP (Θ, t, v)dv.(15)

Зам е ч а ни е 1. Этот случай для нормированного распределения рас-
смотрен в [9].

2.4. Основные результаты раздела 2

Утв е ржд е ни е 1. Пусть для СтС (3), (4) при фиксированном Θ = θ
выполнены условия существования и единственности решения, а матри-
ца σ1 = ψ1ν0ψ

T
1 не вырождена. Тогда при условии ограниченности соответ-

ствующих математических ожиданий точное фильтрационное уравнение
для апостериорной одномерной нормированной характеристической функ-
ций имеет вид (7)–(6).

Утв е ржд е ни е 2. В условиях утверждения 1 при отсутствии пуассо-
новских шумов точное фильтрационное уравнение для апостериорной одно-
мерной нормированной характеристической функции имеет вид (8).

Утв е ржд е ни е 3. Пусть для СтС (10), (11) выполнены условия суще-
ствования и единственности решения, имеет место представление (9),
а матрица σ1 = ψ1ν0ψ

T
1 не вырождена. Тогда при условии ограниченно-

сти соответствующих математических ожиданий точное фильтрацион-
ное уравнение имеет вид (7) при условии (15).

3. Нормальные субоптимальные ФЛШ на основе МНА (МСЛ)

3.1. Вводные замечания

Точное решение фильтрационных уравнений (1), (2) возможно только в
случаях, когда уравнения гауссовской дифференциальной СтС линейны или
линейны лишь относительно вектора состояния Xt при независимой от со-
стояния функции ψ. Эти уравнения дают точное решение задачи с.к. оп-
тимальной нелинейной фильтрации. Это решение не может быть реализо-
вано практически в задачах реального времени. Для нахождения оптималь-
ной оценки вектора состояния необходимо решить фильтрационное уравнение
для апостериорной характеристической функции (или фильтрационное урав-
нение для апостериорной плотности вектора состояния Xt) после получения
результатов наблюдений, затем вычислить оптимальную оценку вектора Xt.
Но методов точного решения этих уравнений в общем случае пока еще не
существует.
Численное решение фильтрационных уравнений в задачах реального вре-

мени тоже невозможно, так как для этого требуется много времени, а ре-
шать их необходимо каждый раз после получения результатов наблюдений.
Кроме того, практическое применение точной теории оптимальной нелиней-
ной фильтрации имеет смысл только в тех случаях, когда оценки можно
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вычислять в реальном масштабе времени по мере получения результатов на-
блюдений. Точная теория дает оптимальные оценки в каждый момент t по
результатам наблюдений, полученным к этому моменту, без использования
последующих результатов наблюдений. Если эти оценки не могут быть вы-
числены в тот же момент t или хотя бы с фиксированным приемлемым за-
паздыванием и их вычисление приходится откладывать на будущее, то нет
никакого смысла отказываться от использования наблюдений, получаемых
после момента t, для оценивания состояния системы в момент t. Поэтому для
статистической обработки результатов после окончания наблюдений, т.е. для
офлайн-оценивания, целесообразно применять известные из математической
статистики методы постобработки информации [7].
Необходимость обработки результатов наблюдений в реальном масштабе

времени непосредственно в процессе эксперимента привела к появлению ряда
приближенных методов оптимальной нелинейной фильтрации, называемых
обычно методами субоптимальной фильтрации (СОФ) [4–6]. Одни прибли-
женные СОФ методы основаны на приближенном решении фильтрационных
уравнений, а другие — на превращении формул для стохастических диффе-
ренциалов оптимальной оценки X̂t и апостериорной ковариационной матри-
цы ошибки Rt в стохастические дифференциальные уравнения для X̂t и Rt

путем разложения функций ϕ, ϕ1, ψ1 или ϕ, ϕ1, ψ′ψ′′, ψ, ψ1 в степенные ряды
и отбрасывания остаточных членов.
Для приближенного решения уравнения для апостериорной одномерной

характеристической функции g1(λ,Θ) вектора Xt можно использовать мето-
ды СОФ, основанные на параметризации одномерных распределений СтП,
определяемого стохастическим дифференциальным уравнением [4–6]. Эти
методы СОФ позволяют изучить стохастические дифференциальные урав-
нения для параметров апостериорного распределения. Простейшим методом
СОФ является МНА апостериорного распределения. Исключительно важное
практическое значение имеют квазилинейные фильтры, получаемые с помо-
щью методов эквивалентной линеаризации [4–6].

3.2. Нормальный субоптимальный ФЛШ
для гауссовских СтС

Так как нормальное (гауссовское) распределение, аппроксимирующее апо-
стериорное одномерное распределение Xt, полностью определяется матема-
тическим ожиданием X̂t и ковариационной матрицей Rt вектора Xt, то при
аппроксимации апостериорного одномерного распределения вектора Xt нор-
мальным распределением все математические ожидания в правых частях
формул для дифференциалов dX̂t и dRt будут определенными функциями
X̂t, Rt и t. Для гауссовских СтС (ψ′′ = 0, ψ′′

1 = 0) фильтрационные уравне-
ния для нормального СОФ (НСОФ) будут представлять собой стохастические
дифференциальные уравнения, определяющие X̂t и Rt:

dX̂t = f(X̂t, Yt, Rt,Θ, t)dt+

+ h(X̂t, Yt, Rt,Θ, t)
[
dYt − f (1)(X̂t, Yt, Rt,Θ, t)dt

]
,

(16)
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dRt =

{
f (2)(X̂t, Yt, Rt,Θ, t)− h(X̂t, Yt, Rt,Θ, t)(ψ1ν0ψ

T
1 )(Yt,Θ, t)×

× h(X̂t, Yt, Rt,Θ, t)T
}
dt+

+

ny∑
r=1

ρr(X̂t, Yt, Rt,Θ, t)
[
dYr − f (1)

r (X̂t, Yt, Rt,Θ, t)dt
]
.

(17)

Здесь введены следующие обозначения:

f = f(X̂t, Yt, Rt, t) = MN [ϕ(Yt,Xt,Θ, t)] = ϕ̂,(18)

f (1) = f (1)(X̂t, Yt, Rt,Θ, t) =
{
f (1)
r (X̂t, Yt, Rt,Θ, t)

}
=

= MN [ϕ1(Yt,X,Θ, t)] = ϕ̂T
1 ,

(19)

h = h(X̂t, Yt, Rt, t) =

{
MN

[
X̂tϕ1(Yt,Xt,Θ, t)T + ψν0ψ

T
1 (Yt,Xt,Θ, t)

]
−

− X̂tf
(1)(X̂t, Yt, Rt,Θ, t)T

}
(ψ1ν0ψ

T
1 )

−1(Yt,Θ, t),

(20)

f (2) = f (2)(X̂t, Yt, Rt,Θ, t) = MN

{
(Xt − X̂t)ϕ(Yt,Xt,Θ, t)T +

+ ϕ(Yt,Xt,Θ, t)(XT
t − X̂T

t ) + ψν0ψ
T(Yt,Xt,Θ, t)

}
,

(21)

ρr = ρr(X̂t, Yt, Rt,Θ, t) = MN

{
(Xt − X̂t)(X

T
t − X̂T

t )αr(Yt,Xt,Θ, t) +

+ (Xt − X̂t)βr(Yt,Xt,Θ, t)T(XT
t − X̂T

t ) +

+ βr(Yt,Xt,Θ, t)(XT
t − X̂T

t )

}
(r = 1, ny),

(22)

ϕ(Xt, Yt,Θ, t) = a1(Yt,Θ, t)Xt + a0(Yt,Θ, t),(23)

ϕ1(Xt, Yt,Θ, t) = b1(Yt,Θ, t)Xt + b0(Yt,Θ, t),(24)

где αr — r-й элемент матрицы-строки (ϕT
1 − ϕ̂T

1 )(ψ1ν0ψ
T
1 ), а βkr — элемент

k-й строки и r-го столбца (ψν0ψ
T
1 )(ψ1ν0ψ

T
1 )

−1; βr — r-й столбец матрицы
(ψν0ψ

T
1 )(ψ1ν0ψ

T
1 ), βr = [β1r . . . βnxr]

T, при этом αr и βr зависят только от Θ, t.
Количество уравнений для апостериорного одномерного распределения

определяется по формуле QМНА = nx(nx+3)
2 .

За начальные значения X̂t, Rt при интегрировании уравнений (16) и (17),
естественно, следует принять условные математическое ожидание и ковариа-
ционную матрицу величины X0 относительно Y0:

X̂0 = MN [X0 | Y0] , R0 = MN
[
(X0 − X̂0)(X

T
0 − X̂T

0 ) | Y0

]
.(25)
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Если нет информации об условном распределении X0 относительно Y0, то
начальные условия можно взять в виде X̂0 = MX0, R0 = M(X0 −MX0)×
×(XT

0 −MXT
0 ). Если же и об этих величинах нет никакой информации, то

начальные значения X̂t, Rt приходится задавать произвольно.

3.3. Нормальный субоптимальный ФЛШ для негауссовских СтС

В основе соответствующей теоремы для СтС (3), (4) с пуассоновскими
шумами в (3) и невырожденной матрицей σ1 = ψ1ν0ψ

T
1 лежат уравнения

(16), (17). При этом потребуется ограниченность функций f , f (1), h, ρr, опре-
деляемых (18)–(22), и функции

f̄ (2) = f (2) +MN

⎡
⎢⎣
∫

Rq
0

ψ′′ψ′′TνP (Θ, t, dv)

⎤
⎥⎦ .(26)

Зам е ч а ни е 2. Для гладких функций ϕ,ϕ1, ψ
′, ψ′

1 и гауссовских СтС
(3), (4) СОФ на основе МНА называется просто гауссовским фильтром [6],
а ФЛШ — нелинейным субоптимальным ФЛШ.

3.4. Квазилинейный НСОФЛШ на основе МСЛ

Для СтС (1), (2) с аддитивными винеровскими и пуассоновскими шумами
уравнения НСОФ проще получаются, если нелинейные функции ϕ и ϕ1 на
основе гауссовского (нормального) распределения заменить на статистически
линеаризованные [4–6]:

ϕ = ϕ(Xt, Yt,Θ, t)≈ ϕ0 + kϕx (Xt −mx
t ) + kϕy (Yt −my

t ),(27)
ϕ1 = ϕ1(Xt, Yt,Θ, t)≈ ϕ10 + kϕ1

x (Xt −mx
t ) + kϕ1

y (Yt −my
t ),(28)

а затем использовать уравнения линейной фильтрации [4–6] для Zt =

=
[
XT

t Y T
t

]T. Коэффициенты статистической линеаризации зависят от ма-
тематических ожиданий, дисперсий и ковариаций

mz
t =

[
mx

t

my
t

]
, Kz

t =

[
Kx

t Kxy
t

Kxy
t Ky

t

]
.(29)

Они определяются из уравнений

Żt = AzZt +Az
0 +Bz

0V, V = Ẇ ,(30)

ṁz
t = Azmz

t +Az
0, mZ

t0 = mz
0,(31)

K̇z
t = BzKz

t +Kz
t (B

z)T +Bz
0ν

m(Bz
0)

T, Kz
t0 = Kz

0 .(32)

Здесь введены следующие обозначения:

Az
0 =

[
a0
b0

]
, Az =

[
a1 a
b1 b

]
, Bz

0 =

[
ψ̄

ψ̄1

]
,
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a = kϕy , a1 = kϕx , a0 = ϕ0 − kϕxm
x
t − kϕym

y
t ,

b = kϕ1
y , b1 = kϕ1

x , b0 = ϕ0 − kϕ1
x mx

t − kϕ1
y my

t ,

ψdW0 +

∫

Rq
0

ψ′′P 0(dt, dv) = ψ̄dW, ψ′
1dW0 +

∫

Rq
0

ψ′′
1P

0(dt, dv) = ψ̄1dW,(33)

где νW — интенсивность СтП с независимыми приращениями, состоящего из
винеровской и пуассоновской частей. Тогда уравнения квазилинейного НСОФ
будут иметь вид

˙̂
Xt = aYt + a1X̂t + a0 + βt

[
Zt − (bYt + b1X̂t + b0)

]
,(34)

βt = (Rtb
T
1 + ψ̄νW ψ̄T

1 )(ψ̄1ν
W ψ̄T

1 )
−1,(35)

Ṙt = a1Rt +Rta
T
1 + ψ̄νW ψ̄T −

− (Rtb
T
1 + ψ̄νW ψ̄T

1 )(ψ̄1ν
W ψ̄T

1 )
−1(b1Rt + ψ̄1ν

W ψ̄T).
(36)

3.5. Основные результаты раздела 3

Утв е ржд е ни е 4. Пусть выполнены условия утверждения 1. Тогда
НСОФ для (3), (4) описывается уравнениями (16), (17), (25) при условиях
ограниченности функций (18)–(22).

Утв е ржд е ни е 5. Пусть выполнены условия утверждения 2. Тогда
НСОФ для гауссовской системы (3) описывается уравнениями (16), (17),
(25) при условиях ограниченности функций (18)–(22).

Утв е ржд е ни е 6. Пусть СтС (1), (2) содержит только аддитивные
винеровские и пуассоновские шумы и допускает замену статистически ли-
неаризованной, а матрица σ1 = ψ̄1ν

W ψ̄T
1 не вырождена. Тогда в основе ал-

горитма квазилинейного НСОФ лежат уравнения (31)–(33) при начальных
условиях (25).

Зам е ч а ни е 3. Из теорем 1–6 немедленно следуют уравнения НСОФ для
фильтрации стационарных процессов в установившемся режиме для стацио-
нарных СтС, если приравнять нулю правые части фильтрационных уравне-
ний.

4. Субоптимальные ФЛШ на основе обобщенных
фильтров Калмана – Бьюси (ОФКБ)

Для гауссовских СтС при условиях Липцера – Ширяева в [4, 6] описаны
методы с.к. оптимального синтеза путем разложения в ряд Тейлора правых
частей уравнений с.к. оптимальной фильтрации и удержания членов первого,
второго и высших порядков относительно разностей Xt − X̂t. Если ограни-
читься членами первого порядка, то получим искомые уравнения:

Ẋt=
[
ϕ(X̂t, Yt,Θ, t)+ϕx(X̂t, Yt,Θ, t)T(Xt− X̂t)

]
+ψ(X̂t, Yt,Θ, t)V0(Θ, t),(37)
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Ẏt =
[
ϕ1(X̂t,Yt,Θ, t)+ϕ1x(X̂t,Yt,Θ, t)T(Xt− X̂t)

]
+ψ1(X̂t,Yt,Θ, t)V0(Θ, t),(38)

ϕ(X̂t, Yt,Θ, t) + ϕx(0, Yt,Θ, t)T(Xt − X̂t)≡ a(Yt,Θ, t)X̂t + a0(Yt,Θ, t),(39)

ϕ1(X̂t, Yt,Θ, t) + ϕ1x(0, Yt,Θ, t)T(Xt − X̂t)≡ b(Yt,Θ, t)X̂t + b0(Yt,Θ, t),(40)
˙̂
Xt = ϕ(X̂t, Yt,Θ, t) + h(0, Yt, Rt,Θ, t)

[
Ẏt − ϕ1(X̂t, Yt,Θ, t)

]
,(41)

Ṙt = ϕx(0, Yt,Θ, t)TRt +Rtϕx(0, Yt,Θ, t) + (ψν0ψ
T)(0, Yt,Θ, t)−

− h(0, Yt, Rt,Θ, t)(ψ1ν0ψ
T
1 )(X̂t, Yt, Rt,Θ, t)h(0, Yt, Rt,Θ, t)T,

(42)

h(0, Yt, Rt,Θ, t) =

=
[
Rtϕ1x(0, Yt,Θ, t) + (ψν0ψ

T)(0, Yt,Θ, t)
]
(ψ1ν0ψ

T
1 )

−1(Yt,Θ, t).
(43)

При этом характеристическая функция апостериорного распределения яв-
ляется гауссовской. Этот фильтр называется ОФКБ первого порядка, так как
учитываются только члены первого порядка относительно Xt−X̂t. Если учи-
тывать члены высших порядков, то ОФКБ будет негауссовским.
Таким образом, имеем следующий результат.

Утв е ржд е ни е 7. Пусть при фиксированном Θ = θ СтС (37), (38) удо-
влетворяют условиям Липцера – Ширяева. Тогда уравнения ФЛШ имеют
вид (41)–(43) при начальных условиях (25).

Зам е ч а ни е 4. Как показано [4, 6], ОФКБ второго и высших порядков в
силу условий Липцера – Ширяева совпадают с фильтрами первого порядка.
Для негауссовских систем ФЛШ приводит к результатам, точность которых
трудно оценить, поэтому рекомендуется использовать подходы [4, 6, 8–12] и
следующего раздела 5.

5. Субоптимальные ФЛШ на основе параметризации
апостериорного распределения

Для приближенного решения уравнений для апостериорной одномерной
характеристической функции и плотности вероятностей можно использо-
вать методы, основанные на параметризации одномерного распределения
посредством начальных и центральных вероятностных моментов, семиин-
вариантов и квазимоментов, а также методов ортогональных разложений
(МОР) [4–6]. В [4–12] подробно описаны методы синтеза с.к. условно-опти-
мальных фильтров (УОФ) для решения задач реального времени при усло-
виях Липцера – Ширяева. Рассмотрим частный случай УОФЛШ на основе
аппроксимации апостериорного распределения посредством МОР.
При аппроксимации апостериорной одномерной плотности отрезком ее ор-

тогонального разложения [4, 5]:

pt(x,Θ) = p∗(x; Θ, ϑ) = w(x; Θ)

⎡
⎣1 +

N∑
k=3

∑
|ν|=k

cνpν(x)

⎤
⎦ ,(44)
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естественно принять за параметры, образующие вектор ϑ, апостериорные ма-
тематическое ожидание X̂t, ковариационную матрицу Rt вектора Xt, а также
коэффициенты ортогонального разложения (КОР) cν (|ν| = 3, N ). Здесь КОР
определяется формулой

cκ = [qκ(∂/i∂λ)gt(λ,Θ)]λ=0 .(45)

Заметим, что полином qκ зависит от X̂t и Rt; w(x; Θ) — эталонное распреде-
ление.
В основе ортогонального субоптимального ФЛШ лежат, во-первых, урав-

нения для X̂s и Rsq:

dX̂s = fsdt+ hs(dYt − f (1)dt) = AX̂sdt+BX̂sdYt (s = 1, nx),(46)

dRsq = (f (2)
sq − hsψ1ν0ψ

T
1 h

T
q )dt+ ηsq(dYt − f (1)dt) = ARsqdt+BRsqdYt.(47)

Здесь X̂s(t0) = Xs0, Rsq(t0) = Rsq0; s, q = 1, nx; ηsq — матрица-строка, элемен-
тами которой служат соответствующие элементы матрицы ρ1, . . . , ρn1 :

ηsq = ηes+eq = [ρ1sq . . . ρmsq] (s, q,= 1, nx),

где hs, f (1), f (2)
sq — по координатная запись выражений (18)–(24). Во-вторых,

для любого полинома P (x), P [(∂/∂(iλ))gt(λ)]λ=0 = P (α), где α — начальный
вероятностный момент, получаем стохастические дифференциальные урав-
нения для КОР:

dcκ =

⎧⎨
⎩Fκ +

nx∑
s=1

∂qκ(α)

∂X̂s

fs +

nx∑
s,u=1

∂qκ(α)

∂Rsu

(
f (2)
su − hsψ1ν0ψ

T
1 h

T
u

)
+

+
1

2

nx∑
s,u=1

∂2qκ(α)

∂X̂s∂X̂u

hsψ1ν0ψ
T
1 h

T
u +

1

2

nx∑
s,u,k,l=1

∂2qκ(α)

∂Rsu∂Rkl
ηsuψ1ν0ψ

T
1 η

T
kl +

+

nx∑
s,k,l=1

∂2qκ(α)

∂X̂s∂Rkl

hsψ1ν0ψ
T
1 η

T
kl

⎫⎬
⎭ dt+

⎧⎨
⎩Hκ +

nx∑
s=1

∂qκ(α)

∂X̂s

hs +

+

nx∑
s,u=1

∂qκ(α)

∂Rsu
ηsu

⎫⎬
⎭ (dYt − f (1)dt) = Acκdt+BcκdYt,

cκ(t0) = cκ0 (|κ| = 3, N ).

(48)

Здесь в дополнение к прежним обозначениям принято:

Fκ = Fκ(Yt,Θ, ϑ, t) =

nx∑
s=1

Mp∗
[
ϕs(Yt,X,Θ, t)

∂qκ(X)

∂Xs

]
+

+
1

2

nx∑
s,u=1

Mp∗
[
σsu(Yt,X,Θ, t)

∂2qκ(X)

∂Xs∂Xu

]
,

(49)
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Hκ = Hκ(Yt, ϑ,Θ, t) =

{
Mp∗ [ϕ1(Yt,X,Θ, t)Tqκ(X)

]
+

+

nx∑
s=1

Mp∗
[
(ψν0ψ

T
1 )s(Yt,X,Θ, t)

∂qκ(X)

∂Xs

]
− cκf

(1)T

}
(ψ1ν0ψ

T
1 )

−1(Yt,Θ, t),

(50)

где через (ψν0ψ
T
1 )s обозначена s-я строка матрицы ψν0ψ

T
1 ; σ = ψν0ψ

T
1 =

= {σsu} f .
Функции fs, f (1), f (2)

su , hs, ηsu, Fκ иHκ в уравнениях (46)–(48) представляют
собой линейные комбинации величин cν (|ν| = 3, N ) с коэффициентами, за-
висящими от X̂t и Rt. Величины ∂qκ(α)/∂X̂s, ∂qκ(α)/∂Rsu, ∂2qκ(α)/∂X̂s∂X̂u,
∂2qκ(α)/∂Rsu∂Rkl, ∂2qκ(α)/∂X̂s∂Rkl после замены моментов их выражениями
через cν тоже будут линейными комбинациями величин cν с коэффициента-
ми, зависящими от X̂t и Rt.
В частном случае разложений (44) по полиномам Эрмита КОР cν пред-

ставляют собой квазимоменты (КМ). В этом случае, как показано в [4, 5], для
производных полиномов Эрмита Gν формулы (49), (50) приводятся к виду

Fκ =

nx∑
s=1

κsM
p∗ [ϕs(Yt,X,Θ, t)Gκ−es(X −m)] +

+
1

2

nx∑
s=1

κs(κs − 1)Mp∗ [σss(Yt,X,Θ, t)Gκ−2es(X −m)] +

+

nx∑
u=2

u−1∑
s=1

κsκuM
p∗ [σsu(Yt,X,Θ, t)Gκ−es−eu(X −m)] ,

(51)

Hκ =

{
Mp∗ [ϕ1(Yt,X,Θ, t)TGκ(X −m)

]
+

+

nx∑
s=1

κsM
p∗[(ψν0ψT

1 )(Yt,X, t)Gκ−es(X−m)
]−f (1)Tcκ

}
(ψ1ν0ψ

T
1 )

−1(Yt, t),

(52)

где

∂qκ(α)/∂X̂s = −κscκ−es ,(53)

∂qκ(α)/∂Rss = −1

2
∂qκ(α)/∂X̂

2
s = −1

2
κs(κs − 1)cκ−2es ,

∂qκ(α)/∂Rsu = −∂2qκ(α)/∂X̂s∂X̂u = −κsκucκ−es−eu ,(54)

∂2qκ(α)/∂R
2
ss =

1

4
κs(κs − 1)(κs − 2)(κs − 3)cκ−4es ,

∂2qκ(α)/∂Rss∂Rkk =
1

4
κs(κs − 1)κs(κs − 1)cκ−2es−2ek ,

∂2qκ(α)/∂Rss∂Rsl =
1

2
κs(κs − 1)(κs − 2)κlcκ−3es−el ,
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∂2qκ(α)/∂Rss∂Rkl =
1

2
κs(κs − 1)κkκlcκ−2es−ek−el ,

∂2qκ(α)/∂Rsu∂Rsl = κs(κs − 1)κuκlcκ−2es−eu−el ,

∂2qκ(α)/∂Rsu∂Rkl = κsκuκkκlcκ−es−eu−ek−el ,(55)

∂2qκ(α)/∂X̂s∂Rss =
1

2
κs(κs − 1)(κs − 2)cκ−3es ,

∂2qκ(α)/∂X̂s∂Rsl = κs(κs − 1)κcκ−2es−el ,

∂2qκ(α)/∂X̂s∂Rkk =
1

2
κsκk(κk − 1)cκ−es−2ek ,

∂2qκ(α)/∂X̂s∂Rkl = κsκkκlcκ−es−ek−el .(56)

Таким образом, имеем следующие утверждения.

Утв е ржд е ни е 8. В условиях утверждения 2 алгоритм ортогонально-
го субоптимального ФЛШ по МОР определяется уравнениями (44)–(48) при
условиях ограниченности (49), (50).

Утв е ржд е ни е 9. В условиях утверждения 2 алгоритм ортогонально-
го субоптимального ФЛШ по МКМ определяется уравнениями теоремы 8
при условиях (50)–(56).

В случае пуассоновских шумов, которые влияют только на f (2), надо за-
менить f (2) на F̄ (2) согласно (26). В результате придем к следующим утвер-
ждениям.

Утв е ржд е ни е 10. В условиях утверждения 1 алгоритм ортогональ-
ного субоптимального ФЛШ по МОР определяется теоремами 5 и 8 при
условии ограниченности (18)–(20), (22), (49), (50).

Утв е ржд е ни е 11. В условиях утверждения 2 алгоритм ортогональ-
ного субоптимального ФЛШ по МКМ определяется теоремами 5 и 9 при
условиях ограниченности (18)–(20), (22), (51), (52).

6. Точность и чувствительность ФЛШ

Применяя методы теории чувствительности [13, 14] для приближенного
анализа фильтрационных уравнений раздела 3 и учитывая случайность пара-
метров Θ, придем к следующим уравнениям для функций чувствительности
первого порядка:

d∇ΘX̂s = ∇ΘAX̂sdt+∇ΘBX̂sdYt, ∇ΘBX̂s(t0) = 0,(57)

d∇ΘRsq = ∇ΘARsqdt+∇ΘBRsqdYt, ∇ΘRsq(t0) = 0,(58)

d∇Θcκ = ∇ΘAcκdt+∇ΘBcκdYt, ∇Θcκ(t0) = 0.(59)

В (57)–(59) процедура взятия производных осуществляется по всем вхо-
дящим переменным, а коэффициенты чувствительности вычисляются при

49



Θ = mΘ. При этом предполагается малость дисперсий по сравнению с их ма-
тематическими ожиданиями. Очевидно, что при дифференцировании по Θ
(∇Θ = ∂/∂Θ) порядок уравнений возрастает пропорционально числу произ-
водных. Аналогично составляются уравнения для элементов матриц вторых
функций чувствительности.
Для оценки качества нормальных ФЛШ при гауссовских Θ с математи-

ческим ожиданием mΘ и ковариационной матрицей KΘ, введем условную
функцию потерь, допускающую квадратичную аппроксимацию:

ρX̂s = ρX̂s(Θ) = ρ(mΘ) +
nΘ∑
i=1

ρ′i(m
Θ)Θ0

s +
nΘ∑ nΘ∑
i,j=1

ρ′′ij(m
Θ)Θ0

iΘ
0
j ,(60)

а также показатель ε

ε = ε
1/4
2 .(61)

Здесь

ε2 = MN
[
ρ(Θ)2

]− ρ(mΘ)2,(62)

MN
[
ρ(Θ)2

]
= ρ(mΘ)2 + ρ′(mΘ)TKΘρ′(mΘ) + 2ρ(mΘ)tr

[
ρ′′(mΘ)KΘ

]
+

+
{
tr
[
ρ′′(mΘ)KΘ

]}2
+ 2tr

[
ρ′′(mΘ)KΘ

]2
,

(63)

а функции ρ′ и ρ′′ по известным формулам определяются на основе первых
и вторых функций чувствительности.

7. Заключение

Разработаны два типа приближенных ФЛШ. Первый тип создан на основе
обобщенного фильтра Калмана – Бьюси, а второй — на основе параметриза-
ции апостериорного распределения по методам ортогонального разложения
и квазимоментов.
Изложенные выше методы синтеза ФЛШ дают принципиальную возмож-

ность получить фильтр, близкий к оптимальному с любой степенью точности.
Чем выше максимальный порядок учитываемых параметров ортогонального
разложения, тем выше будет точность приближения к оптимальной оценке.
Однако число уравнений, определяющих параметры апостериорного одно-
мерного распределения, быстро растет с увеличением числа учитываемых
параметров. Соответствующие оценки можно найти в [4, 5, 13].
Результаты, во-первых, допускают обобщение на случай дискретных и

непрерывно-дискретных ФЛШ и, во-вторых, для СтС с автокоррелирован-
ными помехами при условиях Липцера – Ширяева. При этом интерес пред-
ставляет использование ненормированных апостериорных распределений.
Авторы благодарны А.В. Борисову за ценные замечания.
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