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ИССЛЕДОВАНИЕ ДИНАМИЧЕСКИХ СВОЙСТВ РАСПРЕДЕЛЕННОГО
ТЕРМОМЕХАНИЧЕСКОГО ОБЪЕКТА УПРАВЛЕНИЯ

С УЧЕТОМ ВНУТРЕННЕЙ ОБРАТНОЙ СВЯЗИ. I

Исследуются динамические свойства реакции одномерной упругой си-
стемы на внешнее тепловое воздействие. В отличие от предыдущей рабо-
ты по исследованию свойств этого объекта здесь учитывается влияние ме-
ханических колебаний на процесс передачи тепла. Устанавливается, что и
при учете этого влияния сохраняется свойство двойного интегрирующего
эффекта по каналу тепловое воздействие → механические колебания.
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1. Введение

Исследования процессов деформации упругих тел под действием источ-
ников тепла проводились в классических работах [1–4]. Наиболее полное ис-
следование этих процессов проведено в книге В. Новацкого [5], где дан вы-
вод основных уравнений термоупругости, учитывающих взаимное влияние
деформаций распределенного объекта на процесс передачи тепла.
Из современных исследований по теории термоупругости и по конкрет-

ным ее проблемам можно назвать, например, [6], где исследуются плоские
гармонические волны в термоупругой среде, [7], где получается уравнение
состояния термоупругости, [8], где дается современное изложение теории тер-
моупругости, [9], где изучается влияние частоты внешних воздействий и па-
раметров материала на амплитуды термоупругих волн, и [10], где на основе
представления для свободной энергии термоупругой среды (см. [5]) получа-
ются выражения для напряжений и энтропии, а по ним — дифференциальные
уравнения перемещений частиц среды и распространения тепла.
В настоящей работе исследуются динамические свойства одномерной

упругой механической системы, подверженной внешнему тепловому воздей-
ствию на одном из концов.
В качестве исходных основ для составления математической модели про-

цессов в такой системе были приняты работы [5, 10], но в отличие от предыду-
щих исследований динамических свойств этого объекта (см. [11]) здесь учи-
тывается внутренняя, присущая объекту, обратная связь от механических пе-
ремещений к процессу передачи тепла. Устанавливается, что в данной, более
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точной, математической модели объекта сохраняется свойство двойного инте-
грирующего эффекта реакции механических колебаний объекта на внешнее
тепловое воздействие.

2. Математическое описание динамических свойств объекта управления

Пусть заданы линеаризованные (вокруг некоторого установившегося ре-
жима) дифференциальные уравнения продольных колебаний стержня огра-
ниченной длины, подвергающегося тепловому воздействию на одной из гра-
ниц: ⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

∂2ϕ

∂t2
= c2

∂2ϕ

∂x2
− β

∂θ

∂x
,

βт
∂2ϕ

∂t ∂x
+

∂θ

∂t
= a

∂2θ

∂x2
,

(2.1)

где t ≥ 0, x ∈ [0, l]; a, c, β, βт — положительные константы (см., например,
[5], гл. 3, § 9, уравнения (3), (4)).
Здесь ϕ(x)(t) — перемещение сечения, находящегося на расстоянии x от

места приложения теплового воздействия; θ(x)(t) — температура стержня в
сечении x.
Принимаем нулевые начальные условия по времени и граничные условия

в виде ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

ϕ′
x (0) = 0,

ϕ′
x (l) = 0,

(−λθ′x + αθ) (0) = u,

(λθ′x + αθ) (l) = 0,

(2.2)

где u — внешнее тепловое воздействие (функция времени).

3. Выражение для передаточной функции u → (ϕ(x)
θ(x)

)

1. Выполнив преобразование Лапласа уравнений системы (2.1) при гра-
ничных условиях (2.2), получаем систему обыкновенных дифференциальных
уравнений:

⎧⎪⎨
⎪⎩

c2
∂2ϕ̄

∂x2
(x)(p) − p2ϕ̄(x)(p)− β

∂θ̄

∂x
(x)(p) = 0,

a
∂2θ̄(x)

∂x2
− βтp

∂ϕ̄

∂x
− pθ̄ = 0

(3.1)

с граничными условиями
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

ϕ′
x(0) = 0,

ϕ′
x(l) = 0,

(−λθ′x + αθ̄)(0) = ū,

(λθ′x + αθ̄)(l) = 0.

(3.2)
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Здесь p — точка комплексной плоскости C.
2. Решение системы уравнений (3.1) с граничными условиями (3.2) приво-

дит к следующему результату.
Те ор ем а 1. Зависимости ϕ̄ (x) и θ̄ (x) от ū имеют следующий вид:

ϕ̄ (x) =

[
−βaD1 (x) +

d1
ΔA

(
ac2D3 (x)− b1pD1 (x)

)
+

+β
d2
ΔA

(pD0 (x) + arD1 (x))

]
ū

λ
,

(3.3)

θ̄ (x) =

[
−ac2D2 (x) + ap2D0 (x) +

d1
ΔA

βтp
3D0 (x)+

+
d2
ΔA

(
a c2 D3 (x) + ra c2 D2 (x)− b2pD1 (x)− r a p2D0 (x)

) ] ū
λ
,

(3.4)

где

D0 (x) =
sh
(√

ρ1x
)
/
√
ρ1 − sh

(√
ρ2x

)
/
√
ρ2

R
,

D1 (x) =
ch
(√

ρ1x
)− ch

(√
ρ2x

)
R

,

D2 (x) =

√
ρ1 sh

(√
ρ1x

)−√
ρ2 sh

(√
ρ2x

)
R

,

D3 (x) =
ρ1ch

(√
ρ1x

)− ρ2ch
(√

ρ2x
)

R
,

ρ1,2 =
(a p + b1) p±R

2ac2
, R =

√
(ap+ b1)

2 − 4ac2p3,

ΔA = a11a22 − a12a21, a11 = ac2 (D3)
′
x (l)− b1pD2 (l) ,

a12 = β (pD1 (l) + arD2 (l)) , a21 = βтp
3 (D1 (l) + rD0 (l)) ,

a22 = ac2 (D3)
′
x (l) + 2rac2D3 (l) +

(
r2ac2 − b2p

)
D2 (l)−

− rp (b2 + ap)D1 (l)− r2ap2D0 (l) ,

(D3)
′
x (l) =

ρ
3/2
1 sh

(√
ρ1l
)− ρ

3/2
2 sh

(√
ρ2l
)

R
,

b1 = c2 + ββт, b2 = ap+ ββт, r =
α

λ
,

d1 = a22f1 − a12f2, d2 = a11f2 − a21f1, f1 = βaD2 (l) ,

f2 = ac2 (D3 (l) + rD2 (l))− ap2 (D1 (l) + rD0 (l)) .

Доказательство теоремы см. в Приложении П.1.
3. Для выяснения динамических свойств исследуемого объекта далее

рассматривается поведение передаточных функций операторов u → ϕ (x) и
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u → θ (x) в окрестности нуля плоскости C. Результатом этого исследования
является

Те ор ем а 2. Передаточная функция оператора u → ϕ (x) исследуемого
объекта представляется в окрестности нуля плоскости C в виде β

λ
1+O(p)
(2+rl)p2

,
т.е. этот оператор отражает двойное интегрирующее свойство объекта
по каналу “внешнее тепловое воздействие → механические колебания”. Пе-
редаточная же функция оператора u → θ (x) стремится при p → 0 к кон-
станте 1+r(l−x)

α(2+rl) .

(Здесь под O (p) понимается функция v (p), для которой отношение v(p)
p

ограничено в окрестности нуля плоскости C.)
Доказательство теоремы 2 см. в Приложении 2.

ПРИЛОЖЕНИЕ 1

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 1.
1. Выполним преобразование Лапласа уравнений (3.1) по пространствен-

ной координате x, учитывая граничные условия (3.2) (см. [12], гл. VI, § 1,
п. 80, формулы (6) и (7)):

{ (
c2q2 − p2

)
¯̄ϕ (q)− βq ¯̄θ (q) = z1 (q) ,

−βтqp ¯̄ϕ (q) + (aq2 − p)¯̄θ (q) = z2 (q) ,
(П.1.1)

где ¯̄y (q) — преобразование Лапласа от функции ȳ (x) по x,

z1 (q) = c2qϕ̄ (0)− βθ̄ (0) , z2 (q) = aqθ̄ (0) + aθ̄′x (0)− βтpϕ̄ (0) .

Решение системы уравнений (П.1.1) относительно вектора
(

¯̄ϕ
¯̄θ

)
имеет

вид

¯̄ϕ (q) =
z1 (q)

(
aq2 − p

)
+ βqz2 (q)

Δ (q)
=

=
ac2q3ϕ̄ (0) +B1q + βpθ̄ (0)

Δ (q)
,

(П.1.2)

¯̄θ (q) =
βтz1 (q) qp+ z2 (q)

(
A2q2 − p2

)
Δ(q)

=

=
ac2q3θ̄ (0) + ac2q2θ̄′x (0)− b2qpθ̄ (0) +B2p

2

Δ(q)
,

(П.1.3)

где

Δ(q) = det

(
c2q2 − p2 −βq
−βтqp aq2 − p

)
= ac2q4 − q2p (ap+ b1) + p3 =

= ac2
(
q2 − ρ1

) (
q2 − ρ2

)
,

55



ρ1,2 =
(a p+ b1) p±R

2ac2
, R =

√
(ap+ b1)

2 p2 − 4ac2p3,

B1 = βaθ̄′x (0)− b1pϕ̄ (0), B2 = βтpϕ̄ (0)− aθ̄′x (0),

b1 = c2 + ββт, b2 = ap+ ββт.

2. Используя соотношение

1

Δ (q)
=

1

R

(
1

q2 − ρ1
− 1

q2 − ρ2

)
,

от выражений (П.1.2) и (П.1.3) переходим к оригиналам по координате x
(см. [12], гл. VI, § 1, п. 80, формула (4))

ϕ̄ (x) = ac2ϕ̄ (0)D3 (x) +B1D1 (x) + βpθ̄ (0)D0 (x) ,(П.1.4)

θ̄ (x) = ac2θ̄ (0)D3 (x) + ac2θ̄′x (0)D2 (x)−
− b2pθ̄ (0)D1 (x) +B2p

2D0 (x) ,
(П.1.5)

где

D0 (x) =
sh
(√

ρ1x
)
/
√
ρ1 − sh

(√
ρ2x

)
/
√
ρ2

R
,

D1 (x) = (D0)
′
x (x) =

ch
(√

ρ1x
)− ch

(√
ρ2x

)
R

,

D2 (x) = (D1)
′
x (x) =

√
ρ1 sh

(√
ρ1x

)−√
ρ2 sh

(√
ρ2x

)
R

,

D3 (x) = (D2)
′
x (x) =

ρ1ch
(√

ρ1x
)− ρ2ch

(√
ρ2x

)
R

,

3. Подставляя выражения (П.1.4) и (П.1.5) в граничные условия (3.2) и
учитывая соотношение

(D3)
′
x (x) =

ρ
3/2
1 sh

(√
ρ1x

)− ρ
3/2
2 sh

(√
ρ2x

)
R

,(П.1.6)

получаем:
первое из условий (3.2) выполняется;
второе из условий (3.2) принимает вид

ac2ϕ̄ (0) (D3)
′
x (l) +B1D2 (l) + βpθ̄ (0)D1 (l) = 0;(П.1.7)

последнее из условий (3.2) принимает вид

ac2(D3)
′
x(l)θ̄(0) + ac2D3(l)θ̄

′
x(0)− b2pD2(l)θ̄(0) +B2p

2D1(l)+

+r
⌊
ac2D3(l)θ̄(0) + ac2D2(l)θ̄

′
x(0)− b2pD1(l)θ̄(0) +B2p

2D0(l)
⌋
= 0,

(П.1.8)

где r = α
λ .
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Используя третье из условий (3.2) в виде

θ′x (0) = rθ̄ (0)− ū

λ
(П.1.9)

и выражения для Bi (i = 1, 2), (см. пояснения к (П.1.3) получаем систему

уравнений относительно вектора y =

(
ϕ̄ (0)
θ̄ (0)

)
:

Ay = f,(П.1.10)

где

A = (aij ; i, j = 1, 2) , f =

(
f1
f2

)
ū

λ
,

a11 = ac2 (D3)
′
x (l)− b1pD2 (l) , a12 = β (pD1 (l) + arD2 (l)) ;

a21 = βтp
3 (D1 (l) + rD0 (l)) , a22 = ac2

(
(D3)

′
x (l) + 2rD3 (l) + r2D2 (l)

)−
− b2p (D2 (l) + rD1 (l))− arp2 (D1 (l) + rD0 (l)) ,

f1 = βaD2 (l) , f2 = ac2 (D3 (l) + rD2 (l))− ap2 (D1 (l) + rD0 (l)) .

Решение системы (П.1.10) имеет вид
(
ϕ (0)
θ (0)

)
=

(
d1
d2

)
ū

λΔA
,(П.1.11)

где ΔA = a11a22 − a12a21, d1 = a22f1 − a12f2, d2 = a11f2 − a21f1.
Подставляя (П.1.11) в (П.1.4) и в (П.1.5), получаем выражения для ϕ̄ (x)

и θ̄ (x), приведенные в формулировке теоремы 1.

ПРИЛОЖЕНИЕ 2

Ниже для функций ϕ, ψ, отображающих плоскость C в себя, будем обозна-
чать через O (ψ) класс функций ϕ, для которых отношение ϕ(p)

ψ(p) ограничено
в окрестности нуля плоскости C.
1. Опираясь на известное соотношение

√
1 + v = 1 +

v

2
+O

(
v2
)
,

асимптотику поведения функции R (см. пояснения к (П.1.3)) в окрестности
нуля плоскости C можно представить в виде

R = (ap+ b1) p

√
1− 4ac2p

(ap+ b1)
2 =

= (ap+ b1) p

(
1− 2ac2p

(ap+ b1)
2O

(
p2
))

= b1p+O
(
p2
)
.

(П.2.1)
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Поэтому, опираясь на соотношение

ρ1 − ρ2
R

=
1

a c2
,(П.2.2)

получаем асимптотику для ρi (i = 1, 2).

ρ1 =
ap2 + 2b1p+O

(
p2
)

2ac2
=

b1p

ac2
+O

(
p2
)
,(П.2.3)

ρ2 =
ap2 +O

(
p2
)

2ac2
= O

(
p2
)
.(П.2.4)

2. При p → 0 значения функцииD0 (x) стремятся к x3

6ac2
, значения функции

D1 (x) — к x2

2ac2
и значения функции D3 (x) — к 1

ac2
.

3. Асимптотика функции D2 (x) при p → 0:

D2 (x) =(П.2.5)

=

√
ρ1

(√
ρ1x+ ρ

3/2
1 x3/6 +O

(
ρ
5/2
1

))
−√

ρ2

(√
ρ2x+ ρ

3/2
2 x3/6 +O

(
ρ
5/2
2

))

R
=

=
x+ x3 (ρ1 + ρ2) /6 +

∑2
i=1O

(
ρ3i
)

ac2
=

=
1

ac2

[
x+

x3

6

b1p+ a p2

ac2
+O

(
p2
)] −−−→

p→0

x

ac2
.

4. Асимптотика функции (D3)
′
x (x) при p → 0 определяется из (П.1.6):

(D3)
′
x (x) =

ρ
3/2
1

R

(√
ρ1x+ ρ

3/2
1 x3/6 +O

(
ρ
5/2
1

))
−

− ρ
3/2
2

R

(√
ρ2x+ ρ

3/2
2 x3/6 +O

(
ρ
5/2
2

))
=

=
1

ac2

[
x (ρ1 + ρ2) + x3

(
ρ21 + ρ1ρ2 + ρ22

)
/6 +

2∑
i=1

O
(
ρ4i
)]

=

=
1

ac2

[
x
b1p+ ap2

ac2
+

x3

6

(
b1p

ac2

)2

+O
(
p3
)]

=

= d31 (x) p+ d32 (x) p
2 +O

(
p3
) −−−→

p→0
0,

(П.2.6)

где

d31 (x) =
xb1

(ac2)2
, d32 (x) =

x

ac4

(
1 +

1

6

(
xb1
ac

)2
)
.

5. При p → 0 значения функции a12 стремятся к βrl
c2
, а значения функции

a22 — к r (2 + rl).
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6. Асимптотика функции a11 при p → 0 следует из асимптотик функций
(D3)

′
x (x) и D2 (x) (см. пп. 2 и 3):

a11 =
l

c2
p2 +O

(
p3
)
.(П.2.7)

7. Асимптотика функции a 21 при p → 0 следует из предельных значений
функций D0 (l) и D1 (l):

a21 =
βтl

2

2ac2

(
1 +

rl

3

)
p3 +O

(
p4
)
.(П.2.8)

8. Поэтому на основании пп. 5–7 функцию ΔA можно представить в виде

ΔA =
rl (2 + rl)

c2
p2 +O

(
p3
)
.(П.2.9)

9. На основании пп. 2 и 3 значения функции f1 при p → 0 стремятся к
βl
c2
, а значения функции f2 — к 1 + rl. Поэтому значения функции d1 при

p → 0 стремятся к rβl
c2
, а функцию d2 можно представить в виде, аналогичном

представлению (П.2.7) для ΔA:

d2 =
l

c2
(1 + rl) p2 +O

(
p3
)
.(П.2.10)

Отношение d2
ΔA

представляется при p → 0 в виде

d2
ΔA

=
1 + rl

r (2 + rl)
(1 +O (p)) .(П.2.11)

Отношение же d1
ΔA

представляется в виде

d1
ΔA

=
β

(2 + rl) p2
(1 +O (p)) .(П.2.12)

10. Подставляя полученные в предыдущих пунктах асимптотики в (3.3) и
(3.4), получаем утверждения теоремы 2.

Автор благодарен Л.А. Черемушкиной за творческую помощь в работе и
за подбор литературы по термоупругости.
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