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Рассматривается задача развертывания агентов на отрезке прямой в
дискретном времени при наличии запаздывания в каналах связи и пере-
ключений и при отсутствии информации о значении запаздывания и о
законе переключения. Показано, что ни запаздывания, ни переключения
не влияют на сходимость состояний агентов к равномерному размещению
на отрезке. Теоретические результаты иллюстрируются численным моде-
лированием. Доказательства основаны как на известных, так и на новых
подходах к анализу устойчивости позитивных систем.

Ключевые слова: мультиагентные системы, равномерное размещение, по-
зитивные системы, запаздывание, переключения.

DOI: 10.31857/S0005231020040066

1. Введение

Уже более двух десятилетий задачи сетевого (кооперативного, мультиа-
гентного) управления привлекают внимание исследователей [1–4]. Одна из
простых на первый взгляд, но нетривиальных задач связана с равноудален-
ным развертыванием агентов на сегменте прямой (отрезке) [5–9]. Близкие во-
просы рассматривал еще Ж. Дарбу в 1878 г. [10]. В [5] и в ряде последующих
работ [6–9] устанавливаются условия достижения цели в случае агентов в ви-
де простых интеграторов. В [8, 9] предлагаются алгоритмы, обеспечивающие
размещение агентов за фиксированное время. В [3, 11] также рассматривал-
ся случай моделей агентов более высокого порядка (двойные интеграторы,
унициклы и др.). Консенсусные протоколы развертывания агентов изучают-
ся в [12] и в многочисленных статьях, ссылающихся на [12]. В [12] предложен

1 Работа выполнена при государственной поддержке ведущих университетов Российской
Федерации (субсидия 08-08) и при частичной финансовой поддержке Российского фонда
фундаментальных исследований (грант №19-01-00146-a).
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алгоритм оптимального размещения датчиков в подмножестве R
N на осно-

ве разбиений Вороного. В случае N = 1 алгоритм [12] совпадает с алгорит-
мом [5].
Естественным обобщением является изучение достижимости цели управ-

ления при различных усложняющих обстоятельствах, например помехи,
недостаток информации, ограничения и т.д. Среди них коммуникационные
запаздывания и переключения играют важную роль, поскольку они модели-
руют реальные инженерные проблемы, типичные для сетевых систем.
Анализ возможности развертывания агентов на сегменте в дискретном

времени с учетом запаздывания и переключений и является целью этой ста-
тьи. Важным моментом является то, что во многих случаях информация о
значении запаздывания и информация о законе переключения отсутствуют.
Поэтому предполагается, что запаздывания произвольны, хотя и постоянны.
Оказалось, что ни значения запаздывания, ни переключения не влияют на
сходимость состояний агентов к эквидистантному размещению на отрезке.
Этот теоретический результат иллюстрируется численным моделированием.
Доказательства опираются как на известные, так и на недавние подходы к
анализу устойчивости позитивных систем [13–16].
Следует заметить, что аналогичная задача исследовалась в [17] для слу-

чая, когда динамика агентов моделируется дифференциальными уравнения-
ми. Однако хорошо известно, что если непрерывная модель обладает опреде-
ленным динамическим свойством, то из этого, вообще говоря, не следует, что
такое свойство имеется и у соответствующей дискретной модели. В частности,
в [18] отмечалось: “Большинство существующих результатов о синхронизации
в сетях агентов общего вида имеет дело с непрерывной моделью времени. При
этом многие свойства агентов, на которых было построено обоcнование син-
хронизации в таких сетях, в дискретном случае в принципе не могут иметь
места. Более того, в отличие от непрерывного времени, даже в сетях иден-
тичных агентов с линейной динамикой консенсус не всегда может быть до-
стигнут при помощи линейного алгоритма управления. Таким образом, сети
с дискретным временем демонстрируют принципиальные отличия от сетей с
непрерывным временем.”
Это мотивирует вопрос: “распространимы ли результаты, полученные

в [17] для непрерывных моделей, на случай дискретного времени?” В настоя-
щей работе проводится такое исследование с определенной модификацией
подходов, применявшихся в [17].
Отметим также, что проблема робастности консенсусных протоколов к

коммуникационным запаздываниям изучалась для дискретных моделей в
[19, 20]. Было доказано, что свойство удержания группы в выпуклой оболочке
“лидеров” не теряется при наличии коммуникационных запаздываний.
Однако задача, исследовавшаяся в указанных работах, отличается от за-

дачи, решаемой в настоящей статье. Кроме того, в [19, 20] имеется довольно
сильное ограничение на коммуникационную топологию: предполагается, что
каждый агент получает сигнал хотя бы от одного из лидеров. В задаче, рас-
сматриваемой в данной статье, такого ограничения нет.
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Структура статьи следующая. В разделе 2 приведена постановка задачи.
Некоторые вспомогательные факты о положительных системах представле-
ны в разделе 3. В разделе 4 приведены основные результаты работы. Пове-
дение замкнутой системы иллюстрируется результатами численного модели-
рования в разделе 5.

2. Постановка задачи

Рассмотрим задачу равномерного размещения на отрезке группы мобиль-
ных агентов, функционирующих в дискретном времени. Под агентами пони-
маются пронумерованные точки на прямой, которые способны менять свое
расположение.
Через xi(k) обозначим координату положения i-го агента в момент време-

ни k, k = 0, 1, . . . , i = 1, . . . , n. Будем считать, что динамика агентов описы-
вается разностными уравнениями

xi(k + 1) = xi(k) + ui, i = 1, . . . , n,(1)

где ui = ui(k) — дискретный закон управления (протокол). Заметим, что дис-
кретные мультиагентные системы вида (1) рассматривались, например, в [3].
Пусть на прямой задан отрезок [a, b]. Требуется выбрать протокол, обес-

печивающий сходимость при k → ∞ положений агентов к равномерному раз-
мещению на отрезке. При построении протокола предполагаем, что каждому
i-му агенту доступна информация о расстояниях до одного из его соседей сле-
ва (до агента с номером меньшим, чем i) и до одного из его соседей справа
(до агента с номером большим, чем i), при этом в число соседей включают-
ся и два статичных агента с индексами 0 и n+ 1 (считаем, что x0(k) = a,
xn+1(k) = b, k = 0, 1, . . .).
Известно (см. [5, 6]), что если каждый i-й агент получает информацию о

его расстояниях до ближайших соседей (до агентов с номерами i− 1 и i+ 1),
то управления можно выбрать в виде

ui(k) =
1

2
((xi−1(k)− xi(k)) + (xi+1(k)− xi(k))) , i = 1, . . . , n.(2)

Подставляя (2) в (1), получаем замкнутую систему

xi(k + 1) =
1

2
(xi−1(k) + xi+1(k)), i = 1, . . . , n.(3)

Зам е ч а ни е 1. Следует отметить, что в [6] рассматривался случай, когда
динамика агентов задается уравнениями

xi(k + 1) = ui, i = 1, . . . , n,(4)

а каждый агент знает положения двух своих ближайших соседей. Предлага-
лось использовать управление вида

ui(k) =
1

2
(xi−1(k) + xi+1(k)), i = 1, . . . , n.(5)

Однако, если подставить управление (5) в систему (4), то придем к той же
самой замкнутой системе (3).
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В [5, 6] на основе анализа спектра матрицы системы (3) доказано, что эта
система имеет асимптотически устойчивое положение равновесия

x̃ = a(1, . . . , 1)� +
b− a

n+ 1
(1, . . . , n)�.(6)

Это положение равновесия соответствует равномерному размещению агентов
на отрезке [a, b].
Цель данной работы — исследование влияния коммуникационного запаз-

дывания и переключения связей в коммуникационном графе (замены сигна-
лов от ближайших соседей в уравнениях (3) сигналами от других агентов)
на сходимость агентов к равномерному размещению. Отметим, что данная
проблема является нетривиальной, поскольку хорошо известно, что введе-
ние запаздывания и переключений режимов функционирования в широком
классе случаев приводит к потере устойчивости (см. [21, 22]).
Тем не менее в настоящей статье будут построены протоколы, для которых

асимптотическая устойчивость положения равновесия (6) изучаемой муль-
тиагентной системы сохраняется при любом постоянном коммуникационном
запаздывании и при любом законе переключения топологии связей.

3. Некоторые свойства дискретных линейных позитивных систем

В данном разделе приведем известные условия устойчивости дискретных
линейных позитивных систем, которые далее будут использоваться для ре-
шения поставленной задачи.
Динамическая система называется позитивной, если ее движения с неотри-

цательными начальными условиями остаются неотрицательными при возрас-
тании времени [13, 23]. Такие системы широко и эффективно используются
для моделирования биологических, экономических, химических процессов, а
также в задачах сетевого управления (см., например, [13, 23–28]).
Пусть задана линейная стационарная система в дискретном времени

x(k + 1) = Ax(k),(7)

где x(k) — n-мерный вектор состояния системы, A — постоянная матрица.
Известно [23], что система (7) позитивна тогда и только тогда, когда мат-

рица A является неотрицательной.
Утв е ржд е ни е 1 [25]. Пусть A — неотрицательная матрица. Тогда

следующие условия являются эквивалентными:
а) система (7) асимптотически устойчива;
б) все собственные числа матрицы A по модулю меньше единицы;
в) существует вектор ξ > 0 такой, что

Aξ < ξ;(8)

г) существует вектор η > 0 такой, что

A�η < η;(9)
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д) существует диагональная положительно определенная матрица D
такая, что матрица A�DA−A отрицательно определена.
Здесь и далее неравенства для векторов понимаются покомпонентно.
С использованием утверждения 1 нетрудно показать (см. [25]), что для

асимптотически устойчивой системы (7) функции Ляпунова можно постро-
ить по следующим формулам:

V1(x) = max
i=1,...,n

|xi|
ξi

, V2(x) =

n∑
i=1

ηi|xi|, V3(x) =

n∑
i=1

ξi
ηi

x2i ,(10)

где ξi и ηi — компоненты положительных векторов ξ и η, для которых вы-
полнены неравенства (8) и (9) соответственно.
Далее рассмотрим позитивную систему с переключениями

x(k + 1) = A(σ)x(k)(11)

и соответствующее ей семейство подсистем

x(k + 1) = A(s)x(k), s = 1, . . . , N.(12)

Здесь x(k) ∈ R
n, σ(k) : {0, 1, 2, . . .} �→ {1, . . . , N} — функция, определяющая

порядок активности подсистем (закон переключения), а A(1), . . . , A(N) — по-
стоянные неотрицательные матрицы.
Утв е ржд е ни е 2 [25, 29]. Если существует вектор ξ > 0 такой, что

A(s)ξ < ξ, s = 1, . . . , N,

то система (11) асимптотически устойчива при любом законе переключе-
ния.
Нетрудно проверить (см. [29]), что при выполнении условия утверждения 2

для семейства (12) в качестве общей функции Ляпунова можно использовать
первую из функций (10).
Рассмотрим теперь линейную дискретную систему с запаздыванием

x(k + 1) = Ax(k) +Bx(k − r).(13)

Здесь x(k) ∈ R
n, A и B — постоянные матрицы, r — целое неотрицательное

запаздывание.
Известно [13], что система (13) позитивна тогда и только тогда, когда A и

B — неотрицательные матрицы.
Утв е ржд е ни е 3 [25]. Пусть A и B — неотрицательные матрицы.

Тогда для того, чтобы система (13) была асимптотически устойчива при
любом целом неотрицательном значении запаздывания r, необходимо и до-
статочно, чтобы все собственные числа матрицы A+B были по модулю
меньше единицы.
Зам е ч а ни е 2. В [14–16, 30] были предложены различные подходы к по-

строению функционалов Ляпунова–Красовского для позитивных систем ви-
да (13).
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4. Основные результаты

4.1. Построение протокола более общего вида

Будем считать, что каждый агент получает сигналы от некоторого соседа
слева и некоторого соседа справа (не обязательно ближайших соседей). Под
соседством будем понимать соседство по номеру. При этом предполагаем, что
каждый агент знает, сколько агентов расположено между ним и тем соседом,
от которого поступает сигнал, однако ему недоступна информация об общем
количестве агентов в системе. Например, может иметь место ситуация, когда
каждый агент знает свой номер и сообщает его своим соседям.
Тогда закон управления можно выбрать в виде

ui(k) =
li − i

li −mi
(xmi(k)− xi(k)) +

i−mi

li −mi
(xli(k)− xi(k)), i = 1, . . . , n.(14)

Здесь 0 � mi < i, i < li � n+ 1.
Подставляя управления (14) в уравнения (1), приходим к системе

xi(k + 1) =
li − i

li −mi
xmi(k) +

i−mi

li −mi
xli(k), i = 1, . . . , n.(15)

Те ор ем а 1. Состояние (6) является асимптотически устойчивым по-
ложением равновесия системы (15).

Доказательства теоремы 1 и последующих теорем 2–4 приведены в При-
ложении.

4.2. Система с коммуникационным запаздыванием

Предположим теперь, что сигналы от соседей поступают с некоторым за-
паздыванием. Тогда закон управления принимает вид

ui(k) =
li− i

li−mi
(xmi(k− r)−xi(k))+

i−mi

li−mi
(xli(k− r)−xi(k)), i= 1, . . . , n.

Здесь 0 � mi < i, i < li � n+ 1, r — целое неотрицательное запаздывание.
Рассмотрим соответствующую замкнутую систему

x(k + 1) =
li − i

li −mi
xmi(k − r) +

i−mi

li −mi
xli(k − r), i = 1, . . . , n.(16)

Те ор ем а 2. При любом целом неотрицательном значении запаздыва-
ния состояние (6) является асимптотически устойчивым положением рав-
новесия системы (16).

Зам е ч а ни е 3. Нетрудно проверить, что сходимость агентов к равномер-
ному размещению будет иметь место и в случае, когда сигналы от разных
объектов поступают с разными значениями запаздывания.
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4.3. Система с переключающимися связями

Рассмотрим систему с переключающимся коммуникационным графом.
Считаем, что связи между агентами могут включаться и выключаться в про-
извольные моменты времени. При потере связи с соседом слева (справа) агент
выбирает какого-то другого соседа слева (справа).
Тогда закон управления имеет вид

ui(k) =
l
(σ)
i − i

l
(σ)
i −m

(σ)
i

(
x
m

(σ)
i

(k) − xi(k)
)
+

i−m
(σ)
i

l
(σ)
i −m

(σ)
i

(
x
l
(σ)
i

(k)− xi(k)
)
,

i = 1, . . . , n.

Здесь 0 � m
(σ)
i < i, i < l

(σ)
i � n+ 1, а σ = σ(k) — закон переключения.

Получим замкнутую систему

xi(k + 1) =
l
(σ)
i − i

l
(σ)
i −m

(σ)
i

x
m

(σ)
i

(k) +
i−m

(σ)
i

l
(σ)
i −m

(σ)
i

x
l
(σ)
i

(k), i = 1, . . . , n,(17)

и соответствующее ей семейство подсистем

xi(k + 1) =
l
(s)
i − i

l
(s)
i −m

(s)
i

x
m

(s)
i

(k) +
i−m

(s)
i

l
(s)
i −m

(s)
i

x
l
(s)
i

(k),

i = 1, . . . , n, s = 1, . . . , N.

(18)

Те ор ем а 3. При любом законе переключения состояние (6) является
асимптотически устойчивым положением равновесия системы (17).

4.4. Система с переключающимися связями
и коммуникационным запаздыванием

Покажем теперь, что сходимость агентов к равномерному размещению со-
храняется и при одновременном влиянии коммуникационного запаздывания
и переключения связей в коммуникационном графе.
Пусть закон управления имеет вид

ui(k) =
l
(σ)
i − i

l
(σ)
i −m

(σ)
i

(
x
m

(σ)
i

(k− r)−xi(k)
)
+

i−m
(σ)
i

l
(σ)
i −m

(σ)
i

(
x
l
(σ)
i

(k− r)−xi(k)
)
,

i = 1, . . . , n.

Здесь 0 � mi(σ) < i, i < li(σ) � n+ 1, r — целое неотрицательное запаздыва-
ние, а σ = σ(k) — закон переключения.
Получим замкнутую систему

xi(k+1) =
l
(σ)
i − i

l
(σ)
i −m

(σ)
i

x
m

(σ)
i

(k− r)+
i−m

(σ)
i

l
(σ)
i −m

(σ)
i

x
l
(σ)
i

(k− r), i= 1, . . . , n,(19)
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и соответствующее ей семейство подсистем

xi(k + 1) =
l
(s)
i − i

l
(s)
i −m

(s)
i

x
m

(s)
i

(k − r) +
i−m

(s)
i

l
(s)
i −m

(s)
i

x
l
(s)
i

(k − r),

i = 1, . . . , n, s = 1, . . . , N.

(20)

Те ор ем а 4. При любом целом неотрицательном значении запаздыва-
ния и при любом законе переключения состояние (6) является асимптоти-
чески устойчивым положением равновесия системы (19).
Зам е ч а ни е 4. Теорему 4 нетрудно обобщить на случай, когда сигналы

от разных объектов поступают с разными значениями запаздывания.
Зам е ч а ни е 5. Предложенные в настоящем разделе подходы могут при-

меняться и в случае, когда агенты и отрезок заданы в пространстве произ-
вольной размерности, при условии, что протоколы управления покоординат-
но развязаны, т.е.

xi(k + 1) = ui, i = 1, . . . , n,

где xi(k), ui ∈ R
d, d > 1.

Зам е ч а ни е 6. С использованием подхода, предложенного в [6], резуль-
таты настоящей статьи можно распространить на задачу равномерного раз-
мещения агентов на окружности.

5. Пример

Рассмотрим мультиагентную систему, состоящую из семи агентов (n = 7),
динамика которых моделируется уравнениями (1). Требуется равномерно
разместить этих агентов на отрезке [0, 1].
Будем считать, что величина запаздывания r = 5, а x(k) = (0,3; 0,22; 0,55;

0,45; 0,65; 0,95; 0,6)� при k = −5,−4,−3,−2,−1, 0.

0 10 20 30 40 50 60 70
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x

k
Рис. 1. Динамика агентов для системы без запаздывания и переключений.
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Рис. 2. Динамика агентов для системы с запаздыванием.
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Рис. 3. Динамика агентов для системы с переключениями.

Результаты численного моделирования представлены на рис. 1–4.
Рисунок 1 соответствует случаю, когда в системе отсутствуют запаздыва-

ния и переключения, каждый агент получает информацию от своих ближай-
ших соседей, а управления определяются по формуле (2).
На рис. 2 приведены графики компонент решения системы с коммуника-

ционным запаздыванием. Считаем, что управления имеют вид

ui(k) =
1

2
((xi−1(k − 5)− xi(k)) + (xi+1(k − 5)− xi(k))) , i = 1, . . . , 7.
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Рис. 4. Динамика агентов для системы с запаздыванием и переключениями.

Далее предполагаем, что в системе отсутствуют запаздывания, но про-
исходят переключения коммуникационной топологии. В качестве начальной
выбирается топология, соответствующая сигналам от ближайших соседей.
Количество итераций между последовательными моментами переключений
случайным образом выбираются из множества {1, 2, 3, 4, 5}. Графики компо-
нент решения соответствующей замкнутой системы представлены на рис. 3.
Рисунок 4 соответствует системе с переключающимися связями и комму-

никационным запаздыванием.
Результаты моделирования согласуются с полученными в статье теоре-

тическими выводами. Введение в систему запаздывания и переключений не
нарушает сходимости агентов к равномерному размещению.

6. Заключение

Рассмотрена задача развертывания агентов по отрезку прямой в дискрет-
ном времени при наличии запаздывания в каналах связи и переключений
и при отсутствии информации о значении запаздывания и о законе пере-
ключения. Показано, что ни запаздывание, ни переключения не влияют на
факт сходимости состояний агентов к равномерному (эквидистантному) раз-
мещению на отрезке. Теоретические результаты иллюстрируются численным
моделированием. Доказательства основаны как на известных, так и на но-
вых подходах к анализу устойчивости позитивных систем. Хотя в статье рас-
сматривается идеализированная задача, полученные при ее решении резуль-
таты могут быть распространены на более сложные и практически важные
ситуации.
В качестве возможных направлений дальнейших исследований можно ука-

зать на нахождение оценок скорости сходимости агентов к равномерному раз-
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мещению, а также на распространение полученных результатов на системы
с переменным запаздыванием.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Нетрудно проверить, что вектор (6)
является положением равновесия системы (15).
Запишем эту систему в векторной форме

x(k + 1) = Ax(k) + c,

где c – постоянный вектор, A – постоянная матрица с элементами aij, i, j =
=1, . . . , n, причем aimi = (li− i)/(li−mi), если mi �=0, aili = (i−mi)/(li−mi),
если li �= n+ 1, а остальные элементы i-й строки равны нулю, i = 1, . . . , n.
С помощью замены переменных

y(k) = x(k)− x̃(Π.1)

получаем систему в отклонениях

y(k + 1) = Ay(k),(Π.2)

которая является позитивной.
Пусть ξ = (ξ1, . . . , ξn)

�, где

ξi = 1 +
1

2
+ . . . +

1

2i−1
, i = 1, . . . , n.(Π.3)

Выберем некоторое i ∈ {1, . . . , n} и скалярно умножим i-ю вектор-строку мат-
рицы A на вектор ξ. Если mi �= 0 и li �= n+ 1, то справедливы соотношения

n∑
j=1

aijξj =
li − i

li −mi
ξmi +

i−mi

li −mi
ξli =

= ξi +
i−mi

li −mi

(
1

2i
+ . . .+

1

2li−1

)
− li − i

li −mi

(
1

2mi
+ . . . +

1

2i−1

)
=

= ξi +
21−i

li −mi

(
(i−mi)

(
1− 2i−li

)
− (li − i)

(
2i−mi − 1

))
=

= ξi +
21−i

li −mi

(
(li −mi)

(
1− 2i−li

)
− (li − i)

(
2i−mi − 2i−li

))
=

= ξi + 21−li(li − i)

(
2li−i − 1

li − i
− 2li−mi − 1

li −mi

)
.

Заметим, что li −mi > li − i, а последовательность {(2k − 1)/k} строго
возрастает. Поэтому

n∑
j=1

aijξj < ξi.(Π.4)
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Очевидно, что неравенство (П.4) выполняется и в случаях, когда mi = 0
или li = n+ 1. Таким образом, получаем

Aξ < ξ.(Π.5)

Применяя утверждение 1, приходим к выводу, что система (П.2) асимптоти-
чески устойчива. Теорема 1 доказана.
Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Для системы (16) соответствующая си-

стема в отклонениях представима в виде

y(k + 1) = Ay(k − r),(Π.6)

где матрица A совпадает с матрицей системы (П.2). С использованием нера-
венства (П.5) и утверждений 1 и 3 получаем, что система (П.6) асимптотиче-
ски устойчива при любом целом неотрицательном запаздывании. Теорема 2
доказана.
Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. Производя в (17) замену переменных

(П.1), получаем систему с переключениями

y(k + 1) = A(σ)y(k)(Π.7)

и соответствующее ей семейство подсистем

y(k + 1) = A(s)y(k), s = 1, . . . , N.(Π.8)

Здесь A(s) = {a(s)ij }ni,j=1 — постоянные матрицы такие, что

a
(s)

im
(s)
i

=
(
l
(s)
i − i

)
/
(
l
(s)
i −m

(s)
i

)
,

если m
(s)
i �= 0, a(s)

il
(s)
i

= (i−m
(s)
i )/(l

(s)
i −m

(s)
i ), если l

(s)
i �= n+ 1, а остальные

элементы i-й строки равны нулю, i = 1, . . . , n, s = 1, . . . , N .
Пусть компоненты положительного вектора ξ определяются по формуле

(П.3). Тогда (см. доказательство теоремы 1) справедливы соотношения

A(s)ξ < ξ, s = 1, . . . , N.(Π.9)

Применяя утверждение 2, приходим к выводу, что система (П.7) асимптоти-
чески устойчива при любом законе переключения. Теорема 3 доказана.
Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 4. В данном случае с помощью замены

переменных (П.1) получаем систему с переключениями и запаздыванием

y(k + 1) = A(σ)y(k − r)(Π.10)

и соответствующее семейство подсистем

y(k + 1) = A(s)y(k − r), s = 1, . . . , N.
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Здесь матрицы A(s) совпадают с матрицами подсистем семейства (П.8).
Далее вводим расширенный вектор состояния z(k) = (y�(k), y�(k − 1), . . .

. . . , y�(k − r))�. Тогда система (П.10) может быть записана в виде

z(k + 1) = C(σ)z(k),(Π.11)

где

C(s) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 · · · 0 A(s)

In 0 0 · · · 0 0
0 In 0 · · · 0 0
...

...
...
. . .

...
...

0 0 0 · · · In 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , s = 1, . . . , N,

а In — единичная матрица порядка n.
Пусть ζ = (ζ�1 , . . . , ζ�r+1)

� ∈ R
n(r+1). Здесь ζj = ξ + δ(j − 1)ν, j = 1, . . .

. . . , r + 1, a компоненты положительного вектора ξ определяются по формуле
(П.3), ν = (1, . . . , 1)� ∈ R

n, δ — положительный параметр.
Учитывая выполнение неравенств (П.9), получаем, что при достаточно

малых значениях δ справедливы соотношения

C(s)ζ < ζ, s = 1, . . . , N.

Следовательно (см. утверждение 2), система (П.11) асимптотически устойчи-
ва при любом законе переключения. Теорема 4 доказана.
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