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1. Введение

Проблема управления односекторной экономикой возникла в [1, 2]. К на-
стоящему времени ей посвящено большое количество публикаций, в которых
рассматриваются и решаются разные варианты задач, в том числе и задачи
оптимального управления такой экономикой (например, [3–7]). Естественным
продолжением этих исследований является решение задач с учетом каких-
либо случайных возмущений, действующих в процессе производства.
Состояние односекторной экономики определяется двумя величинами: ос-

новным капиталом и трудовыми ресурсами. Вообще говоря, изменение основ-
ного капитала во времени происходит случайным образом из-за таких факто-
ров, как случайный износ основных производственных фондов, приобретение
новых фондов, цена на которые зависит от курса валют, производственная
неопределенность, экономическая конъюнктура и т.п. Трудовые ресурсы мо-
гут изменяться случайным образом за счет экономических факторов, по де-
мографическим причинам, из-за миграции населения и т.п. В [8] на основании
изучения статистических данных приводится определенное обоснование того,
что влияние экзогенных случайных факторов на экономическую динамику
можно моделировать процессом броуновского движения.
В настоящей статье рассматривается задача оптимального управления од-

носекторной экономикой при случайном изменении основного капитала и тру-
довых ресурсов. В качестве критерия оптимальности выбирается максимум
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среднего значения накоплений (непроизводственного потребления, благосо-
стояния и т.п.) на заданном периоде производства. Решение задачи прово-
дится с помощью метода динамического программирования.

2. Постановка задачи

За исходную модель задачи выбирается модель из [2]. Но в нее вносятся
некоторые изменения и дополнения для более четкого и удобного, по мне-
нию авторов, изложения материала. Состояние экономики определяется ве-
личинами K(t) – основной капитал, L(t) – трудовые ресурсы и производ-
ственной функцией Y (K,L). Качество управления экономикой определяет-
ся величиной накоплений C(t), полученных в течение отрезка времени [0, t].
Значение Y (K,L) есть валовый продукт, произведенный в единицу време-
ни. Поэтому Y (K,L)Δt есть валовый продукт, произведенный за время Δt.
Управление экономикой состоит в том, что на каждом временно́м отрезке
длиной Δt часть этого продукта uYΔt идет на увеличение основного капи-
тала, а часть (1− u)YΔt – на увеличение накоплений C(t). Таким образом,
управляющим параметром является коэффициент u, который определяет до-
лю валового продукта, которая идет на увеличение основного капитала. При
этом всегда

0 ≤ u ≤ 1.(1)

Для переменных K(t), C(t) и L(t) можно записать дифференциальные
уравнения [6]

K̇ = uY (K,L) − λK(t), K(0) = K0 > 0,

Ċ = ρC + (1− u)Y (K,L), C(0) = 0,

L̇ = νL, L(0) = L0,

(2)

где λ (≥ 0) – коэффициент амортизации, ρ (≥ 0) – норма дисконтирования,
ν – темп изменения трудовых ресурсов. Здесь λK(t) – темп потери капитала
за счет амортизации; u(t)Y (K(t), L(t)) – темп увеличения капитала за счет
доли валового продукта (инвестиций); ρC(t) и (1 − u(t))Y (K(t), L(t)) – темп
увеличения накоплений за счет дисконтирования и за счет доли валового
продукта соответственно.
В стохастическом случае в уравнения (2) нужно добавить какие-то слу-

чайные воздействия. В данной статье предлагается следующая модель стоха-
стической односекторной экономики:

K̇ = uY (K,L)− λK(t) + σKKξK(t), K(0) = K0 > 0,

Ċ = ρC + (1− u)Y (K,L), C(0) = 0,

L̇ = νL+ σLLξL(t), L(0) = L0 > 0.

(3)

Здесь ξK(t) и ξL(t) – стандартные независимые между собой белые гауссов-
ские шумы, σK и σL – соответствующие коэффициенты волатильности. Та-
кое включение в модель случайных воздействий достаточно традиционно в
экономико-математических задачах [9–11].
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Как обычно, для дальнейшего исследования вводятся удельные перемен-
ные: k(t) = K(t)/L(t) – фондовооруженность труда и c(t) = C(t)/L(t) – удель-
ные накопления, т.е. накопления, приходящиеся на одного работника, а также
функция F (k) = Y/L – производительность труда (валовый продукт на од-
ного работника).
В детерминированном случае для этих переменных на основании (2) по-

лучаются уравнения

k̇ = −μk + uF (k), k(0) = k0,

ċ = δc+ (1− u)F (k), c(0) = 0,
(4)

где μ = λ+ v, δ = ρ− v. Далее будем считать, μ = λ+ v > 0 и δ = ρ− v > 0.
Это означает, что если трудовые ресурсы возрастают (v > 0), то темп их ро-
ста не может превышать норму дисконтирования ρ. Если трудовые ресурсы
убывают (v < 0), то темп их убывания не может превышать коэффициента
амортизации λ. Иначе возникают “экзотические” варианты.
Детерминированная задача: для уравнений (4) в течение заданного ко-

нечного планируемого периода производства [0, T ] найти такое кусочно-
непрерывное управление u(t) с учетом (1), при котором величина C(T ) мак-
симальна.
В стохастическом случае для удельных переменных из (3) с помощью фор-

мулы Ито получаются следующие уравнения:

k̇ = −μk + uF (k) + σKkξK(t)− σLkξL(t), k(0) = k0,

ċ = δc+ (1− u)F (k) − σLcξL(t), c(0) = 0.
(5)

Здесь и далее

μ = λ+ v + σKσL − σ2
L, δ = ρ− v + σ2

L, k0 = K0/L0.

Стохастическая задача: для уравнений (5) в течение заданного отрез-
ка времени [0, T ] найти такое кусочно-непрерывное управление u(t) с уче-
том (1), при котором среднее значение величины c(T ) максимально.
Далее будет использоваться производственная функция Кобба–Дугласа

Y (K,L) = AKαLβ, где A – масштаб темпа производства (A > 0), α – коэф-
фициент эластичности по основным фондам, β = 1− α – коэффициент эла-
стичности по трудовым ресурсам (α, β > 0, α+ β = 1). Отсюда следует, что
F (k) = Y/L = Akα > 0.

3. Решение стохастической задачи

Для решения задачи используется метод динамического программирова-
ния. Введем функцию Беллмана s(k, c; t, T ) – среднее значение величины c(T )
при условии, что процесс продолжается на отрезке [t, T ] с начальными усло-
виями k(t) = k и c(t) = c и на этом отрезке применяется оптимальное управ-
ление. Таким образом, величина J = s(k0, 0; 0, T ) есть максимальное среднее
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значение величины c(T ) для данной задачи. Для этой функции можно запи-
сать уравнение Беллмана [12]:

−∂s(k, c; t, T )

∂t
= max

0≤u(t)≤1

{
∂s(k, c; t, T )

∂k
(uF (k)− μk) +

+
∂s(k, c; t, T )

∂c
(δc + (1− u)F (k)) +G(s(k, c; t, T ))

}
, s(k, c;T, T ) = c,

(6)

где

G(s) =
1

2
(σ2

K + σ2
L)k

2 ∂
2s

∂k2
+ σ2

Lkc
∂2s

∂k∂c
+

1

2
σ2
Lc

2 ∂
2s

∂c2
(7)

– гессиан функции s(k, c; t, T ). Уравнение (6) – детерминированное. Здесь и
далее переменные k и c – просто аргументы функции, а не случайные про-
цессы. Из решения (6) получается решение задачи. Существование этого ре-
шения означает существование решения стохастической задачи. Далее при
решении отрезок [0, T ] разбивается на три временны́х отрезка, на каждом
из которых записывается свое уравнение в частных производных (6). Затем
решения этих уравнений сшиваются. Можно показать, что эти решения су-
ществуют и единственны [13].
Уравнение (6) перепишем в виде

−∂s(k, c; t, T )

∂t
=

= max
0≤u(t)≤1

{(
∂s

∂k
− ∂s

∂c

)
uF (k)− μk

∂s

∂k
+

∂s

∂c
(δc + F (k)) +G(k, c)

}
.

(8)

Максимум правой части этого уравнения по u с учетом (1) достигается при

u(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, если
∂s

∂k
>

∂s

∂c
,

uoc, если
∂s

∂k
=

∂s

∂c
,

0, если
∂s

∂k
<

∂s

∂c
.

(9)

Здесь uoc – так называемое особое управление [14, 15], которое будет опре-
делено ниже. В рассматриваемой задаче отрезок времени, в течение которо-
го имеет место особое управление, соответствует участку сбалансированного
равновесного состояния экономики и называется магистралью.
Можно допустить, что если коэффициенты σK и σL малы, то решение

стохастической задачи будет близко к решению детерминированной зада-
чи, которая с помощью принципа максимума Понтрягина подробно реше-
на в [6]. Если период производства [0, T ] достаточно велик, то основное ре-
шение состоит в том, что отрезок [0, T ] точками t1 и t2 (0 < t1 < t2 < T )
разбивается на три отрезка: [0, t1], [t1, t2] и [t2, T ] длительностью r1 = t1,
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r2 = t2 − t1 и r3 = T − t2 соответственно. Отрезок [0, t1] соответствует выходу
(если k0 < koc при u = u1 = 1) или сходу (если k0 > koc при u = u1 = 0) на ма-
гистраль; отрезок [t1, t2] – магистрали (предполагается, что она существует);
отрезок [t2, T ] – заключительному этапу (сходу с магистрали). На магистрали
k = koc = const, причем

kβос =
αA

δ + μ
и uoc =

μk

F
.(10)

На заключительном отрезке [t2, T ] u = 0. Таким образом, согласно (9) струк-
тура оптимального управления имеет вид

u(t) =

⎧⎨
⎩

u1 при 0 < t < t1,

uoc при t1 < t < t2,

0 при t2 < t < T.

(11)

Фактически получается, что решение детерминированной задачи сводится
к нахождению значений t1 и t2. Можно предположить, что в стохастическом
случае при достаточно малых коэффициентах σK и σL решение будет близко
к решению детерминированной задачи, т.е. структура оптимального управле-
ния имеет такой же вид (11). Таким образом, решение стохастической задачи
также сводится к нахождению значений t1 и t2. Заметим, что при решении де-
терминированной задачи методом динамического программирования уравне-
ние Беллмана имеет вид (6) при G(s) = 0. Оно является однородным диффе-
ренциальным уравнением в частных производных первого порядка и может
решаться методом характеристик [16]. Его решение (оно не приводится) дает
определенные сведения о свойствах решения уравнения (6). Уравнение (6)
при заданном управлении u является неоднородным уравнением второго по-
рядка, причем неоднородное слагаемое G(s) есть гессиан функции Беллмана.
Это обстоятельство с учетом свойств функции F (k) позволяет получить ана-
литические решения.
Как обычно, решение уравнения (6) или (8) начнем с правого конца. Обо-

значим через s1(k, c; t, T ), s2(k, c; t, T ) и s3(k, c; t, T ) функции Беллмана, если
момент t относится к отрезкам [0, t1], [t1, t2] и [t2, T ] соответственно. Обозна-
чим также ki = k(ti) и ci = c(ti), i = 1, 2.

4. Сход с магистрали

На отрезке [t2, T ] u = 0. Поэтому уравнение (8) принимает вид

−∂s3(k, c; t, T )

∂t
=−μk∂s3(k, c; t, T )

∂k
+

∂s3(k, c; t, T )

∂c
(δc+F (k))+G(k, c),

s3(k, c;T, T ) = c.

(12)

Пользуясь методом разделения переменных, его решение будем искать в виде

s3(k, c; t, T ) = ceδ(T−t) + F (k)w(t, T ),(13)
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где w(t, T ) – искомая функция, причем такая, что w(T, T ) = 0. Подстав-
ляя (13) в (7) и (12) и сокращая подобные слагаемые, получаем, что

−F (k)ẇ(t, T ) = −μkF ′(k)w(t, T ) + eδ(T−t)F (k) + σk2F ′′(k)w(t, T ),

где σ = (σ2
K + σ2

L)/2. Параметр σ можно назвать общим коэффициентом во-
латильности. Учитывая, что

F (k) =Akα, F ′(k) =αAkα−1=α
F (k)

k
, F ′′(k) =α(α−1)Akα−2=−αβ

F (k)

k2
,

из последнего выражения получаем

−F (k)ẇ(t, T ) = −αμF (k)w(t, T ) − αβσF (k)w(t, T ) + F (k)eδ(T−t).

Сократив здесь на F (k), приходим к уравнению

−ẇ(t, T ) = −ϑw(t, T ) + eδ(T−t), w(T, T ) = 0,

где ϑ = αμ+ αβσ. Решение этого уравнения имеет вид

w(t, T ) =
eδ(T−t) − e−ϑ(T−t)

δ + ϑ
.(14)

Поскольку рассматриваемая задача – терминальная, то на оптимальной
траектории {k(t), c(t)} функция Беллмана должна быть постоянной. Поэтому
полная производная по t функции s3(k, c; t, T ), определенной в (13), должна
равняться нулю. Как показывает анализ, чтобы последнее выполнялось, на
отрезке [t2, T ] оптимальные переменные k(t) и c(t) должны удовлетворять
уравнениям:

k̇ = −ϑ

α
k, ċ = cδ + F (k).(15)

5. Магистраль

Как следует из (9), на магистрали должно выполняться условие

∂s2(k, c; t, T )

∂k
≡ ∂s2(k, c; t, T )

∂c
.(16)

При этом уравнение (8) принимает вид

−∂s2(k, c; t, T )

∂t
= −μk

∂s2
∂k

+
∂s2
∂c

(δc + F (k))+G(k, c).(17)

Решение (17) будем искать в виде

s2(k, c; t, T ) = (c+H(k))eδ(T−t) +B,(18)
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где H(k) – искомая функция, B – какая-то константа. Подставляя (18) в (7)
и (17), сокращая на exp{δ(t2 − t)} и приводя подобные члены, получаем

δH(k) = −μkH ′(k) + F (k) + σk2H ′′(k).(19)

Из подстановки (18) в (16) следует, что функция H(k) должна удовлетворять
условию H ′(k) = 1. Если последнее условие выполняется, то и H ′′(k) = 0. По-
этому из (19) следует, что

H(k) =
F − μk

δ
.(20)

К выражению (20) еще раз применим требование H ′(k) = 1. Получаем, что

H ′(k) =
αAkα−1 − μ

δ
= 1.

Отсюда следует выражение (10) для k = koc. Как уже отмечено, функция
Беллмана должна быть постоянной. Поэтому полная производная по t функ-
ции s2(k, c; t, T ), определенной в (18), должна равняться нулю. Отсюда мож-
но получить, что переменная k(t) должна удовлетворять уравнению (5) при
σK = σL = 0. А так как на отрезке [t1, t2] k = koc = const, то отсюда следует
выражение (10) для uoc.

Константа B в (18) определяется из условия s2(k2, c2;t2,T )= s3(k2, c2;t2,T ).
Подставляя сюда (13), (14) и (18), получаем

B = B(t2) = (Q(k2)−H(k2))e
δ(T−t2) −Q(k2)e

−ϑ(T−t2),(21)

где

Q(k) =
F (k)

δ + ϑ
.

Здесь и далее k = koc. Подставляя (21) в (18), получаем выражение для
s2(k, c; t, T ). Видно, что эта функция зависит от параметра t2, который по-
ка не определен. Естественно выбрать его так, чтобы достигался максимум
функции s2(k, c; t, T ) или, что то же самое, функции B(t2). Вычислим первую
производную этой функции по t2 и приравняем ее к нулю

d

dt2
= −δ(Q(k2)−H(k2))e

δ(T−t2) − ϑQ(k2)e
−ϑ(T−t2) = 0.

Отсюда получаем

e−(δ+ϑ)(T−t2) =
δ(H(k2)−Q(k2))

ϑQ(k2)
(22)

и

T − t2 = r3 =
1

δ + ϑ
ln

(
ϑQ(k2)

δ(H(k2)−Q(k2))

)
.(23)
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Анализ второй производной функции B(t2) показывает, что при условии (22)
она всегда отрицательна и, следовательно, эта функция имеет максимум.
Подставляя (22) в (18), получаем окончательно, что на отрезке [t1, T ]

J = s2(k1, c1; t1, T ) = (c1+H(k1))e
δ(T−t1)+

ϑ+ δ

ϑ
(Q(k2)−H(k2))e

δ(T−t2).(24)

Здесь k1 = k2 = koc. Так как функция Беллмана на оптимальной траекто-
рии постоянна, то выражение (24) определяет максимальное среднее значе-
ние непроизводственного потребления на отрезке [0, T ]. Только сюда следует
добавить значения c1 и t1, которые определяются далее при анализе отрез-
ка [0, t1].

6. Выход на магистраль

На отрезке [0, t1] имеют место два варианта, связанных с соотношением
между k(0) и koc.

1-й вариант. При k(0) < koc на отрезке [0, t1] u = 1. Поэтому уравнение (8)
принимает вид

−∂s1(k, c; t, T )

∂t
=

∂s1(k, c; t, T )

∂k
(F (k) − μk) + δc

∂s1(k, c; t, T )

∂c
+G(k, c).(25)

Согласно (4) при u = 1 на отрезке [0, t1] накопления отсутствуют, т.е.
C(t)≡ 0. Следовательно, c(t) = C(t)/L(t)≡ 0. Поэтому s1(k, c; t, T ) = const и
G(k, c) = 0. С другой стороны, при G(k, c) = 0 уравнение (25) является од-
нородным уравнением в частных производных первого порядка, которое ре-
шается методом характеристик [16]. Соответствующие характеристические
уравнения имеют вид:

k̇ = −μk + F (k), k(0) = k0,

ċ = δc, c(0) = 0.

Отсюда следует, что на отрезке [0, t1] c(t)≡ 0, а решение первого уравнения
имеет вид

kβ(t) =
A

μ

(
1− e−βμt

)
+ kβ0 e

−βμt.

Это решение получается в результате подстановки:

k(t) = exp{y(t) + z(t)},

где y(t) и z(t) – произвольные функции. Момент t1 определяется из условия
k(t1) = koc или из выражения

A

μ

(
1− e−βμt1

)
+ kβ0 e

−βμt1 = kβос .
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Отсюда

t1 = r1 =
1

μβ
ln

(
A− μkβ0

A− μkβос

)
.(26)

Значения c1 = 0 и t1 следует подставить в (24).
2-й вариант. При k(0) > koc на отрезке [0, t1] u = 0. Поэтому функция

s1(k, c; t, t1) удовлетворяет уравнению (12). Повторяя приведенное ранее ре-
шение уравнения (12), можно найти эту функцию. Однако главное состоит в
том, что на отрезке [0, t1] оптимальные переменные k(t) и c(t) должны удо-
влетворять уравнениям (15). Отсюда получаем

k(t1) = k0e
−ϑt1/α, c(t1) = F (k0)

eδt1 − e−ϑt1

δ + ϑ
.

Момент t1 находится из условия k(t1) = koc. Это дает, что

t1 = r1 =
α

ϑ
ln

k0
koc

.(27)

Значения c(t1) и t1 следует подставить в (24).
Отметим, что для существования магистрали необходимо, чтобы r2 = T −

− r1 − r3 > 0. Поэтому отрезок [0, T ] должен быть достаточно велик.

7. Иллюстративный пример

На рис. 1 и 2 приведены результаты моделирования уравнений (5) при
A = 1, α = β = 0,5, μ = 0,1, δ = 0,1, T = 12. Отдельно рассмотрены случаи,
когда k(0) < koc и когда k(0) > koc. На этих рисунках кривая 1 соответству-
ет случаю σK = σL = 0 (детерминированный вариант), кривая 2 – случаю
σK = σL = 0,25, кривая 3 – случаю σK = σL = 0,5.

Видно, что с увеличением коэффициентов волатильности происходит
больший разброс траекторий.

koc

k0

k0 > koc k0 < koc 

3
1
2

3

1
2

0 t1 t2 T 0 t1 t2 T

k

koc

k0

k

Рис. 1. Изменение фондовооруженности труда во времени.
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k0 < koc k0 > koc 

3

1

2

3

1

2
12
c

8

4

12
c

8

4

0 t1 T 0 t1 T

Рис. 2. Изменение удельных накоплений во времени.

8. Заключение

В заключение рассмотрим, как влияют коэффициенты волатильности σK
и σL на результат решения задачи.
1. Решение зависит только от общего коэффициента волатильности σ.
2. Структура управления (11), полученная в предположении малости, в

силу непрерывности решения остается справедливой и при больших σ.
3. Значение фондовооруженность труда на магистрали не зависит от σ.
4. Поскольку ϑ = αμ+ αβσ, то, как видно из (23) и (27), параметр σ влия-

ет на длину отрезка [0, t1] в случае, когда k(0) > koc, т.е. там, где u = 0.
При этом с ростом σ длины этих отрезков убывают до нуля пропорцио-
нально 1/σ. Можно проверить, что при увеличении параметра σ величина
максимального среднего значения J убывает. Это объясняется тем, что при
увеличении σ уменьшаются отрезок, где u = 0, и увеличивается отрезок [t1, t2]
(r2 = T − r1 − r3,) где прирост накоплений меньше (uoc < 1), чем на отрезках,
где u = 0.

5. В пределе при σ → ∞ получаем следующее. Если k(0) > koc, то весь
отрезок [0, T ] состоит из магистрали. Если k(0) < koc, то на отрезке [0, t1]
u = 1, а на отрезке [t1, T ] – магистраль. Соответствующие значения величи-
ны J можно получить из (24) путем предельного перехода.
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