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1. Введение

Настоящий обзор посвящен пересечению двух важнейших направлений со-
временной теории управления — учету неопределенности и линейным мат-
ричным неравенствам.

Тема неопределенности всегда была ключевой при анализе и синтезе си-
стем управления. Собственно идея обратной связи возникла именно вслед-
ствие непредсказуемости изменяющихся условий функционирования объек-
та и необходимости реакции на них. Первые же регуляторы (типа регуля-
тора Уатта) использовали принцип обратной связи для достижения цели в
условиях неопределенности. После короткого периода господства программ-
ного управления для таких задач, как планирование космических полетов
(где неопределенность почти отсутствует), дальнейшее развитие теории было
связано с новыми подходами к управлению при наличии неопределенности —
адаптивным и робастным управлением, такими техниками как H∞, ℓ1, Model
Predictive Control (MPC) и другими. При этом использовались разные моде-
ли неопределенности как в описании объекта (частотная, параметрическая,
структурированная), так и в видах действующих возмущений (случайные,
детерминированные ограниченные в той или иной норме), в информации о

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований в рамках научного проекта № 19-18-50226.

3



начальных условиях и т.п. Еще больше разнообразия в моделях неопреде-
ленности для нелинейных систем; так, исторически первая теория абсолют-
ной устойчивости (восходящая к работе А.И. Лурье и В.Н. Постникова [29]
1944 г.) связана с секторной неопределенностью нелинейной части системы.

В данном обзоре авторы в основном ограничиваются линейными стацио-
нарными моделями вида

ẋ = Ax+Bu+Dw, x(0) ∈ B,(1)

где x(t) ∈ R
n — состояние, u(t) ∈ R

p — управление, w(t) ∈ R
m — возмуще-

ние. Неопределенность заключается либо в матрицах системы A, B, D, либо
во внешних возмущениях w (известен только класс, которому они принад-
лежат), либо в начальном условии x(0) (например, известен лишь шар B,
которому оно принадлежит). Цель управления заключается либо в достиже-
нии стабилизации системы, либо в оптимизации какого-либо критерия оп-
тимальности. При этом само управление ищется главным образом в форме
статической линейной обратной связи по состоянию

u = Kx,(2)

где матрица обратной связи K (регулятор) подлежит выбору. Впрочем, ино-
гда будем выходить за рамки моделей (1), (2); так, в разделе 8 рассматри-
ваются нелинейные системы, а наряду с непрерывными моделями (1), (2)
нередко будем иметь дело и с дискретными системами.

Техника линейных матричных неравенств (ЛМН) (английская аббре-
виатура LMI — Linear Matrix Inequalities) получила необычайно широкое
распространение после появления монографии С.Бойда с соавторами [84].
Впрочем, корни этой техники можно проследить еще в работах Ляпуно-
ва. Действительно, система ẋ = Ax является устойчивой тогда и только
тогда, когда для нее существует квадратичная функция Ляпунова V (x) =

= (Qx, x) с положительно-определенной матрицей Q ≻ 0. Иначе говоря, V̇ =
=
(
(A⊤Q+QA)x, x

)
< 0, что эквивалентно A⊤Q+QA ≺ 0. Итак, проблема

устойчивости сводится к существованию решения неравенств A⊤Q+QA ≺ 0
и Q ≻ 0. Это типичное ЛМН: в нем переменной является матрица Q, а са-
ми неравенства понимаются в смысле знакоопределенности матриц. Тако-
го типа неравенства появились еще в работах Р. Беллмана, В.А. Якубовича,
Дж. Виллемса, Е.С. Пятницкого, однако по-настоящему рабочим аппаратом
в теории управления ЛМН сделали монография [84] и наличие мощных вы-
числительных средств для их решения, разработанных Ю.Е. Нестеровым и
А.С. Немировским [123]. В настоящее время сведе́ние той или иной пробле-
мы к формату ЛМН приравнивается к ее решению. Многочисленные приме-
ры использования ЛМН для задач управления можно найти, в частности, в
монографиях [84, 101, 138].

В данном обзоре рассматриваются способы применения ЛМН к основным
задачам управления при наличии неопределенности. Ограничиваясь именно
этим кругом проблем, обзор не затрагивает иные способы работы с неопреде-
ленностью и другие применения ЛМН. Разумеется, даже в пределах выбран-
ной тематики невозможно представить исчерпывающе полный обзор; авторы
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приносят извинения читателю за возможный субъективизм и неполноту ин-
формации.

Структура статьи следующая. В разделе 2 описываются основные виды
ЛМН, применяемая там техника преобразований неравенств, имеющиеся вы-
числительные средства решения. Раздел 3 посвящен связи задач управления
с ЛМН, роли квадратичных функций Ляпунова, проблемам анализа устойчи-
вости и синтеза устойчивых систем, и другим важнейшим понятиям — безот-
носительно к наличию неопределенности. Начиная со следующего раздела,
рассматриваются основные типы неопределенности. В разделе 4 это пара-
метрическая неопределенность в описании системы и проблемы робастной
устойчивости и стабилизации. Раздел 5 связан с неопределенностью внешних
возмущений. Обсуждаются два основных их класса — ограниченные по нор-
ме L2 или по норме L∞; лишь кратко обсуждается класс случайных возму-
щений. При этом рассматриваются и задачи анализа, и задачи синтеза. Еще
один тип неопределенности, связанный с начальными условиями, исследуется
в разделе 6. Оказывается, ненулевые начальные условия могут приводить к
важному (и нежелательному) эффекту — большим уклонениям от положения
устойчивого равновесия. Исследуется величина подобного эффекта и способы
его подавления. Весьма актуальная тематика так называемого разреженного
управления рассматривается в разделе 7. Простейшим нелинейным обобще-
ниям посвящен раздел 8. Наконец, в заключительном разделе 9 подведены
итоги обзора и намечены пути дальнейших обобщений.

Всюду далее ‖ · ‖ — евклидова норма вектора и спектральная норма матри-
цы, ⊤ — символ транспонирования, Sn×n — класс симметричных веществен-
ных матриц размерности n× n, I — единичная матрица соответствующей
размерности, а все матричные неравенства понимаются в смысле знакоопре-
деленности матриц.

2. Линейные матричные неравенства

В этом разделе введем основные определения, необходимые для дальней-
шего изложения, приведем основные свойства линейных матричных нера-
венств, отметим основные этапы истории возникновения и использования это-
го аппарата, а также кратко опишем вычислительные процедуры, лежащие в
его основе, вместе с наиболее популярными пакетами прикладных программ.

2.1. Основные определения, свойства и технические приемы

Приведем основные определения и простейшие свойства линейных мат-
ричных неравенств, а также удобные технические приемы, часто используе-
мые при формулировках разнообразных задач управления. Детальное изло-
жение и обсуждение более тонких эффектов можно найти в ставших класси-
ческими книгах [84, 138]; большое количество фактов, относящихся к свой-
ствам линейных матричных неравенств и их приложениям к теории управле-
ния, собрано в обзоре [86]. На русском языке по этой тематике опубликованы
две монографии [4, 37], в которых также подробно обсуждаются как сами
ЛМН, так и их использование в управлении, приведено много примеров.
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Рассмотрим следующую линейную матричнозначную функцию векторно-
го аргумента x ∈ R

ℓ:

F (x)
.
= F0 +

ℓ∑

i=1

xiFi,

где Fi = F⊤
i ∈ S

n×n, i = 0, . . . , ℓ, — известные фиксированные вещественные
симметричные матрицы, а xi, i = 1, . . . , ℓ, — скалярные переменные.

Соотношение

F (x) ≺ 0(3)

называется линейным матричным неравенством в канонической форме от-
носительно переменных x1, . . . , xℓ, а любое x, удовлетворяющее (3), называ-
ется решением этого неравенства. Множество Dfeas всех решений называется
допустимой областью ЛМН F (x) ≺ 0; очевидно, Dfeas может быть как огра-
ниченным, так и нет, и может быть пустым. Принципиально важным свой-
ством ЛМН является выпуклость допустимой области (это сразу следует из
определения), которая позволяет формулировать многие задачи управления
в виде задач выпуклого программирования.

Многочисленные элементарные (и не только) свойства ЛМН следуют из
выпуклости и знакоопределенности; более подробно они разобраны в упо-
мянутых выше источниках; в частности, внимание в этих работах уделено
соотношениям между строгим и нестрогим неравенствами.

Каноническая форма записи сравнительно редко встречается в приложе-
ниях; как правило, приходится иметь дело с линейными матричными нера-
венствами, в которых переменными являются не скаляры, а матрицы. Про-
стейший пример — условие на знакоопределенность матрицы (Q ≻ 0); более
содержательный пример — классическое неравенство Ляпунова вида

A⊤Q+QA+R ≺ 0, R ≻ 0,(4)

где переменной является симметричная матрица Q.

ЛМН такого типа естественным образом возникают при формулировании
задач управления. Матричную форму (4) легко можно привести к канониче-
скому виду (но не наоборот), используя стандартный базис в пространстве
симметричных матриц.

Сформулируем две основные проблемы теории ЛМН, к которым сводится
подавляющее большинство задач управления.

Задача разрешимости (допустимости) заключается в отыскании некото-
рой точки x ∈ Dfeas или в доказательстве того, что такой точки не существует.
Типичным примером задачи допустимости является отыскание квадратичной
функции Ляпунова для данной устойчивой линейной системы, т.е. решение
неравенства (4) относительно матричной переменной Q ≻ 0.

Вторая ключевая задача ЛМН-теории — оптимизация критерия на множе-
стве, заданном линейными матричными неравенствами. Точнее, задача ми-
нимизации линейной функции при ЛМН-ограничениях называется задачей
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полуопределенного программирования (Semi-Definite Programming, SDP). За-
дача полуопределенного программирования является основным форматом, к
которому сводятся практически все задачи управления, подавления возму-
щений, фильтрации и т.д., решаемые с применением техники ЛМН.

Разумеется, в исходном виде все эти задачи формулируются иначе, и для
того, чтобы свести их к желаемой форме, имеется несколько технических
приемов; приведем два из них, наиболее универсальных и часто применимых.

Первый прием — использование так называемого дополнения по Шуру.
Это понятие, хорошо известное из линейной алгебры, играет значительную
роль в численном анализе, статистике и матричных вычислениях и относится
к представлению блочных матриц.

Рассмотрим блочную матрицу

M =

(
M11 M12

M⊤
12 M22

)
∈ R

(n+m)×(n+m),

где M11 ∈ S
n×n, M12 ∈ R

n×m, а матрица M22 ∈ S
m×m обратима. Матрица

M12M
−1
22 M⊤

12 называется дополнением по Шуру к блоку M22 в матрице M .

Лемма 1. Имеем

M ≻ 0 тогда и только тогда, когда M22 ≻ 0, M11 −M12M
−1
22 M⊤

12 ≻ 0.

Различные формулировки этого результата, иногда называемого леммой
Шура (строгое или нестрогое неравенство, симметричные формулировки),
свойства и применения дополнения по Шуру к решению линейных уравнений
и т.п. можно найти в [37, 85] или в книгах по линейной алгебре.

Основное назначение леммы Шура в задачах стабилизации и управления
при использовании ЛМН — сведе́ние нелинейных матричных неравенств к
линейным, в частности, переход от обратных матриц к прямым, оценивание
матричной нормы, а также использование при описании эллипсоидов. Так,
например, применяя лемму Шура к алгебраическому матричному (квадра-
тичному) неравенству Риккати

A⊤Q+QA−QBS−1B⊤Q+R ≻ 0, S ≻ 0,

относительно матричной переменной Q ≻ 0 (оно часто встречается в задачах
оптимального управления) и разворачивая его с помощью леммы Шура (т.е.
применяя теорему 1 в “обратную сторону”), приходим к эквивалентной записи
в виде ЛМН

(
A⊤Q+QA+R QB

B⊤Q S

)
≻ 0,

откуда, в частности, следует, что множество решений неравенства Риккати
выпукло.

При использовании ЛМН в задачах управления как правило ищется мини-
мальный в некотором смысле эллипсоид, связанный с системой. Для описа-
ния эллипсоида существует много способов, относительные удобства которых
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зависят от той или иной задачи (см. [37, 84] и учебники по линейной алгебре).
В настоящем обзоре рассматриваются эллипсоиды с центром в нуле, задавае-
мые в виде

E =
{
x ∈ R

n : x⊤P−1x 6 1
}
, P ≻ 0.(5)

По ряду причин удобно использовать именно обратную матрицу P−1, а
применяя лемму Шура к нелинейному по P неравенству x⊤P−1x 6 1, можно
привести его к форме ЛМН:

(
1 x⊤

x P

)
< 0.

Критерии оптимальности эллипсоида также могут быть различны; среди
них объем, размер минимального шара, в котором этот эллипсоид содержит-
ся, или сумма квадратов его полуосей. Все критерии “эквивалентны”, для
простоты и наглядности будем рассматривать последний из них. Если поль-
зоваться записью (5), то эта величина равна следу матрицы P , т.е. линейной
функции от элементов P . Таким образом, оптимизация эллипсоида с матри-
цей P , которая удовлетворяет ЛМН, специфичным для конкретной проблемы
управления, сводится к задаче полуопределенного программирования.

Еще один фундаментальный результат, иногда называемый S-процедурой,
позволяет формулировать условия, при которых выполнение нескольких
квадратичных неравенств влечет выполнение еще одного квадратичного
неравенства. Приведем его в следующей формулировке.

Лемма 2. Пусть заданы однородные квадратичные формы

fi(x) = x⊤Aix, i = 0, 1, . . . ,m,

где x ∈ R
n, Ai = A⊤

i ∈ R
n×n.

Если существуют числа τi > 0, i = 1, . . . ,m, такие, что

A0 ≺
m∑

i=1

τiAi,(6)

то неравенства

fi(x) 6 0, i = 1, . . . ,m,(7)

влекут неравенство

f0(x) < 0(8)

для всех x 6= 0.

Обратно, если из (7) следует (8) и выполняется любое из условий:

а) m = 1;

б) m = 2, n > 3 и существует вектор x0 ∈ R
n такой, что f1(x

0) < 0,
f2(x

0) < 0, то найдутся τi > 0, i = 1, . . . ,m, такие, что выполняются со-
отношения (6).
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Этот результат существенным образом используется при построении квад-
ратичных функций Ляпунова; его простейшей иллюстрацией является уста-
новление условий, при которых эллипсоид E1 вида (5) с матрицей P1 содер-
жится в эллипсоиде E2 с матрицей P2. Из S-теоремы с одним ограничением
(m = 1) немедленно следует, что E1 ⊆ E2 тогда и только тогда, когда P1 4 P2.

S-процедура была обоснована В.А. Якубовичем [63]; обзор ее модифика-
ций, частных случаев и применений дан в [15], а из самых свежих работ
следует отметить [47].

2.2. История развития ЛМН

По-существу, идеология матричных неравенств восходит еще к работам
А.М. Ляпунова. Впоследствии матричные неравенства в явном виде появля-
лись в работах В.А. Якубовича [61], Р. Беллмана [75], Дж. Виллемса [152] и
Е.С. Пятницкого [18]. Однако первой работой, в которой систематически из-
ложена техника ЛМН, является книга С. Бойда с соавторами [84], после ее
появления эта техника стала общепринятой в работах по теории управления и
оптимизации. Показателем популярности этой книги является число ссылок
на нее — более двадцати тысяч! Первой монографией на русском языке, по-
священной этому вопросу, является книга Д.В. Баландина и М.М. Когана [4],
а из последних опубликованных книг отметим [37] и [36, ч. 1]. Из самых све-
жих работ, посвященных линейным матричным неравенствам, их свойствам
и применениям в теории управления и устойчивости, необходимо отметить
замечательный обзор [86]. Впрочем, вопросам учета неопределенности уделя-
ется немного внимания; кроме того, этот обзор написан в форме справочника.

2.3. Вычислительные средства

Уже отмечалось, что задача полуопределенного программирования яв-
ляется выпуклой. Незадолго до появления книги С. Бойда [84] в работах
Ю.Е. Нестерова и А.С. Немировского был предложен чрезвычайно эффек-
тивный метод внутренней точки для решения именно таких задач; он стал
очень популярным после публикации монографии этих авторов [123]. Комби-
нация этих двух книг и наличие программных реализаций метода (о которых
говорится ниже) привело к лавинообразному росту числа работ, использую-
щих технику ЛМН.

Для решения задач полуопределенного программирования с ограниче-
ниями в виде линейных матричных неравенств существует большое раз-
нообразие программного обеспечения. Исторически первым является па-
кет LMILab [100], созданный в 1994 г. почти одновременно с выходом в
свет упоминавшейся “ключевой” книги по линейным матричным неравен-
ствам [84]; сейчас он является частью пакета Robust Control Toolbox системы
Matlab. Позже появились наиболее популярные в настоящее время “реша-
тели” SeDuMi [143] (Self-Dual Minimization), SDPT3 [147], а также CSDP [83],
и другие. Они представляют собой библиотеки программ, реализующих чис-
ленные процедуры для широкого круга задач оптимизации.

На сегодняшний день наиболее универсальным и мощным решателем яв-
ляется пакет MOSEK [120], который особенно эффективен при решении задач
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большой размерности с разреженным представлением данных. Среди прочих
достоинств — возможность сопряжения с различными языками программи-
рования, такими как Matlab, C, Java, Python.

Почти все имеющиеся решатели находятся в свободном доступе, кроме
MOSEK, который распространим на коммерческой основе; впрочем, для на-
учных и образовательных учреждений пакет может поставляться бесплатно.

Перечисленные решатели имеют свои преимущества и недостатки. Так, од-
на и та же оптимизационная задача может иметь решение в одном из них и не
иметь в другом, или же численные решения оказываются несколько отлич-
ными. Поэтому при применении пакетов следует уделять внимание выбору
соответствующих параметров (таких как задаваемая точность вычислений,
максимальное число итераций и др.) и иметь под рукой несколько решате-
лей. Сравнению эффективности различных решателей на тестовых задачах
посвящены работы [67, 117, 118].

Среди наиболее популярных и удобных интерфейсов, позволяющих об-
ращаться к решателям в среде Matlab (в частности, к SeDuMi, SDPT3,
MOSEK), являются свободно распространяемые пакеты YALMIP [115] (Yet
Another LMI Parser) и cvx [104].

Среди публикаций на русском языке отметим полезную книгу [60], в ко-
торой дается описание пакетов SeDuMi и YALMIP.

3. Квадратичные функции Ляпунова, устойчивость и синтез

Прежде чем обратиться к применению аппарата линейных матричных
неравенств к системам с неопределенностью, обсудим его прямую связь с
квадратичными функциями Ляпунова и анализом устойчивости линейных
систем.

Как мы уже отмечали во введении, линейная система

ẋ = Ax, x(0) = x0(9)

устойчива тогда и только тогда, когда для нее существует квадратичная
функция Ляпунова вида

V (x) = x⊤Qx(10)

с положительно определенной матрицей Q. Отсюда сразу получаем следую-
щий результат.

Те ор ем а 1. Устойчивость системы (9) эквивалентна разрешимости
ЛМН

A⊤Q+QA ≺ 0, Q ≻ 0.(11)

Первое из неравенств (11) называется неравенством Ляпунова. Таким об-
разом, если брать на вооружение квадратичные функции Ляпунова, то ис-
пользование аппарата ЛМН при анализе устойчивости систем неизбежно и
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естественно. Далее, пусть Q ≻ 0 — какое-то решение системы (11); тогда из
свойств функции Ляпунова видим, что эллипсоид

E =
{
x ∈ R

n : x⊤Qx 6 1
}

обладает следующим свойством: если x0 ∈ E , то и x(t) ∈ E для всех t > 0,
т.е. начавшись в эллипсоиде E , траектории устойчивой системы не покидают
его во все моменты времени. Иногда такой эллипсоид называют удерживаю-
щим [84]; далее это свойство будет обобщено на случай наличия внешних
возмущений в системе, приводя к так называемым инвариантным эллипсои-
дам.

Итак, аппарат линейных матричных неравенств тесно связан с рассмот-
рением квадратичных функций Ляпунова и идеологией эллипсоидального
оценивания состояний системы.

Приведем аналогичный результат для линейной дискретной стационарной
системы.

Те ор ем а 2. Устойчивость системы

xk+1 = Axk

эквивалентна разрешимости ЛМН

A⊤QA−Q ≺ 0, Q ≻ 0.(12)

Первое из неравенств (12) называется дискретным неравенством Ляпу-
нова. Практически все результаты, которые приводятся в дальнейшем для
непрерывных систем, имеют подобные дискретные аналоги; не будем на них
останавливаться.

Обратимся теперь к задаче синтеза и рассмотрим систему

ẋ = Ax+Bu, x(0) = x0,(13)

где A ∈ R
n×n, B ∈ R

n×p, с управляемой парой (A,B). Замкнув ее линейной
обратной связью по состоянию

u = Kx,(14)

придем к замкнутой системе

ẋ = Acx(15)

с матрицей Ac = A+BK.

Функция (10) является функцией Ляпунова для системы (15) тогда и толь-
ко тогда, когда

A⊤
c Q+QAc ≺ 0,

т.е. когда найдутся матрицы K и Q ≻ 0 такие, что

(A+BK)⊤Q+Q(A+BK) ≺ 0.(16)
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Неравенство (16) нелинейно (и невыпукло!) относительно матричных пе-
ременных Q и K. От этого можно избавиться с помощью следующего общего
приема.

Домножив неравенство (16) слева и справа на матрицу P = Q−1, получим

(A+BK)P + P (A+BK)⊤ ≺ 0.

Введем вспомогательную матричную переменную Y = KP , исключая K.
В силу P ≻ 0, матрица K восстанавливается единственным образом:
K = Y P−1. В результате приходим к матричному неравенству

AP + PA⊤ +BY + Y ⊤B⊤ ≺ 0,

линейному по переменным Y и P . Получаем следующий результат.

Те ор ем а 3. Пусть матрицы P̂ и Ŷ удовлетворяют ЛМН

AP + PA⊤ +BY + Y ⊤B⊤ ≺ 0, P ≻ 0.(17)

Тогда регулятор (14) с матрицей K̂ = Ŷ P̂−1 стабилизирует систему (13),

а квадратичная форма V (x) = x⊤P̂−1x является функцией Ляпунова для за-
мкнутой системы.

Видим, что для управляемых систем разрешимость ЛМН (17) эквива-
лентна возможности стабилизировать систему с помощью обратной связи
по состоянию. Более того, теорема предлагает очень простую параметриза-
цию всех стабилизирующих регуляторов через решения этого ЛМН и служит
основой синтеза. Описанный выше подход к стабилизации, основанный на
поиске квадратичной функции Ляпунова, был рассмотрен А.М. Мейлахсом
в [31] в 1975 г., где впервые применен прием с введением вспомогательной
переменной Y , который послужил систематической основой для использова-
ния ЛМН в задачах стабилизации. На Западе этот трюк стал известен после
публикации работы [77] в 1989 г., а неявно он применялся в статье [145] 1981 г.

Такой подход не дает решения в явном виде, а сводит задачу к решению
линейных матричных неравенств. Эта техника оказывается особенно эффек-
тивной для задач робастной стабилизации, когда требуется стабилизировать
систему в условиях неопределенности, а также при наличии внешних возму-
щений и в разнообразных задачах оптимизации.

Рассмотрим теперь одну из типичных задач оптимального управления —
задачу о линейно-квадратичном регуляторе (Linear Quadratic Regulator,
LQR), в которой помимо стабилизации системы требуется оптимизировать
некоторый показатель ее качества. Эта задача была поставлена и решена в
1960 г. Р.Е. Калманом и А.М. Летовым. Классический подход опирается на
решение матричного уравнения Риккати, на основе которого находится мат-
рица коэффициентов регулятора [66]. Однако с некоторых пор для ее реше-
ния стал привлекаться аппарат линейных матричных неравенств, например,
см. [4, 37, 84] и библиографию, приведенную в этих книгах.

Одна из основных причин использования линейных матричных неравенств
в этой задаче — их удобство при решении робастных постановок задачи, ко-
гда матрицы системы содержат аффинную неопределенность или известны с
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точностью до аддитивного возмущения, ограниченного по норме (на Западе
такая тематика известна под названием guaranteed-cost control). Первые ро-
бастные постановки задачи о линейно-квадратичном регуляторе были пред-
ложены в [90, 127]; более свежие результаты содержатся в обзоре [76]. Из
самых последних работ в этом направлении отметим [57].

Обсудим возможности аппарата ЛМН при решении задачи о линейно-
квадратичном регуляторе без неопределенности в ее простейшей постановке.
Рассматривается система (13), в которой пара (A,B) управляема, а начальное
состояние x0 известно.

Цель состоит в нахождении управления u, которое минимизирует следую-
щий квадратичный критерий качества:

J =

∞∫

0

(x⊤Rx+ u⊤Su)dt,(18)

где R ∈ R
n×n и S ∈ R

p×p — заданные положительно определенные весовые
матрицы (так что J > 0, за исключением тривиального случая x0 = 0, при
котором J = 0). В основополагающих работах показано, что оптимальное
управление в этой задаче достигается в классе статических линейных об-
ратных связей по состоянию

u = Kx, K ∈ R
p×n,(19)

т.е. цель состоит в отыскании оптимальной матрицы K регулятора.

Для того, чтобы функционал J был конечен, необходимо и достаточно,
чтобы система (13), замкнутая обратной связью (19), была устойчива. Управ-
ляемость пары (A,B) гарантирует существование стабилизирующих обрат-
ных связей.

Классический метод решения (например, см. [66]) основан на рассмотре-
нии алгебраического уравнения Риккати

A⊤Q+QA−QBS−1B⊤Q+R = 0(20)

относительно матрицы Q ≻ 0. При этом оптимальный регулятор дается вы-
ражением

Kric = −S−1B⊤Qric,(21)

а минимальное значение функционала (18) равно

Jric = x⊤0 Qricx0,

где Qric — положительно определенное решение уравнения (20). Такое реше-
ние существует и единственно в предположении об управляемости системы и
невырожденности весовых матриц; при этом форма

V (x) = x⊤Qricx

является квадратичной функцией Ляпунова для замкнутой системы.
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Важно отметить, что от начальных условий зависит лишь значение функ-
ционала, но не сам оптимальный регулятор Kric и матрица Qric.

Применение аппарата ЛМН к решению задачи о линейно-квадратичном
регуляторе основано на рассмотрении неравенства Риккати вместо уравне-
ния (20), преобразовании его к линейному виду с помощью леммы Шура и
последующей минимизации линейной целевой функции на решениях полу-
ченного ЛМН.

Впервые ЛМН-формулировка задачи о линейно-квадратичном регуляторе,
по-видимому, была предложена в [153]; за ней последовали многочисленные
работы, в которых рассматривался функционал несколько иного вида, пред-
полагалось наличие выхода у системы [84], ограничений на управление [154],
использовался динамический регулятор по выходу [6] и пр. Однако предо-
ставляемые регуляторы (в частности, именно такой регулятор предлагался
в [40, 84]) оказывались зависимыми от начальных условий, и при их измене-
нии задачу приходилось решать заново. Вероятно, первой работой, в которой
с помощью техники ЛМН был построен регулятор, совпадающий с оптималь-
ным (21), является [58]. Приведем этот результат в следующей формулировке.

Те ор ем а 4. Пусть Pric — решение задачи полуопределенного програм-
мирования

max trP при ограничениях

(
AP + PA⊤ −BS−1B⊤ P

P −R−1

)
4 0, P ≻ 0,

где оптимизация проводится по матричной переменной P = P⊤.

Тогда

Qric = P−1
ric , Kric = −S−1B⊤P−1

ric ,

где Qric и Kric определены в (20) и (21) через решение уравнения Риккати.

Попытки строить x0-независимый линейно-квадратичный регулятор с
применением аппарата ЛМН предпринимались и ранее. Так, например, в
работе [5] такой регулятор строился исходя из естественных соображений
робастности — против наихудших начальных условий из единичного шара.
Однако такой регулятор может отличаться от оптимального, полученного в
теореме 4 и давать существенно худшие значения функционала для иных
начальных условий.

4. Робастная устойчивость и стабилизация

4.1. Виды неопределенности

Переходим к исследованию ситуаций, когда в описании системы (1) при-
сутствует неопределенность. Как уже отмечалось, проблематика неопреде-
ленности является центральной в теории управления. Многочисленные мо-
нографии [2, 3, 24–26, 28, 59, 73, 74, 81, 88, 95, 102, 112, 137, 139, 142, 150, 155]
всегда подчеркивали роль неопределенности и предлагали различные спосо-
бы борьбы с нею. Опубликовано и много обзоров посвященных этим темам,
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из наиболее поздних отметим [128, 130]. Способов задания неопределенно-
сти довольно много и они сильно различаются; совсем кратко остановимся
на некоторых из них. Сам перечень моделей неопределенности также будет
весьма ограниченным по ряду причин. Во-первых, данный обзор посвящен в
основном линейным системам, и чрезвычайно богатая тематика нелинейных
систем [2, 108, 109] остается вне его рамок. Во-вторых, будем интересоваться
в основном теми способами описания неопределенностей, которые позволяют
применять аппарат ЛМН. Поэтому в обзоре не уделяется внимание, напри-
мер, моделям типа неизвестных-но-ограниченных возмущений в измерени-
ях [28, 59, 74, 81, 88, 95, 102, 112] или случайным возмущениям. Далее, нет
возможности уделить внимание в обзоре и задачам оценивания, идентифика-
ции, фильтрации. Наконец, рассматриваются лишь управления типа стати-
ческой линейной обратной связи по состоянию (2) и не исследуются другие
типы управлений, см. [16, 25, 74].

Еще одна важная модель неопределенности связана с частотной неопре-
деленностью: предполагается, что частотная характеристика системы зада-
на с погрешностями, ограниченными в некоторой норме. Вопросы робастной
устойчивости и синтеза регуляторов таких систем рассматриваются в много-
численных работах, посвященных H∞-теории, см., например, [74, 91, 96, 98,
155].

Поскольку в обзоре рассматриваются задачи, записанные в форме про-
странства состояний, будем интересоваться параметрической неопределен-
ностью. В простейшей ситуации это означает, что в линейной системе без
управления и без внешних возмущений

ẋ = A(∆)x(22)

матрица системы зависит от параметров ∆. В свою очередь, эта зависимость
может быть различной. Рассмотрим несколько частных случаев.

Интервальные полиномы. Пусть система (22) записана во фробениусовой
форме, а ее нижняя строка является интервальной (т.е. заданы верхние и
нижние границы изменения каждого элемента). Иначе говоря, характеристи-
ческий полином системы принадлежит интервальному семейству полиномов.
Вопрос о робастной устойчивости таких систем решается необычайно просто.
Знаменитая теорема Харитонова утверждает, что робастная устойчивость ин-
тервального семейства эквивалентна устойчивости четырех специальных по-
линомов. Существуют и графические способы проверки робастной устойчи-
вости (годограф Цыпкина–Поляка). Эти подходы связаны с теорией D-раз-
биения, развитой Ю.И. Неймарком. Об этих результатах можно прочесть в
книгах [36, 40]. К сожалению, попытки перенести теорему Харитонова на
другие классы задач (например, на дискретные системы или интервальные
матрицы) оказались безуспешными, поэтому для других типов неопределен-
ности нужны другие методы.

Аффинные неопределенности. Пусть матрица A(∆) в (22) принадлежит
выпуклой оболочке m заданных матриц Ai:

A(∆) =

m∑

i=1

qiAi, qi ≥ 0,

m∑

i=1

qi = 1.(23)
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Достаточным условием робастной устойчивости является наличие общей
функции Ляпунова для матриц Ai.

Те ор ем а 5. Если система ЛМН

A⊤
i Q+QAi ≺ 0, i = 1, . . . m,

имеет решение Q ≻ 0, то система (22), (23) робастно устойчива.

Матрица Q определяет общую квадратичную функцию Ляпунова для
неопределенной системы. Впервые термин квадратичная устойчивость был
введен в [106] применительно к синтезу стабилизирующего регулятора для
семейства систем, см. также [71, 72].

Результат теоремы 5 немедленно следует из условий выпуклости; отме-
тим, что этот простой критерий формулируется именно в терминах ЛМН.
Замечательно, что это условие справедливо даже в более широком классе
нестационарных неопределенностей qi(t). К сожалению, это условие являет-
ся лишь достаточным: можно построить примеры (даже для m = 2) когда
аффинное семейство робастно устойчиво, однако общей функции Ляпунова
не существует.

Чтобы преодолеть эти трудности, в работах [92, 107, 125] был предложен
более гибкий подход, основанный на понятии S-переменной. Он основан на
том, что простейшее условие устойчивости (11) эквивалентно условию

(
0 Q

Q 0

)
+

(
F

G

)(
I −A

)
+

(
I

−A⊤

)(
F⊤ G⊤) ≺ 0,

включающему дополнительные матрицы F , G (так называемые S-перемен-
ные). На этом пути получается следующий результат.

Те ор ем а 6. Если система ЛМН

(
0 Qi

Qi 0

)
+

(
F

G

)(
I −Ai

)
+

(
I

−A⊤
i

)(
F⊤ G⊤)≺ 0, Qi ≻ 0, i = 1, . . . m,

относительно матричных переменных F , G и Qi имеет решение, то си-
стема (22), (23) робастно устойчива.

В этом случае оказывается, что матрица

Q =
m∑

i=1

qiQi

определяет зависящую от параметров функцию Ляпунова V (x) = x⊤Qx. Это
менее жесткое требование, чем существование одной функции Ляпунова для
всего семейства. Правда, такой подход не годится для анализа нестацио-
нарных неопределенностей. Примеры показывают, что проверка робастной
устойчивости на основе этого результата дает заметно лучшие оценки до-
пустимой неопределенности, чем с помощью предыдущей теоремы об общей
функции Ляпунова.
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Аналогичные результаты для дискретных систем были получены в [124].
Тематика параметрических функций Ляпунова продолжалась и в ряде дру-
гих работ, например [97, 99, 135].

Структурированная неопределенность. Наиболее типичный класс неопре-
деленностей имеет вид

A(∆) = A+ F∆H, ‖∆‖ 6 1,

где матрицы A, F , H заданы, а неопределенность ∆ ограничена в оператор-
ной матричной норме. Размерности ∆, F , H могут быть различны, требуется
лишь, чтобы выражение F∆H имело смысл. Именно этим классом неопреде-
ленностей займемся дальше в этом разделе.

4.2. Лемма Питерсена

Основным техническим средством работы со структурированными неопре-
деленностями служит так называемая лемма Питерсена [126] (и ее модифика-
ции [55]), эффективно применяемая в разнообразных робастных постановках
задач стабилизации и управления. В частности, эта лемма является удоб-
ным инструментом анализа робастной квадратичной устойчивости систем со
структурированной неопределенностью, позволяя отыскивать общую квад-
ратичную функцию Ляпунова.

Пусть G ∈ S
n×n — заданная матрица; рассмотрим ее возмущение вида

G+M∆N +N⊤∆⊤M⊤,(24)

где ∆ ∈ R
p×q — возмущающая матрица, а M ∈ R

n×p и N ∈ R
q×n — посто-

янные “обрамляющие” матрицы соответствующих размерностей, задающие
структуру неопределенности. Подчеркнем, что в этой схеме симметричное
возмущение задается с помощью матрицы ∆, которая не обязана быть сим-
метричной и даже квадратной.

Такая симметризованная схема неопределенности естественным образом
возникает в задачах, связанных с построением квадратичной функции Ля-
пунова для динамической системы, матрица которой содержит произволь-
ную, но ограниченную по норме матричную неопределенность ∆. Именно
этим фактом прежде всего объясняется многообразие приложений, в кото-
рых встречается модель (24).

Лемма Питерсена отвечает на вопрос о том, при каких условиях возму-
щенная матрица (24) является знакоопределенной при всех ограниченных по
норме возмущениях ∆.

Лемма 3. Пусть G = G⊤ ∈ R
n×n, а M ∈ R

n×p и N ∈ R
q×n — ненулевые

матрицы. Неравенство

G+M∆N +N⊤∆⊤M⊤
4 0

справедливо для всех ∆ ∈ R
p×q : ‖∆‖ 6 1 тогда и только тогда, когда суще-

ствует число ε такое, что
(
G+ εMM⊤ N⊤

N −εI

)
4 0.
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Обратим внимание на то, что матричная неопределенность ∆ не предпо-
лагается фиксированной; единственное требование — ее ограниченность по
норме. Таким образом, полученный результат, справедлив в том числе и для
нестационарной неопределенности ‖∆(t)‖ 6 1.

Итак, лемма Питерсена сводит проверку знакоопределенности семей-
ства (24) к задаче разрешимости линейного матричного неравенства отно-
сительно одной скалярной переменной ε. Такая форма будет неоднократно
использоваться в дальнейшем, значительно упрощая вычисления.

Лемма Питерсена решает задачу анализа, предоставляя необходимое и до-
статочное условие робастной знакоопределенности семейства (24) при фикси-
рованном уровне возмущения ∆. Естественным обобщением этого результата
является отыскание максимально допустимого уровня, сохраняющего знако-
определенность семейства

G+M∆N +N⊤∆⊤M⊤, ‖∆‖ 6 γ.(25)

Предполагая далее, что G ≺ 0, введем в рассмотрение радиус знакоопреде-
ленности (робастности) семейства (25):

γmax = sup
{
γ : G+M∆N +N⊤∆⊤M⊤ ≺ 0 для всех ‖∆‖ 6 γ

}
.

Имеет место следующий результат.

Те ор ем а 7. Пусть γ̂ — решение задачи полуопределенного программи-
рования

max γ при ограничении

(
G+ εMM⊤ γN⊤

γN −εI

)
4 0

относительно скалярных переменных ε и γ.

Тогда радиус знакоопределенности семейства (25) равен γ̂.

Таким образом, нахождение радиуса знакоопределенности сводится к про-
стой задаче полуопределенного программирования.

4.3. Робастная квадратичная устойчивость и стабилизация

В общей ситуации непосредственная проверка робастной устойчивости за-
данного семейства систем весьма сложна [37, 40]; трудной является и зада-
ча отыскания величины радиуса робастной устойчивости, более того, в об-
щем случае отсутствуют регулярные способы ее решения. Поэтому часто ис-
пользуется подход, основанный на достаточных условиях робастной устойчи-
вости — он состоит в построении общей квадратичный функции Ляпунова
для неопределенных семейств, и потому называется робастной квадратичной
устойчивостью; см., подробнее, монографии [37, 84] и ссылки в них.

Рассмотрим матричное семейство со структурированной неопределенно-
стью вида

A(∆) = A+ F∆H,(26)
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где номинальная матрица A ∈ R
n×n устойчива, F ∈ R

n×p, H ∈ R
q×n, а воз-

мущение ∆ ∈ R
p×q (возможно, зависящее от времени) ограничено по норме:

‖∆‖ 6 γ.

Встав на позиции квадратичной устойчивости, легко видеть, что построение
общей функции Ляпунова в этом случае сводится к решению линейных мат-
ричных неравенств, значительно упрощая вычисления. Рассмотрим сперва
задачу проверки квадратичной устойчивости при ‖∆‖ 6 1.

Действительно, выполнение неравенства Ляпунова

(A+ F∆H)P + P (A+ F∆H)⊤ ≺ 0,

т.е.

AP + PA⊤ + F∆HP + PH⊤∆⊤F⊤ ≺ 0

с некоторой матрицей P ≻ 0 при всех допустимых неопределенностях озна-
чает, что у семейства (26) есть общая квадратичная функция Ляпунова
V (x) = x⊤P−1x. Теперь остается воспользоваться леммой Питерсена при

G = AP + PA⊤, M = F, N = HP,

и записать последнее матричное неравенство в виде эквивалентного ему ЛМН
относительно скалярной переменной ε и матричной переменной P ≻ 0:

(
AP + PA⊤ + εFF⊤ PH⊤

HP −εI

)
≺ 0.(27)

Если это ЛМН разрешимо, семейство (26) робастно квадратично устойчиво,
и наоборот. C учетом однородности неравенства (27) по P и ε приходим к
следующему результату.

Те ор ем а 8. Разрешимость линейных матричных неравенств

(
AP + PA⊤ + FF⊤ PH⊤

HP −I

)
≺ 0, P ≻ 0,

относительно матричной переменной P ∈ R
n×n эквивалентно квадратич-

ной устойчивости семейства (26) при всех ‖∆‖ 6 1, причем решение P̂ опре-
деляет общую квадратичную функцию Ляпунова.

Теперь нетрудно вычислить радиус квадратичной устойчивости семей-
ства (26):

γmax = sup
{
γ : (A+ F∆H)P + P (A+ F∆H)⊤ ≺ 0

при некотором P ≻ 0 и всех ‖∆‖ 6 γ
}
,

то есть максимальный размах γmax неопределенности ∆, такой, что при всех
γ < γmax у семейства имеется общая квадратичная функция Ляпунова.
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Те ор ем а 9. Пусть γ̂ — решение задачи полуопределенного программи-
рования

max γ при ограничениях

(
AP + PA⊤ + γFF⊤ PH⊤

HP −I

)
4 0, P ≻ 0,

относительно матричной переменной P = P⊤ ∈ R
n×n и скалярной перемен-

ной γ. Тогда радиус квадратичной устойчивости семейства (26) равен
√

γ̂.

Вопрос о радиусе квадратичной устойчивости для дискретной системы
решается аналогично непрерывному случаю.

Перейдем к вопросам робастной стабилизации и рассмотрим семейство

ẋ = (A+ F∆H)x+Bu,(28)

со структурированной матричной неопределенностью, где A ∈ R
n×n, F ∈

∈ R
n×p, H ∈ R

q×n, пара (A,B) управляема, а матричная неопределен-
ность ∆ ∈ R

p×q удовлетворяет ограничению ‖∆‖ 6 1. Цель прежняя — стаби-
лизировать систему (28) с помощью линейной обратной связи по состоянию

u = Kx(29)

при всех допустимых неопределенностях.

Ответ дается следующим утверждением, предоставляющим необходимые
и достаточные условия робастной квадратичной стабилизируемости неопре-
деленной системы.

Те ор ем а 10. Пусть матрицы P̂ и Ŷ удовлетворяют линейным мат-
ричным неравенствам

(
AP + PA⊤ +BY + Y ⊤B⊤ + FF⊤ PH⊤

HP −I

)
≺ 0, P ≻ 0.

Тогда регулятор (29) с матрицей

K̂ = Ŷ P̂−1

робастно стабилизирует систему (28) при всех неопределенностях ‖∆‖ 6 1,
а квадратичная форма

V (x) = x⊤P̂−1x

является общей функцией Ляпунова для замкнутой системы (при всех
неопределенностях ‖∆‖ 6 1).

Как увидим далее, идеи и технические средства, использующиеся при по-
строении робастно квадратично стабилизирующих регуляторов, существен-
ным образом применяются при решении задач управления с внешними воз-
мущениями.
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5. Внешние возмущения

Задача о подавлении внешних возмущений является одной из основных в
теории управления и рассматривается в различных ее разделах. В линейно-
квадратичной оптимизации рассматриваются задачи со случайными гауссов-
скими помехами (так называемая линейно-квадратичная гауссовская задача,
LQG). Проблема H∞-оптимизации связана либо с гармоническими внешними
возмущениями, либо со случайными гауссовскими, либо с возмущениями из
класса L2 (т.е., по-существу, убывающими с течением времени). Однако во
многих практических случаях внешние возмущения являются просто огра-
ниченными; какая-либо дополнительная информация о них отсутствует.

5.1. Анализ

Рассмотрим одну из простейших постановок задач для линейной стацио-
нарной динамической системы в непрерывном времени

ẋ = Ax+Dw, x(0) = x0,

z = Cx,
(30)

где A ∈ R
n×n, D ∈ R

n×m, C ∈ R
l×n, x(t) ∈ R

n — состояние системы, z(t) ∈
∈ R

l — выход системы, w(t) ∈ R
m — внешнее возмущение, принадлежащее

тому или иному классу (такие возмущения будем далее называть допусти-
мыми).

Требования, предъявляемые ко внешнему возмущению, можно понимать
и определять по-разному; будем интересоваться тремя основными случаями:

а) случайные внешние возмущения;

б) L2-ограниченные внешние возмущения;

в) L∞-ограниченные внешние возмущения.

На системах со случайными возмущениями остановимся совсем кратко.
Во многих задачах на систему действуют случайные внешние возмущения,
и естественно интересоваться ее реакцией на такие возмущения. Разумеет-
ся, эта реакция тоже будет случайной, поэтому важны некоторые средние
характеристики отклонений. Изучение таких характеристик для непрерыв-
ных систем требует математического аппарата (теории случайных процес-
сов), отличающегося от обсуждаемого в настоящей работе, поэтому ограни-
чимся наиболее простым случаем дискретных систем

xk+1 = Axk +Dwk, x0 = 0,

и будем предполагать wk случайным вектором со следующими свойствами:

1) средние значения помех равны нулю: Ewk = 0 (напомним, что знак E

означает математическое ожидание);

2) матрица ковариаций помех задана: Ewkw
⊤
k = Σ ≻ 0;

3) помехи не коррелированы во времени: Ewkw
⊤
l = 0, k 6= l.

Обозначим среднее значение вектора состояний Exk = hk, а его матрицу
вторых моментов Exkx

⊤
k = Wk.

Имеет место следующий результат.
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Те ор ем а 11. При сделанных выше предположениях

hk = 0, Wk+1 = AWkA
⊤ +DΣD⊤, W0 = 0.

Если матрица A шуровская, то существует

W = lim
k→∞

Wk,

и эта предельная матрица ковариаций удовлетворяет уравнению Ляпунова

AWA⊤ −W = −DΣD⊤.

Оказывается, средние характеристики траекторий при случайных возму-
щениях качественно близки к гарантирующим характеристикам систем с
L2-ограниченными возмущениями (см. ниже раздел 5.1.1).

Перейдем к системам с L2- и L∞-ограниченными внешними возмущения-
ми. Для дальнейшего изложения понадобится ввести в рассмотрение понятие
инвариантного эллипсоида.

Опр е д е л е н и е 1. Эллипсоид с центром в начале координат

Ex =
{
x ∈ R

n : x⊤P−1x 6 1
}
, P ≻ 0,(31)

называется инвариантным (по состоянию) для динамической системы (30),
если из условия x(0) ∈ Ex следует x(t) ∈ Ex для всех моментов времени t > 0.

Иными словами, любая траектория системы, исходящая из точки, лежа-
щей в эллипсоиде Ex, при всех допустимых внешних возмущениях, действую-
щих на систему, в любой момент времени будет находиться в этом эллипсоиде.

Инвариантный эллипсоид обладает следующим свойством:

x(t) −−−→
t→∞

Ex при x(0) 6∈ Ex

(при этом, возможно, x(t) ∈ Ex при t > T для некоторого T > 0), т.е. траекто-
рия системы, исходящая из точки вне эллипсоида Ex, стремится к эллипсои-
ду Ex с течением времени. Таким образом, инвариантный эллипсоид является
также и притягивающим.

Соответственно, если начальное состояние системы принадлежит инвари-
антному эллипсоиду, имеем равномерную оценку поведения траекторий си-
стемы — в любой момент времени траектории принадлежат этому эллипсоиду
при любых допустимых внешних возмущениях; если начальные условия про-
извольны, имеем асимптотическую оценку поведения траекторий системы —
траектории будут стремиться к этому эллипсоиду с течением времени при
любых допустимых внешних возмущениях.

Важно отметить, что с инвариантным эллипсоидом (31) ассоциирована
квадратичная форма

V (x) = x⊤P−1x,
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которая будет служить квадратичной функцией Ляпунова для системы (30)
вне соответствующего инвариантного эллипсоида.

Инвариантные эллипсоиды можно рассматривать как внешние аппрокси-
мации множества достижимости

R =
{
x ∈ R

n : x = x(t), t > 0, — решение (30) при x(0) = 0
}
,

являющегося в общем случае некоторым замкнутым ограниченным выпук-
лым множеством и при этом — наименьшим (по включению) инвариантным
множеством. Понятие инвариантного эллипсоида является более полезным
и робастным по сравнению с множеством достижимости: в последнем пред-
полагается, что начальные условия нулевые, однако малое отклонение в на-
чальном условии может привести к тому, что траектория выйдет за пределы
достижимого множества.

Именно достижимые множества дают наиболее полное описание динами-
ческой системы, однако они весьма сложны для изучения. Среди различ-
ных подходов к их исследованию отметим следующий. Поскольку дости-
жимое множество представляет собой множество точек фазового простран-
ства, в которые может перейти динамическая система из начала коорди-
нат при некоторых допустимых возмущениях, то можно возмущения w рас-
сматривать в качестве управлений. При этом придем к задаче классическо-
го оптимального управления о попадании в начало координат. Структура
достижимых множеств рассматривалась в ряде работ начиная с середины
прошлого столетия. Наиболее полные результаты приведены в монографии
А.М. Формальского [48], где исследованы не только ограничения (35), но и
многие другие (например, возмущения, ограниченные в L1- и L2-нормах, а
также их комбинации). Различные факты о строении достижимых множеств
получены в книге А.Б. Куржанского [28].

Инвариантные эллипсоиды можно рассматривать как характеристику
влияния внешних возмущений на траектории динамической системы. А имен-
но, в рамках задачи анализа проблема состоит в оценке степени влияния
внешних возмущений на вектор выхода системы. В этой связи естественно
интересоваться минимальными в некотором смысле эллипсоидами, содержа-
щими выход системы.

Нетрудно видеть, что если Ex — инвариантный эллипсоид (31) с матри-
цей P , то выход системы (30) при x0 ∈ Ex принадлежит эллипсоиду

Ez =
{
z ∈ R

l : z⊤(CPC⊤)−1z 6 1
}
.(32)

В частности, в случае одномерного выхода (l = 1) этот эллипсоид является

полосой Ez = {z ∈ R : |z| 6
√
CPC⊤}, в которой будет находиться выход z

системы.

Эллипсоид (32) будем называть ограничивающим (по выходу). Как отме-
чалось выше, его минимальность можно понимать в разных смыслах; здесь
рассматривается линейная функция f(P ) = trCPC⊤, которая соответствует
сумме квадратов его полуосей.

Выбор линейного (или линеаризуемого) критерия минимальности эллип-
соида позволяет свести проблему к стандартной задаче полуопределенного
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программирования и тем самым существенно упростить результаты. Заме-
тим, что в случае одномерного выхода все эти критерии совпадают.

5.1.1. L2-ограниченные внешние возмущения. Рассмотрим систему (30) с
возмущениями, ограниченными в L2-норме:

‖w‖22 =

∞∫

0

w⊤(t)w(t)dt 6 1.(33)

Будем полагать, что система устойчива (матрица A гурвицева), а C — мат-
рица полного ранга.

Условие x(0) = 0 не является ограничительным, поскольку при x(0) 6= 0
решение системы представимо в виде x(t) = eAtx(0) + x0(t), где x0(t) — ре-
шение при нулевых начальных условиях.

Множество

R(T ) =
{
x(T ) : x(t) — решение (30) при некотором w : ‖w‖2 6 1

}

называется множеством достижимости в момент T > 0, а их объединение

R =
⋃

T>0

R(T )

для всех T > 0 — просто множеством достижимости.

Имеет место следующее утверждение.

Те ор ем а 12. Если пара (A,D) управляема, то множество R(T ) явля-
ется эллипсоидом

R(T ) =
{
x : x⊤W−1

c (T )x 6 1
}
,

с матрицей

Wc(T ) =

T∫

0

eAτDD⊤eA
⊤τdτ ≻ 0.

Если матрица A устойчива (гурвицева), то множество R представляет
собой эллипсоид

R =
{
x : x⊤W−1x 6 1

}
,

где W =
∞∫
0

eAτDD⊤eA
⊤τdτ ≻ 0 — грамиан управляемости, т.е. решение урав-

нения Ляпунова

AW +WA⊤ = −DD⊤.

24



Таким образом, множество достижимости для устойчивых систем с
L2-ограниченным внешним возмущением имеет очень простой вид — оно яв-
ляется эллипсоидом. Очевидно, что если ввести в рассмотрение выходную
величину

z = Cx,

то соответствующее множество выходов также является эллипсоидом
{
z : z⊤(CWC⊤)−1z 6 1

}
(34)

с матрицей CWC⊤ ≻ 0, поскольку C — матрица полного ранга. В частности,
для системы со скалярным выходом z = c⊤x этот эллипсоид cхлопывается в
отрезок:

|z| 6
√
c⊤Wc.

Естественно искать такое управление, которое обеспечивает минимум выхода
при всех допустимых возмущениях того или иного типа. В частности, для
систем с L2-ограниченными возмущениями, критерием оптимальности при
выборе обратной связи может служить размер эллипсоида (34).

Аналогичные результаты верны и для дискретных систем.

5.1.2. L∞-ограниченные внешние возмущения. Впервые задача об опти-
мальном подавлении неслучайных ограниченных возмущений была сформу-
лирована в работе Е.Д. Якубович, а ее полное решение было построено в рабо-
тах А.Е. Барабанова и О.Н. Граничина и позже — М. Далеха и Дж. Пирсона.
Впоследствии эта теория получила название l1-оптимизации. Однако методы
l1-оптимизации имеют ряд существенных недостатков: ее применение к за-
даче синтеза оптимального управления часто приводит к регуляторам очень
высокого порядка; отметим и асимптотический характер получающихся оце-
нок.

Существует иной подход к данной проблематике, основанный на методе
инвариантных множеств. Инвариантные множества довольно широко исполь-
зуются в различных задачах гарантированного оценивания, фильтрации и
минимаксного управления в динамических системах при наличии неопреде-
ленностей в измерениях. Принципиальными в этом направлении можно счи-
тать работы Ф. Швеппе [139], Д. Бертсекаса [78, 79], А.Б. Куржанского [28]
и Ф.Л. Черноусько [59], см. также [27]. Инвариантные множества во мно-
гих случаях оказываются удобными аппроксимациями областей достижимо-
сти динамических систем; это позволяет их широко использовать в задачах
анализа. Концепция инвариантности также активно применяется и в других
разделах теории систем и автоматического управления (см. обзорную статью
Ф. Бланкини [80] и монографию Ф. Бланкини и С. Миани [81]). Среди раз-
личных форм инвариантных множеств особо выделяют эллипсоиды из-за их
простой структуры и прямой связи с квадратичными функциями Ляпунова.
Ввиду этого, в рамках эллипсоидального описания, в качестве технического
средства может быть использован аппарат линейных матричных неравенств
и полуопределенного программирования.
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Вопросам использования ЛМН-техники в целях подавления возмущений
посвящены работы [4, 37, 64, 82, 84], см. также библиографию в [37]. В запад-
ной литературе этот круг вопросов называется peak-to-peak gain minimization .
Это означает, что целью является уменьшение максимального (пикового) зна-
чения выхода при ограниченных максимальных значениях возмущений (речь
идет о системах с одним входом – одним выходом; эллипсоидальная техника
обобщает этот подход на многомерный случай).

Систематическое использование техники ЛМН позволяет переформулиро-
вать проблему подавления ограниченных внешних возмущений в терминах
инвариантных эллипсоидов. Применение этой концепции позволяет свести
синтез оптимального регулятора к поиску наименьшего инвариантного эл-
липсоида замкнутой динамической системы. Такой подход приводит к про-
стым оптимальным регуляторам; он имеет большой потенциал и возможно-
сти для обобщений, в равной мере распространим как на непрерывный, так
и на дискретный варианты задачи. Систематическое изложение результатов
об управлении в линейных системах с неопределенностью при внешних воз-
мущениях можно найти в [37].

ЛМН-подход к подавлению L∞-ограниченных внешних возмущений не
свободен и от недостатков: ему присущ определенный консерватизм, обуслов-
ленный тем, что достижимые множества не являются эллипсоидами.

Итак, вновь рассмотрим систему (30) с измеримым по t внешним возму-
щением, ограниченным в каждый момент времени:

‖w(t)‖ 6 1 для всех t > 0.(35)

Отметим, что никаких других ограничений на возмущение w(t) не наклады-
вается; так, оно не предполагается ни случайным, ни гармоническим. Будем
полагать, что система (30) устойчива (т. е. матрица A гурвицева), пара (A,D)
управляема, C — матрица полного ранга.

Разумеется, если матрица A устойчива, то все решения системы (30) при
допустимых возмущениях w(t) ограничены:

lim sup
t>0

‖x(t)‖ 6 r.

Наименьшее такое число r в западной литературе называют “peak-to-peak
gain” — коэффициент усиления от возмущений (ограниченных единицей) к
норме состояния системы (см. [93]). Можно, однако, интересоваться более
точным описанием системы с помощью инвариантных эллипсоидов. Для рас-
сматриваемого — простейшего — случая в [64, 84] была установлена справед-
ливость следующей теоремы.

Те ор ем а 13. Эллипсоид (31) является инвариантным по состоянию
для динамической системы (30), (35) тогда и только тогда, когда его мат-
рица P ≻ 0 удовлетворяет ЛМН

AP + PA⊤ + αP +
1

α
DD⊤

4 0(36)

при некотором α > 0.
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Как отмечалось выше, степень влияния L∞-ограниченных внешних воз-
мущений w на выход z системы сводится к нахождению ограничивающего
эллипсоида (32), минимального по тому или иному критерию. В частности,
для скалярного выхода оценивается максимальное по модулю значение z.

5.2. Синтез

При синтезе управления обычно желательно обеспечивать малость выхо-
да при всех допустимых возмущениях из данного класса. В частности, для
систем с L2- или L∞-ограниченными возмущениями в качестве критерия оп-
тимальности при выборе обратной связи нередко принимается размер инва-
риантного эллипсоида.

Будем рассматривать систему управления

ẋ = Ax+B1u+Dw, x(0) = 0,

z = Cx+B2u,
(37)

где A ∈ R
n×n, B1 ∈ R

n×p, D ∈ R
n×m, C ∈ R

l×n, B2 ∈ R
l×p, с вектором состоя-

ния x(t) ∈ R
n, вектором выходных переменных выходом z(t) ∈ R

l, вектором
управления u(t) ∈ R

p и вектором внешних возмущений w(t) ∈ R
m, ограничен-

ным в L2- или L∞-норме.

Однако прежде, чем переходить к L2- и L∞-ограниченным возмущениям,
кратко обсудим подходы к решению задачи синтеза при случайных внеш-
них возмущениях, а именно, рассмотрим задачу о выборе регулятора, в мак-
симальной степени подавляющего случайные помехи. Вновь ограничившись
дискретным случаем, рассмотрим систему

xk+1 = Axk +Buk +Dwk, x0 = 0,

со случайными возмущениями wk, удовлетворяющими прежним предположе-
ниям о несмещенности, ограниченности ковариаций и некорррелированности.
Целью является выбор регулятора в форме линейной обратной связи по со-
стоянию

uk = Kxk,

которая делает систему устойчивой и при этом минимизирует средний раз-
брос траекторий на бесконечности, т.е. минимизирует след предельной мат-
рицы ковариаций W . Поскольку матрица замкнутой системы имеет вид
A+BK, получаем для W уравнение

(A+BK)W (A+BK)⊤ −W = −DΣD⊤,

которое после стандартной замены Y = KW переходит в линейное матричное
неравенство относительно матриц W , Y :

AWA⊤ +BY A⊤ +AY ⊤B⊤ −W = −DΣD⊤, W ≻ 0.

27



Минимизируя какую-либо заданную характеристику матрицы W (напри-
мер, trW или CWC⊤ при наличии скалярного выхода y = Cx) при этих огра-

ничениях, можно найти решение Ŵ , Ŷ , а по нему — оптимальный регулятор

K = Ŷ Ŵ−1.

Как будет видно далее, случайность помех не вносит принципиальной раз-
ницы в решение задачи о синтезе регулятора, когда целью является миними-
зация отклонений от равновесия в среднем.

5.2.1. L2-ограниченные внешние возмущения. Как известно, для возму-
щений, ограниченных в L2-норме, естественной мерой их влияния являет-
ся H∞-норма выхода. Обратимся к системе (37) с внешними возмущениями,
удовлетворяющими условию (33): в простейшей постановке задача H∞-опти-
мизации заключается в выборе регулятора в форме статической линейной
обратной связи по состоянию

u = Kx,(38)

который минимизирует H∞-норму передаточной функции H(s) замкнутой
системы.

Введем в рассмотрение функционал

J = sup
‖w‖261

∞∫

0

z⊤z dt = sup
‖w‖261

‖z‖22(39)

и будем искать его минимум по всем стабилизирующим регуляторам ви-
да (38); решение этой задачи и дает H∞-оптимальный регулятор. Обратим
внимание, что в (37) управление включено в уравнение для выхода для того,
чтобы ограничить величину используемого управления. ЛМН-подход к ре-
шению этой задачи опирается на описание достижимого множества и сводит
исходную задачу к полуопределенному программированию.

Проделывая стандартные преобразования, делая описанные выше заме-
ны переменных и используя лемму Шура (подробности можно найти в [37]),
приходим к следующему результату.

Те ор ем а 14. Пусть P̂ , Ŷ , γ̂ — решение задачи

min γ при




AP +PA⊤+B1Y +Y ⊤B⊤
1 D PC⊤ Y ⊤B⊤

2

D⊤ −γI 0 0

CP 0 −I 0

B2Y 0 0 −I




4 0, P ≻ 0,

относительно матричных переменных P = P⊤, Y и скалярной перемен-
ной γ.
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Тогда стабилизирующий регулятор с матрицей K̂ = Ŷ P̂−1 минимизиру-
ет функционал (39) на решениях системы (37):

Jmin = γ̂,

а квадратичная форма V (x) = x⊤P̂−1x является функцией Ляпунова для за-
мкнутой системы.

Выше предполагалось, что состояние системы известно, однако аналогич-
ная техника применима и для задачи управления по выходу; кроме того,
возможен и ряд других, более общих постановок задачи, а также ее дис-
кретные аналоги. Дальнейшее развитие этой линии исследований можно
найти в работах Д.В. Баландина и М.М. Когана и их учеников, см., напри-
мер, [8, 10, 12, 23, 68, 70]. В частности, в рамках этого подхода возможен учет
неопределенности в начальном условии; иногда неопределенность в началь-
ном условии и внешнем возмущении объединяется в одно ограничение вида
‖x0‖2 + ‖w‖2 6 γ, где ‖ · ‖ — некоторые нормы.

Проблематика построения оптимальных регуляторов по отношению к
обобщенной H2-норме, которые обеспечивают минимум максимального по
времени значения евклидовой нормы выхода при внешнем возмущении из
класса L2, освещена в публикациях [11, 69], см. также ссылки в них.

5.2.2. L∞-ограниченные внешние возмущения. В рамках рассматриваемо-
го подхода эффективно решается задача синтеза обратной связи для систем,
подверженных воздействию произвольных ограниченный внешних возмуще-
ний; см. [32, 131]. Для компенсации влияния таких возмущений на выход
системы строится регулятор в виде статической линейной обратной связи
по состоянию. Искомый оптимальный регулятор, минимизирующий влияние
возмущений, задается наименьшим ограничивающим эллипсоидом по выходу
для замкнутой системы.

Итак, целью является нахождение регулятора K в форме статической ли-
нейной обратной связи по состоянию

u = Kx,(40)

который стабилизирует замкнутую систему (37) при внешних возмущени-
ях, удовлетворяющих условиям (35), и оптимально (например, в смысле ми-
нимальности следа ограничивающего эллипсоида для выхода системы) по-
давляет воздействие внешних возмущений. Заметим, что наличие ненулевой
компоненты B2u в выходе системы (37) позволяет при минимизации выхода
избежать появления больших значений управления.1

В следующей теореме поиск оптимального регулятора сводится к задаче
полуопределенного программирования и одномерной минимизации.

Те ор ем а 15. Пусть P̂ , Ŷ , Ẑ — решение задачи

min tr
[
CPC⊤ + CY ⊤B⊤

2 +B2Y C⊤ +B2ZB⊤
2

]

1 Как известно, если управление и возмущение приложены “в одной точке”, т. е. матрицы
B1 и D совпадают, то за счет огромного управления выход системы можно сделать сколь
угодно малым.
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при ограничениях

AP + PA⊤ +B1Y + Y ⊤B⊤
1 + αP +

1

α
DD⊤

4 0,
(

Z Y

Y ⊤ P

)
< 0, P ≻ 0,

относительно матричных переменных P =P⊤ ∈R
n×n, Y ∈R

p×n, Z =Z⊤ ∈
∈ R

p×p и скалярного параметра α > 0.

Тогда регулятор (40) с матрицей

K̂ = Ŷ P̂−1

стабилизирует систему (37), (35) и оптимально подавляет внешние воз-
мущения, при этом матрица минимального (по критерию следа) ограни-
чивающего эллипсоида для выхода z замкнутой системы с x0 = 0 дается
выражением

CP̂C⊤ + CŶ ⊤B⊤
2 +B2Ŷ C⊤ +B2ẐB⊤

2 .

Обсуждаемая ЛМН-техника может быть распространена на задачу син-
теза статической обратной связи по выходу [34], использующую оценку со-
стояния, получаемую с помощью наблюдателя Люенбергера, на задачу по-
строения линейного динамического регулятора по выходу [9, 50], а также на
задачу фильтрации [33] для случая, когда все параметры модели не зависят
от времени; в этом случае ищется оценка состояния, такая, что ее ошибка
гарантированно заключена в единый эллипсоид для всех моментов времени,
т.е. оценка является равномерной. В классе линейных стационарных филь-
тров и равномерных оценок проблема оказывается полностью разрешимой,
т.е. построен оптимальный фильтр и получена оптимальная оценка состоя-
ния.

5.3. Робастное подавление L∞-ограниченных внешних возмущений

Вышеприведенные результаты оказываются распространимыми на слу-
чай робастного подавления внешних возмущений, когда в матрицах системы
содержится структурированная матричная неопределенность. Ограничимся
случаем L∞-ограниченных возмущений и задачей анализа.

В простейшем случае рассматривается система

ẋ = (A+∆A)x+ (D +∆D)w, x(0) = x0,

z = Cx,
(41)

где A ∈ R
n×n, D ∈ R

n×m, C ∈ R
l×n, с состоянием x(t) ∈ R

n, выходом z(t) ∈ R
l

и внешним возмущением w(t) ∈ R
m, удовлетворяющим ограничению (35).

При этом системные неопределенности ∆A и ∆D имеют структуру

∆A = FA∆AHA, ∆D = FD∆DHD,(42)
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где матричные неопределенности ∆A ∈ R
pA×qA и ∆D ∈ R

pD×qD удовлетворя-
ют ограничениям

‖∆A‖ 6 1, ‖∆D‖ 6 1,(43)

а FA ∈ R
n×pA, FD ∈ R

n×pD , HA ∈ R
qA×n, HD ∈ R

qD×m — заданные постоянные
матрицы. Будем полагать, что матрица A гурвицева, пара (A,D) управляема,
C — матрица полного ранга.

Для неопределенной системы определение инвариантного эллипсоида пре-
терпевает следующее естественное изменение.

Опр е д е л е н и е 2. Эллипсоид с центром в начале координат

Ex =
{
x ∈ R

n : x⊤P−1x 6 1
}
, P ≻ 0,

называется инвариантным для системы (41)–(43), если из условия x(0) ∈ Ex
следует x(t) ∈ Ex для всех моментов времени t > 0 при всех допустимых
возмущениях w(t) и всех допустимых неопределенностях ∆A, ∆D.

В [131] установлена справедливость следующей теоремы.

Те ор ем а 16. Эллипсоид Ex является инвариантным для динамической
системы (41), (35), (42), (43), если его матрица P ≻ 0 удовлетворяет ЛМН




AP + PA⊤ + αP + ε1FAF
⊤
A + ε2FDF

⊤
D D PH⊤

A 0

D⊤ −αI 0 H⊤
D

HAP 0 −ε1I 0

0 HD 0 −ε2I




4 0

при некоторых α, ε1, ε2 ∈ R.

Помимо ЛМН-техники, в качестве технического средства здесь использу-
ется упоминавшаяся выше лемма Питерсена.

Задачи робастного анализа и синтеза ставятся и решаются в публикаци-
ях [54, 131], робастной фильтрации — в [49]. В [56] ставится и решается задача
построения нехрупкого регулятора, выдерживающего возмущения в матри-
цах системы.

В завершение раздела отметим, что ЛМН-техника позволяет синтезиро-
вать управление в системах, подверженным воздействию внешних возмуще-
ний, исходя из инженерных критериев качества, в частности, таких, как вре-
мя установления, а решать задачи подавлению внешних ограниченных воз-
мущений с помощью т. н. комбинированной обратной связи вида

u = Kx+K1w,

где наряду со статической линейной обратной связью по состоянию вводится
линейная обратная связь по вектору возмущений или по части его компонент,
мгновенные значения которых известны.
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6. Ненулевые начальные условия

Остановимся подробнее на переходных процессах в системах с ненулевыми
начальными условиями при отсутствии внешних возмущений.

Рассмотрим простейший случай системы

ẋ = Ax, x(0) = x0 6= 0(44)

с гурвицевой матрицей A ∈ R
n×n, так что x(t) → 0 с ростом t. Однако ока-

зывается, что решение такой системы может сильно отклоняться от нуля в
конечные моменты времени; например, см. [35], где приведен исторический
обзор работ в этом направлении и обсуждается связь со схожим явлением пе-
ререгулирования. Этот эффект отклонения, называемый всплеском, крайне
нежелателен по многим естественным причинам. Среди них — возможная
неустойчивость вычислительных схем численных методов, нарушение адек-
ватности линеаризованной модели исходно нелинейной системы в окрестно-
сти рабочей точки, опасные режимы функционирования или разрушение тех-
нических систем, немонотонное поведение некоторых методов оптимизации
и др. Техника линейных матричных неравенств предоставляет возможность
эффективно получать верхние оценки величины всплеска и строить управ-
ление в виде обратной связи, минимизирующей эту оценку.

Для системы (44) введем величину

η(A, x0) = max
t>0

‖x(t)‖
‖x(0)‖ ,

и если она больше единицы, будем говорить о наличии всплеска.

Естественно полагать, что начальные условия могут быть известны лишь
с точностью до некоторого множества B, т.е. в задаче о всплеске имеем еще
один источник неопределенности — в начальных условиях. Такая неопреде-
ленность естественным образом возникает в самых разных ситуациях, на-
пример, в задачах стабилизации и управления при помощи наблюдателя с
неизвестным начальным состоянием, или же в системах с переключениями,
когда к моменту переключения система приходит в некоторую точку фазо-
вого пространства.

В этом случае интерес представляет собой оценка величины

η(A) = max
x0∈B

η(A, x0) = max
x0∈B

max
t>0

‖x(t)‖
‖x(0)‖ .(45)

Поскольку решение линейно зависит от начальных условий, то без потери
общности считаем, что B — единичный шар, т.е. ‖x0‖ 6 1.

Решение системы (44) имеет вид

x(t) = eAtx0,

поэтому, меняя местами max
x0∈B

и max
t>0

в (45), получаем

η(A) = max
t>0

‖eAt‖
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(где ‖·‖ — операторная норма матрицы), т.е. величина отклонения напрямую
связана с оценкой матричной экспоненты. В практических задачах стабили-
зации величина ‖eAt‖ может принимать очень большие значения на конечных
интервалах времени, но до недавних пор регулярные способы ее оценивания
отсутствовали, как и методы подавления этих эффектов.

Получение численной верхней оценки для величины η(A) с помощью ли-
нейных матричных неравенств может быть осуществлено следующим обра-
зом.

Рассмотрим систему (44) с устойчивой матрицей A ∈ R
n×n. Ее устойчи-

вость эквивалентна существованию квадратичной функции Ляпунова

V (x) = x⊤P−1x

с матрицей P ≻ 0, удовлетворяющей неравенству Ляпунова

AP + PA⊤ ≺ 0,

которое является ЛМН относительно матричной переменной P = P⊤.

Рассмотрим эллипсоид

E =
{
x ∈ R

n : x⊤P−1x 6 1
}

с центром в начале координат и задаваемый матрицей P . По определению
функции Ляпунова если x0 ∈ E , то x(t) ∈ E для всех t > 0. В частности, если
этот эллипсоид содержит единичный шар B = {x ∈ R

n : ‖x‖ 6 1}, что можно
записать как P < I, то из x0 ∈ B следует x(t) ∈ E для всех t > 0. Послед-

нее означает, что ‖x(t)‖ 6
√

λmax(P ) для всех t > 0, т.е. норма решения не
превосходит корня из длины большой полуоси эллипсоида.

Таким образом, чтобы получить наилучшую верхнюю границу для ‖x(t)‖,
необходимо минимизировать большую полуось эллипсоида, задаваемого мат-
рицей P , которая удовлетворяет неравенству Ляпунова и условию P < I. Эта
минимизация эквивалентна минимизации скалярной величины γ в матрич-
ном неравенстве P 4 γI.

Получаем следующий результат.

Те ор ем а 17. Пусть γ̂ является решением задачи полуопределенного
программирования

min γ при ограниченииях AP + PA⊤ ≺ 0, I 4 P 4 γI,(46)

относительно переменных P = P⊤ ∈ R
n×n и γ ∈ R.

Тогда для траекторий системы (44) имеем

max
‖x0‖61

max
t>0

‖x(t)‖ 6 ηupp(A) = γ̂1/2

для всех начальных условий ‖x0‖ 6 1.
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Таким образом, получена верхняя оценка величины операторной нормы
матричной экспоненты.

По-видимому, первой работой, где была предложена эта идея, являет-
ся [105]; в несколько иных постановках и формулировках, в том числе, и
применительно к задачам синтеза (см. ниже), этот результат приводится
в [7, 35, 151].

Совершенно аналогично получение верхней оценки всплеска дается для си-
стем дискретного времени; разница заключается лишь в рассмотрении квад-
ратичной функции Ляпунова

V (xk) = x⊤k P
−1xk

и использовании дискретного неравенства Ляпунова APA⊤ − P ≺ 0; все
остальные рассуждения и формулировки остаются теми же. По-видимому,
первой работой по получению верхних оценок всплеска в дискретных си-
стемах является [22]; уточнения и развитие этого подхода обсуждаются в
[1, 140, 141].

Естественно задаться вопросом о точности оценок, получаемых таким пу-
тем. Насколько известно авторам, теоретические результаты в этом направле-
нии отсутствуют, но численные эксперименты, проведенные в [1], свидетель-
ствуют о невысоком консерватизме оценок. А именно, случайным образом
генерировались шуровские матрицы A, для них с помощью дискретной вер-
сии теоремы 17 вычислялась верхняя оценка; непосредственным возведением
в степень также вычислялось истинное значение для maxk ‖Ak‖. Для подав-
ляющей доли реализаций оценка превосходила истинную величину всплеска
не более чем на 10–20%, а максимальная ошибка составляла 75%, так что
техника LMI, по-видимому, дает приемлемые верхние оценки всплеска.

Интересно заметить, что анализ эффектов всплеска с помощью линей-
ных матричных неравенств дает простые необходимые и достаточные условия
отсутствия всплеска в линейных системах при любых начальных условиях.
В самом деле, всплеск не наблюдается тогда и только тогда, когда решением
задачи из теоремы 17 является γ = 1, что эквивалентно наличию у системы
квадратичной функции Ляпунова с матрицей P = I, см. (46). Таким образом,
для непрерывной системы с матрицей A всплеска нет тогда и только тогда,
когда A+A⊤ ≺ 0. Соответственно для дискретных систем необходимым и
достаточным условием отсутствия всплеска является AA⊤ ≺ I. В частности,
можно показать, что матрицы во фробениусовой форме этим условиям не
удовлетворяют, т.е. для систем в канонической управляемой форме всегда
найдутся начальные условия, дающие всплеск.

Аппарат линейных матричных неравенств примени́м и к синтезу обратной
связи, минимизирующей всплеск решений замкнутой системы. Такие резуль-
таты в различных постановках получены в [7, 35, 105, 151] для непрерывных
систем и в [1, 22, 140, 141] для дискретного времени. Техника решения со-
вершенно аналогична той, которая неоднократно обсуждалась выше, с ис-
пользованием вспомогательной матричной переменной (раздел 3). Так, если
в непрерывной системе

ẋ = Ax+Bu(47)
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с матрицами A ∈ R
n×n, B ∈ R

n×p, ищется обратная связь по состоянию
u = Kx, то замкнутая система с матрицей A+BK обладает квадратичной
функцией Ляпунова с положительно определенной матрицей P , удовлетво-
ряющей неравенству

(A+BK)P + P (A+BK)⊤ ≺ 0.

Введение новой переменной Y = KP приводит последнее неравенство к виду,
линейному по P и Y :

AP + PA⊤ +BY + Y ⊤B⊤ ≺ 0,

которое и используется в оптимизационной задаче из теоремы 17 вместо пер-
вого ограничения из (46). Приведем окончательный результат (см., напри-
мер, [35], где он приведен в несколько иной формулировке).

Те ор ем а 18. Пусть P̂ , Ŷ , γ̂ — решение задачи полуопределенного про-
граммирования

min γ при ограниченииях AP +PA⊤+BY +Y ⊤B⊤≺ 0, I 4P 4 γI,(48)

относительно переменных P = P⊤ ∈ R
n×n, Y ∈ R

n×p, γ ∈ R.

Тогда для траекторий системы (47) с управлением

u = K̂x, K̂ = Ŷ P̂−1,

имеем

max
‖x0‖61

max
t>0

‖x(t)‖ 6 ηupp(A) = γ̂1/2

для всех начальных условий ‖x0‖ 6 1.

Совершенно аналогично задача синтеза управления, подавляющего
всплеск, решается для дискретных систем, см. [1, 22, 140, 141].

Следует отметить, что величина всплеска в устойчивой системе может
быть очень большой даже для невысокой размерности; при этом обратная
связь, построенная в теореме 18 часто дает значительное подавление всплес-
ка. Так, в [1] приведен пример устойчивой дискретной системы четвертого
порядка, для которой указанная обратная связь уменьшает оценку всплеска
в 104 раз.

Задача о всплеске может решаться и в робастной постановке, когда мат-
рица системы содержит ограниченную по норме неопределенность вида

A+ F∆H, ‖∆‖ 6 δ,(49)

где номинальная матрица A ∈ R
n×n устойчива, F ∈ R

n×p и H ∈ R
q×n — из-

вестные матрицы, а δ > 0 — некоторый уровень неопределенности, не пре-
вышающий радиуса квадратичной устойчивостии матричного семейства (49)
(см. раздел 4). Иными словами, с помощью линейных матричных неравенств
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можно исследовать эффекты всплеска при наличии неопределенности как в
начальных условиях, так и в матрице системы, получая верхнюю оценку для
величины

η = max
‖∆‖6δ

max
‖x0‖61

max
t>0

‖x(t)‖.

Технически дело сводится к использованию в теоремах 17 и 18 неравенства
Ляпунова (первое неравенство в (46) или (48)), модифицированного на случай
системы с матрицей вида (49). Такая модификация проводится на основе
леммы Питерсена, см. раздел 4. Приведем результат, полученный в [20].

Те ор ем а 19. Пусть P̂ — решение задачи выпуклой оптимизации

min ‖P‖ при ограниченииях

(
AP +PA⊤+εδ2FF⊤ PH⊤

HP −εI

)
≺ 0, P < I,

относительно матричной переменной P = P⊤ ∈ R
n×n и скалярной перемен-

ной ε.

Тогда для решений системы

ẋ = (A+ F∆H)x

при всех ‖x0‖ 6 1 и всех допустимых неопределенностях ‖∆‖ 6 δ справед-
лива оценка отклонения

η 6

√
‖P̂‖.

В работе [20] также формулируется и решается задача синтеза управления,
минимизирующего величину отклонения робастно против всех неопределен-
ностей ‖∆‖ 6 δ. Соответствующая задача для систем дискретного времени
решалась в [1, 21].

Наконец, наряду с неизвестными начальными условиями можно рассмат-
ривать наличие неизвестных ограниченных внешних возмущений и оценивать
сверху величину всплеска в таких условиях. По-существу, такая задача реша-
ется с использованием идеологии инвариантных эллипсоидов, рассмотренной
в разделе 5. Действительно, эллипсоидальная неопределенность в начальных
условиях вида x0 ∈ E0, где E0 — эллипсоид с матрицей P0 ≻ 0 (в частности,
P0 = I), может быть учтена путем добавления условия P < P0 к неравен-
ству (36) из теоремы 13 с последующей минимизацией большой полуоси эл-
липсоида с матрицей P . Подробности можно посмотреть в приведенных выше
работах по подавлению внешних возмущений.

7. Разреженное управление

Идеи разреженности широко используются в обработке сигналов и изоб-
ражений, распознавании образов и многих других областях. Одной из первых
областей применения концепции разреженности является ℓ1-оптимизация,
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успешно развиваемая в различных направлениях, таких как compressed
sensing, ℓ1-фильтрация и др. (см., например, [89, 111, 146]).

Математически задача сводится к минимизации числа ненулевых компо-
нент вектора, определяемого так называемой ℓ0-(квази)нормой, при выпук-
лых ограничениях. Вместо этой трудной задачи обычно рассматривается ре-
зультат ее овыпукления, получаемый при минимизации ℓ1-нормы. При этом,
как правило, строгие оценки точности получающегося решения отсутствуют,
однако его качество обычно достаточно высоко. Однако насколько можно
судить, идеи разреженности не нашли широкого применения в управлении;
среди немногочисленных публикаций по построению разреженной обратной
связи можно упомянуть [113, 114], в которых разреженная структура ого-
ворена заранее; особое внимание в этих работах уделено оптимизационным
алгоритмам.

Прозрачная мотивация использования идей разреженности при синтезе
управления предлагается так называемой C3-парадигмой. Она включает в се-
бя триаду Control, Communication, Computation, компоненты которой анали-
зируются с единой точки зрения [95, 103, 116]. В рамках этого подхода умень-
шение числа задействуемых при построении управления состояний системы
естественно трактовать как число сенсоров или измеряющих устройств, чис-
ло используемых управлений связано с числом необходимых управляющих
устройств, а уменьшение числа требуемых выходов системы эквивалентно
минимизации количества информации, передаваемой по каналу управления.

Обсуждаемый далее подход отличается простотой: исходные задачи сво-
дятся к решению маломерных задач полуопределенного программирования,
а для их численного решения могут быть использованы стандартные вы-
числительные средства. Начало этой линии исследований было положено в
публикациях [38, 129].

Пусть X ∈ R
n×p; введем в рассмотрение следующие специальные матрич-

ные нормы:

‖X‖r1 =
n∑

i=1

max
16j6p

|xij |, ‖X‖c1 =

p∑

j=1

max
16i6n

|xij |.

Первая из них иногда называется rx-нормой или ℓ1,∞-нормой; ее основ-
ное применение — восстановление строчно-разреженных решений матричных
уравнений [148]; аналогично, r1-норма восстанавливает столбцово-разрежен-
ные решения.

Итак, обсудим специфику обсуждаемого подхода, который позволяет ре-
гулярным образом строить разреженные регуляторы. Рассмотрим линейную
систему в непрерывном времени

ẋ = Ax+Bu(50)

с фазовым состоянием x ∈ R
n и управлением u ∈ R

m, так что A ∈ R
n×n,

B ∈ R
n×m, и пара (A,B) управляема. Задача состоит в синтезе разреженного

стабилизирующего управления

u = Kx,
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под которым понимается наличие у вектора управления нулевых компонент.
Эта задача эквивалентна нахождению строчно-разреженной матрицы стаби-
лизирующего регулятора K ∈ R

m×n, т.е. имеющей некоторое количество ну-
левых строк.

Понятно, что за исключением вырожденных случаев управляемую систе-
му всегда можно стабилизировать скалярным управлением. Соответственно
оптимальное решение может быть найдено обнулением всех строк матриц ре-
гулятора K, кроме одного. Это означает, что надо перебрать лишь m строк
матрицы, а не их всевозможные комбинации. С другой стороны, подобный
метод “грубой силы” потребует полного комбинаторного перебора, тогда как
обсуждаемый подход гораздо более прост и весьма эффективен.

Те ор ем а 20. Решение P̂ и Ŷ задачи полуопределенного программирова-
ния

min ‖Y ‖r1 при ограничениях AP + PA⊤ +BY + Y ⊤B⊤ ≺ 0, P ≻ 0,

относительно матричных переменных P = P⊤ ∈ R
n×n и Y ∈ R

m×n опреде-
ляет строчно-разреженный стабилизирующий регулятор

Ksp = Ŷ P̂−1

для системы (50).

Теорема 20 позволяет определить управления, стабилизирующие систему;
эти управления определяются номерами ненулевых строк матрицы Ksp. При
этом, вообще говоря, нельзя гарантировать, что получившееся решение обя-
зательно окажется разреженным, однако ее наличие можно ожидать.

Рассмотрим задачу синтеза линейной обратной связи u = Kx для системы

ẋ = Ax+ u(51)

по неполному вектору состояния x, т.е. использующей минимальное чис-
ло компонент вектора состояния. Легко видеть, что столбцово-разреженная
структура матрицы регулятора приводит к “исключению” компонент вектора
состояния. Таким образом, требуется синтезировать столбцово-разреженный
стабилизирующий регулятор K, т.е. имеющий некоторое количество нулевых
столбцов.

Те ор ем а 21. Решение Q̂ и Ŷ задачи

min ‖Y ‖c1 при ограничениях A⊤Q+QA+ Y + Y ⊤ ≺ 0, Q ≻ 0,

относительно матричных переменных Q = Q⊤ ∈ Rn×n и Y ∈ Rn×n опреде-
ляет столбцово-разреженный регулятор

Ksp = Q̂−1Ŷ ,

реализующий стабилизирующую статическую обратную связь u = Kspx по
неполному вектору состояния системы (51).
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Иными словами, определены состояния, достаточные для построения об-
ратной связи; они соответствуют номерам ненулевых столбцов матрицы Ksp.

Заметим, что иногда некоторые компоненты вектора x трудны для изме-
рения. В этом случае вместо c1-нормы можно воспользоваться взвешенной
c1-нормой

‖X‖c1,w =

n∑

j=1

wj max
16i6m

|xij |, wj > 0,

где бо́льшие веса соответствуют “дорогим” компонентам вектора состояния.

В качестве обобщения полученного результата рассмотрим задачу построе-
ния статической линейной обратной связи по выходу для системы

ẋ = Ax+ u,

y = Cx,
(52)

где C ∈ R
l×n, а пара (A,C) управляема. Как известно, для системы (52) суще-

ствует стабилизирующая обратная связь по выходу, т.е. найдется K такое, что
матрица A+KC устойчива. Задача состоит в нахождении стабилизирующей
статической линейной обратной связи по неполному вектору выхода.

Те ор ем а 22. Решение Q̂ и Ŷ задачи

min ‖Y ‖c1 при ограничениях A⊤Q+QA+ Y C + C⊤Y ⊤ ≺ 0, Q ≻ 0,

относительно матричных переменных Q = Q⊤ ∈ R
n×n и Y ∈ R

n×l опреде-
ляет столбцово-разреженный регулятор

Ksp = Q̂−1Ŷ ,

реализующий обратную связь u = Kspy по неполному вектору выхода систе-
мы (52).

В рассмотренных задачах структура системы была фиксирована, т.е. мат-
рицы A, B и C заданы. Предположим теперь, что точное измерение всего
вектора состояния x доступно, и задача состоит в конструировании линей-
ного маломерного выхода y = Cx и построении для него линейной обратной
связи u = Ky. Чтобы решить эту задачу, рассмотрим структуру матрицы
стабилизирующего регулятора по состоянию Ksp для системы (50):

Ksp = Ŷ P̂−1.

Ясно, что, изменив r1-норму в задании целевой функции в теореме 20 на

c1-норму, естественно ожидать появления нулевых столбцов в матрице Ŷ :

u = Ŷ P̂−1x =



× 0 × 0 ×
× 0 × 0 ×

. . . . . . .
× 0 × 0 ×







× × · · · ×
. . . . . .

× × · · · ×
. . . . . .

× × · · · ×


x.
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Сформируем матрицу K̃, состоящую из ненулевых столбцов матрицы Ŷ , и

матрицу C̃, состоящую из строк матрицы P̂−1 с теми же номерами. При этом
имеем

u = Kx = K̃C̃x = K̃y.

В результате приходим к следующему результату.

Те ор ем а 23. Пусть P̂ и Ŷ — решение задачи

min ‖Y ‖c1 при ограничениях AP + PA⊤ +BY + Y ⊤B⊤ ≺ 0, P ≻ 0,

относительно матричных переменных P = P⊤ ∈ R
n×n и Y ∈ R

m×n.

Обозначим через K̃ матрицу, состоящую из ненулевых столбцов матри-

цы Ŷ , а через C̃ — матрицу, состоящую из строк P̂−1 с теми же номерами.

Тогда стабилизирующей обратной связью по маломерному выходу

y = C̃x

системы (50) служит

u = K̃y.

Действуя аналогичным образом, нетрудно организовать нулевые строки в

регуляторе K̃ по построенному выходу системы. Это достигается с помощью
соответствующей r1-оптимизации и позволит уменьшить число управлений,
достаточное для стабилизации системы.

Те ор ем а 24. Пусть Pr и Yr — решение задачи полуопределенного про-
граммирования

min ‖Y ‖r1 при ограничениях AP + PA⊤ +BY + Y ⊤B⊤ ≺ 0, P ≻ 0,

относительно матричных переменных P = P⊤ ∈ R
n×n и Y ∈ R

m×n, где
матрица Y имеет столбцово-разреженную структуру как решение задачи
из теоремы 23.

Обозначим через K̃sp матрицу, состоящую из ненулевых столбцов мат-
рицы Yr, а через Cr — матрицу, состоящую из строк P−1

r с теми же но-
мерами.

Тогда стабилизирующая обратная связь по маломерному выходу

y = Crx

системы (50) дается как

u = K̃spy,

где регулятор K̃sp строчно-разреженный.
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Различные обобщения и приложения описанной выше техники можно най-
ти в работах [13, 121, 136, 149].

К дальнейшим направлениям исследований, прежде всего, следует отнести
иные задачи оптимального управления, такие как H∞-оптимизация; они так-
же могут быть поставлены и решены в рамках “разреженного” подхода. Эта
же техника (с небольшими модификациями) применима к задачам фильтра-
ции, подавления ограниченных внешних возмущений и другим классическим
задачам теории управления. Кроме того, на основе использования дискрет-
ного неравенства Ляпунова аналогично может быть исследован случай дис-
кретного времени. Наконец, полученные результаты распространимы и на
робастные версии задач, в частности, для системы вида

ẋ = (A+ F∆H)x+Bu

с матричной неопределенностью ∆ ∈ R
p×q, ограниченной в спектральной нор-

ме ‖∆‖ 6 1, и заданными матрицами F и H соответствующих размерностей.

В завершение раздела заметим, что разреженное управление иногда по-
нимается не в форме обратной связи, а как программное управление, см.
подобнее [122, 132, 134].

8. Некоторые задачи для нелинейных систем

Как уже отмечалось выше, настоящий обзор в основном посвящен технике
ЛМН для линейных систем. Нелинейные проблемы гораздо более сложны и
разнообразны, и авторы не имеют возможности на них остановиться подроб-
но. Ниже будут рассмотрены лишь отдельные задачи для систем, в том или
ином смысле близких к линейным.

8.1. Абсолютная устойчивость

Как уже отмечалось, одна из первых постановок задач о робастной устой-
чивости для нелинейных систем связана с идеями абсолютной устойчивости.
Рассмотрим нелинейную динамическую систему

ẋ = Ax+ bϕ(σ),

σ = c⊤x,
(53)

где A — постоянная матрица, b, c — постоянные вектор-столбцы, а ϕ(σ) —
вектор-функция скалярной переменной σ. Проверка устойчивости систе-
мы (53) в случае секторных ограничений

ϕ(0) = 0, 0 6
ϕ(σ)

σ
6 k, σ 6= 0,

накладываемых на нелинейность ϕ, приводит к проблеме абсолютной устой-
чивости, восходящей к классическим работам А.И. Лурье и В.Н. Постнико-
ва [29], М.А. Айзермана и Ф.Р. Гантмахера [2], Е.С. Пятницкого с соавтора-
ми [42, 44], В.М. Попова [41]. В этих работах использовалась техника функций
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Ляпунова не только квадратичных, но и типа квадратичная функция плюс
интеграл от нелинейности. Систематическое использование ЛМН-техники
применительно к подобным задачам началось с работ В.А. Якубовича [61, 62].
C тех пор эта тематика активно развивалась; не имея возможности на этом
остановиться, отсылаем читателя к работам [14, 19, 84, 108, 109] и цитируе-
мым в них исследованиям. Отметим также публикации [43, 45, 46], посвящен-
ные численным методам построения функций Ляпунова в задаче абсолютной
устойчивости.

8.2. Ограниченные внешние возмущения

Остановимся прежде всего на проблеме влияния ограниченных внешних
возмущений на нелинейные системы, близкие к линейным.

Рассмотрим нелинейную стационарную динамическую систему в непре-
рывном времени

ẋ = Ax+Φϕ(x) +Dw, x(0) = 0,

z = Cx,
(54)

где A ∈ R
n×n, Φ ∈ R

n×k, D ∈ R
n×m, C ∈ R

l×n, x(t) ∈ R
n — состояние системы,

z(t) ∈ R
l — выход системы, w(t) ∈ R

m — внешнее возмущение, ограниченное
в каждый момент времени:

‖w(t)‖ 6 1 для всех t > 0,(55)

а векторная функция ϕ : Rn → R
k удовлетворяет ограничению

‖ϕ(x)‖2 6 µ0 + µ1‖x‖2 для всех x ∈ R
n(56)

с заданными параметрами µ0, µ1 > 0 (отметим, что при µ0 = 0 появляется
секторная нелинейность). Будем полагать, что матрица A гурвицева, пара
(A,D) управляема, C — матрица полного ранга.

Для этой ситуации удается выписать инвариантный эллипсоид, используя
ту же технику, что и для линейного случая. Достаточное условие инвари-
антности эллипсоида для системы (54) может быть установлено в терминах
ЛМН и полуопределенного программирования, см. [39]. Другие результаты в
этом направлении содержатся в [65, 94, 133].

Сходным образом решается и задача синтеза. Рассмотрим непрерывную
систему управления

ẋ = Ax+Φϕ(x) +B1u+Dw, x(0) = 0,

z = Cx+B2u,

где A ∈ R
n×n, Φ ∈ R

n×k, B1 ∈ R
n×p, B2 ∈ R

n×l, D ∈ R
n×m, C ∈ R

l×n, x(t) ∈
∈ R

n — состояние системы, z(t) ∈ R
l — регулируемый выход, u(t) ∈ R

p —
управление, w(t) ∈ R

m — внешнее возмущение, удовлетворяющее ограниче-
нию (55), векторная функция ϕ : Rn → R

k удовлетворяет ограничению (56);
пара (A,B1) управляема, пара (A,C) наблюдаема. Поиск регулятора K в
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форме статической линейной обратной связи по состоянию u = Kx, стабили-
зирующего замкнутую систему и, в смысле минимальности ограничивающего
эллипсоида для выхода z, подавляющего воздействие внешних возмущений,
сводится к задаче полуопределенного программирования и одномерной ми-
нимизации [39].

Методам синтеза управления для нелинейных систем, также использую-
щим линейные матричные неравенства, посвящена работа [30].

8.3. Мультипликативные возмущения

Перейдем к системам с мультипликативным возмущением. Во многих за-
дачах уровень внешних возмущений может зависеть от состояния системы.
В частности, нередка ситуация, когда внешние возмущения растут не быст-
рее, чем линейная функция от вектора состояния системы.

Например, взглянем с несколько иной, чем прежде, точки зрения на систе-
мы с ограниченными в норме неопределенностями и ограниченными внешни-
ми возмущениями:

ẋ =
(
A+∆A(t)

)
x+Dw(t),(57)

где

‖∆A(t)‖ 6 δ, ‖w(t)‖ 6 1 для всех t > 0.

Обратим внимание, что, в отличие от робастных постановок задач (см., на-
пример, [49, 131]), здесь предполагается, что матричная неопределенность
зависит от времени t.

Будем трактовать величину ∆A(t)x+Dw(t) как внешнее возмущение, ко-
торое уже будет зависеть от состояния системы. При этом, очевидно, скорость
роста ее нормы не превосходит скорости роста нормы состояния системы.

Обсужденные выше подходы, основанные на технике линейных матрич-
ных неравенств, могут быть распространены на динамические системы с
внешними возмущениями указанной структуры.

Рассмотрим линейную стационарную динамическую систему в непрерыв-
ном времени

ẋ = Ax+Dw, x(0) = 0,

z = Cx,
(58)

где A ∈ R
n×n, D ∈ R

n×m, C ∈ R
l×n, x(t) ∈ R

n — состояние системы, z(t) ∈
∈ R

l — выход системы, w(t) ∈ R
m — внешнее возмущение, удовлетворяющее

ограничению

‖w(t)‖2 6 γ0 + γ1‖x(t)‖2 для всех t > 0

с известными параметрами γ0 > 0 и γ1 > 0 (в частности, для системы (57)
имеем γ0 = ‖D‖, γ1 = δ). Будем полагать, что матрица A гурвицева, пара
(A,D) управляема, C — матрица полного ранга.
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В отличие от предыдущих результатов этого раздела, условия инвариант-
ности эллипсоида для системы (58) являются необходимыми и достаточными.
Аналогичным образом решается и задача синтеза для системы с мультипли-
кативным возмущением [39].

Рассмотренный подход может быть применен и к другим задачам управ-
ления, связанным с подавлением внешних возмущений, в частности — при
синтезе обратной связи по измеряемому выходу, см. подробнее [37], а также
на их различные робастные постановки.

8.4. Билинейные системы

Задачам, связанным со стабилизацией билинейных систем управления, по-
священо множество работ; большая их часть была инициирована появлением
монографии [119]. Среди разнообразных подходов к решению соответствую-
щих задач отметим поиск линейных преобразований, переводящих билиней-
ную систему в управляемую линейную [87]; вопросам стабилизации билиней-
ных систем управления с помощью релейных управлений посвящена публи-
кация [17]; в работе [144] для стабилизации билинейных систем используются
квадратичные функции Ляпунова.

В [110] на основе ЛМН-техники и квадратичных функций Ляпунова для
билинейной системы управления строился так называемый эллипсоид стаби-
лизируемости такой, что траектории замкнутой системы, начинаясь внутри
эллипсоида, асимптотически стремятся к нулю. В дальнейшем это позволило
эффективно конструировать невыпуклые области стабилизируемости били-
нейных систем управления.

Публикации [51, 52] развивают этот подход: в них рассматривается били-
нейная система управления, подверженная воздействию произвольных огра-
ниченных внешних возмущений, и вводится концепция эллипсоида стабили-
зируемости, обладающего тем свойством, что траектории замкнутой систе-
мы, начинаясь внутри эллипсоида, его не покидают (они будут входить во
множество достижимости или стремиться к точке на его границе). В пуб-
ликации [53] рассматривается билинейная система управления, подвержен-
ная воздействию произвольных ограниченных внешних возмущений и содер-
жащая структурированную матричную неопределенность. В статье ставят-
ся и решаются задачи робастного управления билинейными системами при
внешних возмущениях; в частности, предложен подход к конструктивному
построению эллипсоида робастной стабилизируемости и области робастной
стабилизируемости.

9. Заключение

В обзоре рассмотрены основные методы использования линейных матрич-
ных неравенств для учета разного рода неопределенностей в задачах управ-
ления. Видно, что это очень удобный и универсальный аппарат, позволяющий
охватить многие задачи анализа и синтеза. Данный обзор ограничивается в
основном линейными системами; нелинейный случай затронут лишь кратко;
рассмотрены отнюдь не все виды неопределенностей. Обзор литературы так-
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же не претендует на полноту; все богатство обозначенной темы невозможно
исчерпать в одном обзоре.

Авторы благодарны рецензентам за полезные замечания и библиографи-
ческие указания.
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82. Blanchini F., Sznaier M. Persistent Disturbance Rejection via Static State Feed-
back // IEEE Trans. Autom. Control. 1995. V. 40. P. 1127–1131.

83. Borchers B. CSDP, a C Library for Semidefinite Programming // Optim. Methods
Software. 1999. V. 11. No. 1. P. 613–623.

50



84. Boyd S., El Ghaoui L., Feron E., et al. Linear Matrix Inequalities in System and
Control Theory. Philadelphia: SIAM, 1994.

85. Boyd S., Vandenberghe L. Convex Optimization. Cambridge: Cambridge Univ.
Press, 2004.

86. Caverly R.J., Forbes J.R. LMI Properties and Applications in Systems, Stability,
and Control Theory // arXiv:1903.08599v2 [cs.SY] 12 Jun 2019
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