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Предложена модификация уравнения Хилла, описывающего процесс кооперативного связывания
макромолекулой лиганда. Вводимый нами в это уравнение параметр «относительный коэффициент
кооперативности» позволяет обеспечить сопряжение коэффициента Хилла с числом взаимодей-
ствующих субъединиц в олигомере. Это позволяет прояснить физический смысл данного коэффи-
циента и объясняет природу его нецелочисленных значений. Нормирование относительного коэф-
фициента кооперативности даeт дополнительную возможность сопоставлять такие коэффициенты
для олигомеров с различным числом протомеров. Предлагаемый относительный коэффициент ко-
оперативности может быть полезным при решении широкого круга задач, связанных с описанием
согласованного взаимодействия элементов на всех уровнях пространственной организации белков,
нуклеиновых кислот, их комплексов, а также такого взаимодействия для рецепторов и их медиа-
торов. 

Ключевые слова: кооперативное связывание лигандов, изотерма адсорбции, кривая диссоциации оксиге-
моглобина, уравнение Хилла, коэффициент Хилла, относительный коэффициент кооперативности

DOI: 10.31857/S000630292202003X

Обратимое связывание кислорода гемоглоби-
ном является необходимым условием функцио-
нирования кислородтранспортной системы кро-
ви [1, 2]. Зависимость степени оксигенации гем-
белка от парциального давления этого газа гра-
фически представляется в виде кривой диссоциа-
ции оксигемоглобина [3, 4]. Построенные по
ограниченному дискретному набору экспери-
ментальных данных кривые диссоциации оксиге-
моглобина могут быть в дальнейшем аппрокси-
мированы рядом математических функций [5].
Это необходимо, прежде всего, для нахождения
величин полунасыщения гемоглобина кислоро-
дом (p50) [6, 7], зарядного напряжения (p95) [8], а
также значений параметров, характеризующих
уровень оксигенации в артериальной (SaO2) [9,
10] или венозной (SvO2) крови [11, 12].

Разработанные к настоящему времени мате-
матические модели оксигенации позволяют свя-
зывать коэффициенты уравнений с некоторыми
параметрами кислородсвязывающих свойств
гембелка [13–15]. Для наиболее известных моде-
лей связывания кислорода гемоглобином, по-
строенных на степенных и экспоненциальных за-
висимостях, нами ранее была проведена оценка
аппроксимирующей способности [16].

Однако высокие значения коэффициентов до-
стоверности аппроксимации (r2) не являются са-
модостаточными и определяющими при подборе
моделей оксигенации. Это объясняется тем, что
высокие значения r2 также можно достичь и по-
средством интерполирующих полиномов высших
порядков, например Лагранжа, Ньютона, Фурье,
Чебышёва и др., которые в данном случае не име-
ют физического смысла [17–19].

Поэтому, несмотря на приближенное описа-
ние кислородсвязывающих свойств гемоглобина,
уравнение Хилла не утратило своей актуальности
в силу минимума необходимых априорных зна-
ний процесса оксигенации [20] (оно широко при-
меняется и для описания других кооперативных
процессов). Главным параметром в уравнении
Хилла является одноименный коэффициент (h), с
помощью которого можно охарактеризовать сте-
пень кооперативности процесса оксигенации.
Однако несоответствие числа взаимодействую-
щих субъединиц тетрамера (n) нецелочисленному
значению h затрудняет понимание физического
смысла этого коэффициента [21–23].

В настоящей работе предпринята попытка
снять это кажущееся противоречие путем введе-
ния в уравнение сопрягающего коэффициента,
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проясняющего физический смысл этого уравне-
ния. Заметим, что переосмысление интерпрета-
ции коэффициента Хилла может оказаться важ-
ным при описании взаимодействия «лиганд–ре-
цептор» [24], а также других кооперативных
систем.

МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЙ
В качестве объекта исследования была исполь-

зована модель Хилла и набор экспериментальных
данных, полученных в работе [25]. Оптимизация
параметров модели проведена методом наимень-
ших квадратов [26]. Необходимые вычисления
выполнены с помощью пакета программ MS
Excel.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ
Предложенное Г. Гюфнером в 1890 г. уравне-

ние оксигенации, выведенное из закона действу-
ющих масс, не могло описать S-образность кри-
вой диссоциации оксигемоглобина [27]. Поэтому
А. Хилл в 1910 г. предложил рассматривать про-
цесс оксигенации как взаимодействие лиганда с
макромолекулярным ассоциатом белка, т.е. как
химическую реакцию n-го порядка [13]:

(1)

(2)

где Hb – дезоксигемоглобин, O2 – кислород,
HbO2 – оксигемоглобин, y – степень насыщения
гемоглобина кислородом, p – парциальное давле-
ние кислорода, p50 – давление кислорода при
y = 0.5 (50% насыщение лигандом) и n – степень
агрегации гемоглобина (порядок реакции по ли-
ганду, совпадающий со стехиометрическим ко-
эффициентом этой реакции при выполнении за-
кона действующих масс).

Так как при анализе данных показатель степе-
ни n обычно принимал нецелочисленные значе-
ния, то физический смысл данного уравнения
оказался неясным. Чтобы объяснить нецелочис-
ленные значения своего параметра, Хилл предло-
жил рассматривать n как некоторое усреднение
по множеству молекулярных ассоциатов гембел-
ка с различной степенью их агрегации [13, 28].

Однако в 1925 г. Г. Эдером было показано, что
молекула гемоглобина представляет собой тетра-
мер [14]. Хотя это не противоречило представле-
ниям о существовании молекулярных ассоциа-
тов, но и не объясняло, почему коэффициент это-
го уравнения приобретает значения меньше
четырех единиц. Такое несоответствие снова
привело к противоречиям в физической трактов-
ке модели Хилла [21–23].

( ) ( )2 2Hb O HbO ,n nn+ �

50

,
n
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py

p p
=

+

Можно представить пул молекул гемоглобина
в виде набора димерных и тетрамерных форм с
различной весовой долей, аналогично ассоциа-
там гембелка. Однако в эритроцитах данный бе-
лок находится главным образом в виде тетрамера
(99.3–99.4%), что следует из расчетов по данным
референтных значений концентрации гемогло-
бина в клетке (4300–5500 мкмоль/л) [29] и кон-
станты диссоциации (K4,2 = 0.2 мкмоль/л) при
нормальном атмосферном давлении, pH и темпе-
ратуре 7.0 и 37°C соответственно [30]. Из этого
следует, что коэффициент Хилла, равный 2.52 (и
вычисленный нами по известным данным [25])
должен соответствовать доле тетраметров 25.9%.
Это возможно при концентрации белка
0.1 мкмоль/л и явно противоречит приведенным
выше значениям.

Тем не менее уравнение Хилла получило ши-
рокое распространение, так как наряду с просто-
той вычисления и хорошей аппроксимирующей
способностью [31] позволяет непосредственно
находить величину p50, а одноименный коэффи-
циент этого уравнения (в аналогичных публика-
циях обозначаемый как nH [32, 33], h [34, 35] или
некоторыми другими символами и их сочетания-
ми [36, 37]) дает некоторую оценку кооператив-
ности составляющих его субъединиц.

Для того чтобы снять противоречие между
способностью уравнения Хилла при минимуме
параметров хорошо аппроксимировать экспери-
ментальные данные и несоответствием показате-
ля степени этого уравнения целочисленному зна-
чению [38], мы предлагаем представить коэффи-
циент Хилла h, как произведение числа
взаимодействующих структурных элементов n (в
частности, субъединиц гембелка) на коэффици-
ент пропорциональности a, отождествляемый со
степенью кооперативного взаимодействия этих
элементов:

(3)

Однако при отсутствии кооперативности, ко-
торая характеризуется коэффициентом Хилла h
равным единице, коэффициент пропорциональ-
ности a будет принимать различные значения, за-
висящие от числа субъединиц n, что затрудняет
интерпретацию последнего.

Мы предлагаем произведение an в уравнении
Хилла привести к следующему виду:

h = an = θ(n)(n – 1) + 1, (4)

где θ(n) – вводимый нами «относительный коэф-
фициент кооперативности» белка, состоящего из
n субъединиц. Тогда θ(n) = 0 указывает на отсут-
ствие кооперативности, и коэффициент Хилла
будет равен единице при любых n.
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В конечном варианте в нашей записи уравне-
ние Хилла (при p > 0) будет выглядеть следующим
образом:

(5)

Для проверки адекватности данной математи-
ческой модели экспериментальным данным [25]
использовали критерий Фишера. Результаты ана-
лиза однофакторной регрессии показали следую-
щее: Fрасч (103905.36) >> Fтабл (3.99, α = 0.05), при

( )

( ) ( )
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r2 = 99.94%, что демонстрирует приведенную мо-
дель статистически значимой.

При помощи этого уравнения по приведен-
ным данным для тетрамера гемоглобина мы вы-
числили значения величин p50 и θ(4), которые со-
ставили 28.8 мм рт. ст. и 0.507 соответственно. Та-
ким образом, этот коэффициент может быть
использован для описания степени взаимодей-
ствия между субъединицами в составе олигомера.
Он показывает, насколько «необходимо» взаимо-
действовать протомерам для текущего «выполне-
ния» макромолекулой своей функциональной за-
дачи, исходя из максимальной возможности,
определяемой числом ее субъединиц.

Важным применением θ(n), на наш взгляд,
также может быть сопоставление степени коопе-
ративности, например, для димерных и тетрамер-
ных форм гемоглобина, учитывающее количе-
ство взаимодействующих субъединиц. Если дис-
социация тетрамера гембелка на его димеры
приведет к ожидаемому уменьшению коэффици-
ента Хилла, то по нормированному значению θ(n)
степень кооперативности может остаться преж-
ней. В общем виде нормированное значение θ(n)
можно получить путем приведения к димерной,
тетрамерной или любой другой форме белка ис-
ходя из зависимостей, представленных на рисун-
ке. Также следует отметить граничные условия.
Для молекулы, состоящей из одной субъединицы
(n = 1), значение θ(n) не определено (пунктирная
линия 1*), так как в этом случае кооперативность
отсутствует как физическое явление. Для θ(n) = 0
коэффициент Хилла всегда будет равен единице
при любых n > 1 (см. рисунок).

Для тех случаев, когда раствор гемоглобина яв-
ляется смесью димерных и тетрамерных форм
белка с усредненной величиной n, значение θ(n)
можно получить исходя из вычисленного значе-
ния  приведенного диапазона (таблица).n

Зависимость относительного коэффициента коопе-
ративности от коэффициента Хилла для макромоле-
кулы, состоящей из n субъединиц. Для молекулы ге-
моглобина актуальными являются значения n = 2 и 4.
Обозначения: номера линейных моделей соответ-
ствуют количеству субъединиц в составе макромоле-
кулы. Примечание: для n = 1 – значение θ(n) не опре-
делено, для n → ∞ и при h = const получаем θ(n) → 0. 

Доля тетрамерных форм оксигемоглобина (χ) и среднее арифметическое число субъединиц (n
_
)  в составе

макромолекулы в зависимости от концентрации белка (C)

C, моль/л χ, % n
_

10−9 0.50 2.010

10−8 4.55 2.091

10−7 26.79 2.536

10−6 64.17 3.283

10−5 86.82 3.736

10−4 95.63 3.913

10−3 98.60 3.972

10−2 99.55 3.991
Примечание. Значения приведены для температуры 37°C, pH 7.0 и нормального атмосферного давления. 
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Еще одним важным применением вводимой
нами в рассмотрение величины θ(n) может быть
анализ степени кооперативных взаимодействий
гибридов валентности, в частности, гетеротетра-
меров гемоглобина, как комбинации α-, β- и дру-
гих типов субъединиц с различной степенью
окисления гемового железа (2+/3+).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложена модификация уравнения Хилла,
описывающего процесс кооперативного связыва-
ния лиганда макромолекулой на примере оксиге-
нации гемоглобина. Мы ввели в рассмотрение
параметр θ(n) – относительный коэффициент ко-
оперативности, который позволяет обеспечить
сопряжение вычисляемого коэффициента Хилла
с числом взаимодействующих субъединиц в оли-
гомере n и устраняет проблему физического
смысла этого коэффициента – объясняет приро-
ду его нецелочисленных значений. Нормировка
относительного коэффициента кооперативности
дает дополнительную возможность сопоставлять
эти коэффициенты для олигомеров с разными
значениями n.

Таким образом, θ(n) может быть полезным при
решении широкого круга задач, связанных с ко-
оперативными взаимодействиями [39–41]. Раз-
витый нами подход может быть применен для
описания изотерм адсорбции (кривых связыва-
ния) лигандов разного рода с макромолекулами
[42–45], в частности, взаимодействия рецепторов
и их медиаторов [46, 47].
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New Interpretation of the Hill Coefficient
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A modification of Hill's equation describing the process of cooperative binding of a ligand by a macromole-
cule is proposed. The parameter “relative coefficient of cooperativity” introduced by us into this equation al-
lows us to ensure the conjugation of the Hill coefficient with the number of interacting subunits in the oligo-
mer. This makes it possible to clarify the physical meaning of this coefficient and explains the nature of its
non-integer values. Normalization of the relative coefficient of cooperativity gives an additional opportunity
to compare such coefficients for oligomers with different numbers of protomers. The proposed relative coef-
ficient of cooperativity can be useful in solving a wide range of problems related to the description of the co-
ordinated interaction of elements at all levels of the spatial organization of proteins, nucleic acids, their com-
plexes, as well as such interaction for receptors and their mediators.

Keywords: cooperative binding of ligands, adsorption isotherm, dissociation curve of oxyhemoglobin, Hill’s equa-
tion, Hill’s coefficient, relative coefficient of cooperativity




