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Одной из основных причин возникновения опасных геофизических склоновых явлений является
водонасыщение склонов и негативное гидродинамическое воздействие на них потока подземных
вод. В работе получено точное полуобратное гидромеханическое решение для семейства геофизи-
ческих задач дренирующего склона на основе теории функции комплексного переменного. Мето-
дом последовательных конформных отображений установлена аналитическая взаимосвязь между
областями комплексного потенциала и комплекса Н.Е. Жуковского, позволяющая определять все
необходимые параметры области фильтрации. Приведен пример расчета с определением очертаний
линий водоупора, участка высачивания, депрессионной поверхности, а также линий токов и рав-
ных напоров (эквипотенциалей) с построением ортогональной и квадратичной гидродинамиче-
ской сетки фильтрационного потока, высачивающегося через дренирующий склон. Дана краткая
оценка влияния фильтрации на суффозионную и оползневую устойчивость грунтового массива
дренирующего склона.
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Как известно, одной из основных причин воз-
никновения опасных геофизических склоновых
явлений, таких как оползни, обвалы, сели и др.,
является водонасыщение проницаемых склонов
и негативное гидродинамическое воздействие
на них потока подземных (грунтовых) вод. Мно-
жественность различных форм и очертаний
естественных склонов и подстилающих их
непроницаемых грунтов – водоупора (скальных
и полускальных пород, плотных глин и суглин-
ков), затрудняет принятие однозначных гранич-
ных условий при гидромеханическом рассмотре-
нии указанной задачи. В этих условиях наиболее
приемлемым является использование полуобрат-
ного гидромеханическое метода на основе ком-
плекса Н.Е. Жуковского [1–3], позволяющего
получить точные решения для большого числа

(семейства) задач с различными граничными
очертаниями и отдельными, наперед заданны-
ми параметрами потока. Указанный полуобрат-
ный метод широко используется при рассмот-
рении задач свободной фильтрации из водото-
ков различного профиля (см. [4–7] и др.),
однако для решения задач безнапорной филь-
трации из прилегающих грунтовых массивов в
дренирующие русла он не получил еще должно-
го развития [3, 8].

Ниже рассматривается геофизическая задача
высачивания на дренирующий склон  филь-
трующегося через участок  потенциального
потока подземных вод по подстилаемой криволи-
нейной поверхности водоупора  (рис. 1).

Решение указанной задачи получаем полуоб-
ратным методом путем последовательных кон-
формных отображений области комплексного
потенциала , где  и  – функция тока
и напорная функция соответственно (рис. 2а), на
область комплекса Н.Е. Жуковского 
(рис. 3а) [1–7]. В последней величине  и  – ко-
ординаты указанной комплексной области, зада-
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ющие линии равного давления и ортогональные
им линии, значения которых

(1)

где  и  – текущие координаты физической об-
ласти течения (рис. 1).

В области комплексного потенциала W =
=  (рис. 2а) кривая  соответствует участ-
ку высачивания склона, а в области комплекса
Жуковского  (рис. 3а) область филь-
трации заключена между прямой  – горизон-
тальной полуосью  и кривой , соответствую-
щей поверхности водоупора.

Значения , , , а также удельного фильтра-
ционного расхода  являются “приведенными”
величинами к условным линейным размерам:

(2)

где  – коэффициент фильтрации грунта дрени-
рующего склона, а символы с индексами  явля-
ются действительными значениями этих вели-
чин.

Примем следующие граничные условия рас-
четной схемы области фильтрации  (рис. 1):

1) решение задачи рассматривается в плоско-
параллельной постановке;

2) функция тока  возрастает от нулевого зна-
чения  на линии водоупора  до макси-
мальной величины  на депрессионной по-
верхности , в том числе и по высоте участка
высачивания ;

3) напорная функция  на участке высачива-
ния  и поверхности депрессии  возрастает
линейно ;

4) значения напорной функции  по линиям
депрессионной поверхности  и водоупора 
при  также ;

5) высота  участка высачивания  принята
равной  (в усл. ед.);

6) поверхность водоупора  непроницаема и

является линией тока .

В рассматриваемой задаче очертания линий
водоупора , участка высачивания  и де-
прессионной поверхности  определяются за-
данными значениями фильтрационного расхо-
да , заложения  участка высачивания , а
также формами областей комплексного потенци-
ала  (рис. 2а) и комплекса Жуковского
θ =  (рис. 3а). Изложенное предопределяет
использование полуобратного метода с получе-
нием точного решения для большого числа (се-
мейства) задач.

θ = ϕ − θ = + ψ2 1; ,y х

x y

ψ + ϕi AB

θ = θ + θ1 2i
AC

0x AD

W ψ ϕ
q

ψ ϕ= ψ = ϕ = =, , , ,n n n nW qW q
k k k k

k
n

ABCD

ψ
ψ = 0 AD

ψ = q
BC

AB
ϕ

AB BC
ϕ = y

ϕ
BC AD

→ ∞x ϕ → ∞
h AB

= 1h
AD

∂ϕ =
∂

0
n

AD AB
BC

q L AB

= ψ + ϕW i
θ + θ1 2i

Аналитическую взаимосвязь между комплекс-
ными областями  и  уста-
навливаем путем последовательных конформных
отображений их на связующую полуплоскость

 (рис. 2е, рис. 3з) посредством промежу-
точных комплексных областей  + iϕ1,
N = , ,  (рис. 2б–д) и
S = , ,  + , ,
γ = , ,  (рис. 3б–3ж).

При этом используем следующие отображаю-
щие функции [7, 9, 10]:

(3)

(4)

в которых значение  задается, а величины a и
d равны соответственно

(5)

Следует отметить, что в процессе указанных
отображений кривая  области комплексного
потенциала  (рис. 2а) получает в про-
межуточной области  очертание четвер-
ти эллипса (рис. 2г), а кривая  области ком-
плекса Жуковского  (рис. 3а) в проме-
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Рис. 1. Расчетная схема высачивания подземных вод
через дренирующий склон с квадратичной гидроди-
намической сеткой фильтрационного потока. Кри-
вые 1 – линии тока, 2 – линии равных напоров.
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жуточной области  соответствует

уравнению  [10] (рис. 3г).
После изложенных конформных отображений и

последующих преобразований, разделяя действи-
тельную и мнимую части итоговых аналитических
выражений, окончательно получим значения
функции тока  и напорной функции  в виде

(6)

где ,
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Рис. 2. Схема последовательных конформных отображений области комплексного потенциала  на ком-
плексную связующую полуплоскость  + iη.
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Полученные расчетные зависимости позволя-
ют определять очертания линий водоупора ,
участка высачивания  и депрессионной по-
верхности  подземных вод, высачивающихся
через дренирующий склон , а также все необ-
ходимые параметры фильтрационного потока с
построением гидродинамической сетки фильтра-
ции. При этом в зависимости от задаваемых пара-
метров , ,  и величины  получаем решения
множества (семейства) различных геофизических
задач дренирующего склона.

На рис. 1 приведены результаты решения рас-
сматриваемой задачи применительно для частно-
го случая при исходных данных: h = 1, ,

= = θ − θ = θ θ2 2
2 2 1 1 2 2 1 2, , 2 .J S S S

AD
AB

BC
AE

h L q b

= 1.5L

Рис. 3. Схема последовательных конформных отображений области комплекса Жуковского  на комплекс-
ную связующую полуплоскость .
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,  с построением гидродинамиче-
ской сетки фильтрационного потока, высачиваю-
щегося через дренирующий склон, в котором ор-
тогональность пересекающихся линий и квадра-
тичность ячеек (размерами ) указанной
гидродинамической сетки фильтрации свидетель-
ствует о строгости используемого гидромеханиче-
ского решения. Полученные результаты имеют
важное значения для оценки величины и направле-
ния гидродинамического давления фильтрацион-
ного потока при расчетах устойчивости дренирую-
щих склонов, а также суффозионной устойчивости
грунтов. В частности, в рассматриваемом случае на-
блюдается наибольшая концентрация гидродина-
мического давления фильтрационного потока в
нижней части дренирующего склона  с направ-
лением потока, близким к горизонтальному (с не-
которым отрицательным уклоном), а наибольшее
“сдвигающее” усилие (с направлением, приближа-
ющимся к уклону склона) фильтрационный поток
получает в верхней части участка высачивания ,
где и следует ожидать первоначального развития
эрозионных процессов с оползневым отрывом
грунтового массива склона.

Таким образом, в работе получено точное по-
луобратное гидромеханическое решение для се-
мейства геофизических задач дренирующего
склона на основе теории функции комплексного
переменного с использованием метода последо-
вательных конформных отображений. При этом
установлена аналитическая взаимосвязь между
областями комплексного потенциала и комплек-
са Жуковского, позволяющая определять необхо-

димые параметры области фильтрации. Приво-
дится пример расчета с построением ортогональ-
ной и квадратичной гидродинамической сетки
фильтрационного потока.
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THE EXACT SEMI-RETURN DECISION FOR FAMILY 
OF GEOPHYSICAL PROBLEMS OF THE DRAINING SLOPE
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One of the main reasons for emergence of the dangerous geophysical slope phenomena is water saturation of
slopes and negative hydrodynamic impact of a stream of underground waters on them. In work the exact
semi-return hydromechanical decision for family of geophysical problems of the draining slope on the basis
of the theory of function complex variable is received. The method of consecutive conformal displays estab-
lished the analytical interrelation between areas of complex potential and N.E. Zhukovsky’s complex allowing
to determine all necessary parameters of area of filtration. The example of calculation with definition of out-
lines of lines of a water emphasis, the site of a vysachivaniye, depressionny surface and also lines of currents
and equal pressures of an orthogonal and square hydrodynamic grid of a filtrational stream, (ekvipotentsialy)
with construction, leaving through the draining slope is given. Short assessment of the impact of filtration on
suffozionny and landslide stability of the soil massif of the draining slope is given.

Keywords: a complex variable, Zhukovsky’s complex, conformal displays, the semi-return hydromechanical
solution, the site of a vysachivaniye, a hydrodynamic grid of filtration draining a slope
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