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Рассматривается движение неголономного шара Чаплыгина на плоскости в постоянном магнитном
поле при учете диэлектрических и ферромагнитных свойств шара. Получено обобщение интегриру-
емого случая В.В. Козлова в задаче о движении симметричного твердого тела вокруг неподвижной
точки в постоянном магнитном поле и предъявлен новый частный интегрируемый случай такого
движения.

Ключевые слова: магнитное поле, неголономная механика, шар Чаплыгина, задача Гриоли, эффект
Барнетта–Лондона
DOI: 10.31857/S2686740020020078

ВВЕДЕНИЕ
Пусть на фазовом пространстве , dim ,

с координатами  и M = 
заданы уравнения движения

(1)

где компоненты вектора  произ-
вольные пока функции от  и ,  и  – симмет-
ричные числовые матрицы,  – постоянный (чис-
ловой) вектор, а потенциал  – функция от ко-
ординат γ.

Если C = 0 и

(2)

то уравнения (1) являются уравнениями Кирхго-
фа, т.е. гамильтоновыми уравнениями. В задаче
Гриоли эти уравнения описывают динамику элек-
трически заряженного твердого тела (диэлектри-
ка), которое является гиростатом при , во-
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круг неподвижной точки в постоянном магнит-
ном поле и в некотором потенциальном поле. В этом
случае матрица  описывает распределение зарядов
[1, 2]. Эти же уравнения возникают и при описании
динамики подводного движетеля, и в этом случае 
описывает плавучесть, см. [7].

Если , B = 0 и

то уравнения (1) являются негамильтоновыми
уравнениями, описывающими вращения твердого
тела (ферромагнетика) вокруг неподвижной точки
в постоянном магнитном поле c учетом эффекта
Барнетта–Лондона и в потенциальном поле (см.
[6, 8] и Приложение D в книге [2]). В этом случае
матрица C описывает анизотропию ферромагне-
тика.

Если  и  и

(3)

где d > 0 – параметр, то уравнения (1) являются
конформно-гамильтоновыми уравнениями, опи-
сывающими неголономное движение шара Ча-
плыгина по плоскости [3].

Естественным образом возникает вопрос о дви-
жении шара Чаплыгина в магнитном поле, когда
шар сделан из диэлектрического  или ферро-
магнитного  материала.
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В данной работе мы подставим  в
уравнения (1) и посмотрим, какие свойства него-
лономных систем сохранятся при добавлении ги-
ростатического момента, магнитного поля и уче-
та эффекта Барнетта–Лондона. Эту подстановку

 также можно рассматривать как наложе-
ние неголономных связей на известные динами-
ческие системы, описывающие движение твердо-
го тела в магнитном поле.

1. ТВЕРДОЕ ТЕЛО И ШАР ЧАПЛЫГИНА
В МАГНИТНОМ ПОЛЕ

Уравнения движения (1) задают векторное по-
ле 

Два геометрических первых интеграла поля  за-
висят только от формы уравнений (1)

(4)

и не зависят от выбора функции , потенциала 
и матрицы C.

При  векторное поле X (1) обладает ин-
вариантной мерой

только если

(5)

При , т.е. в неголономном случае, инва-
риантная мера существует

только если диагональные матрицы  и  связа-
ны соотношением Клебша

(6)

Таким образом, векторное поле X (1) обладает
двумя первыми интегралами движения и инвари-
антной мерой только при наложении дополни-
тельных условий на матрицу C.

М е х а н и ч е с к а я  э н е р г и я

и при , и при  сохраняется, если
матрица B и вектор  произвольны
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a матрица  пропорциональна единичной матрице:

С точки зрения физики это вполне очевидно, так
как в случае диэлектрика магнитные силы не со-
вершают работу, и поэтому полная механическая
энергия сохраняется. Для ферромагнетика это
происходит только в изотропном случае .

Подставляя полученные условия в первое из
уравнений движения (1), после перестановки сла-
гаемых получим стандартные уравнения Кирхго-
фа вне зависимости от выбора вектора :

Это приведение уравнений, описывающих дина-
мику ферромагнетика, к стандартным уравнени-
ям Кирхгофа было получено В.В. Козловым в [6].

Таким образом, если механическая энергия со-
храняется, то уравнения Кирхгофа (1) при  = AM
являются гамильтоновыми, а при  “него-
лономные уравнения Кирхгофа” (1) являются
конформно-гамильтоновыми.

К в а д р а т  к и н е т и ч е с к о г о  м о м е н т а,
т.е. функция

является первым интегралом уравнений (1) при
 = 0, только если вектор α = 0, а матри-

цы A,  и  связаны друг с другом.
При  матрица  должна удовлетворять

условию (5), а матрица  иметь вид

При , т.е. в неголономном случае, матри-
ца C должна удовлетворять условию (6), а матри-
ца  иметь вид
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с точностью до перестановки индексов.
Таким образом, квадрат кинетического момен-

та сохраняется только при условии существования
инвариантной меры (5), (6) и при специальном ви-
де матрицы B, описывающей распределение
электрических зарядов.

В  ч а с т н о м  с л у ч а е  д и н а м и ч е с к и
с и м м е т р и ч н о г о  т е л а, например, при  =
= a2, уравнения движения (1) с  обладают
инвариантной мерой , только если

(7)

При  уравнения движения (1) также об-
ладают линейным по импульсам первым интегра-
лом

если вектор , матрица  произвольна:

a матрица B имеет вид

Таким образом, существование первого интегра-
ла, линейного по M в общем случае, не связано с
существованием инвариантной меры (7), в отли-
чие от первых интегралов, квадратичных по M.
При , т. е. в неголономном случае, перво-
го интеграла, линейного по M, не существует.

В  ч а с т н о м  с л у ч а е  п о л н о с т ь ю  д и -
н а м и ч е с к и  с и м м е т р и ч н о г о  т е л а  при

 поле X (1) обладает инвариантной ме-
рой

и при , и при , без ограничения
на вид матрицы .

При ,  и  уравнения (1)

зависят от двух симметричных мaтриц B и C. Вы-
бором координат приведем матрицу C к диаго-
нальному виду
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В этом случае существует квадратичный первый
интеграл

который зависит от произвольных чисел 
при условии

При наложении дополнительных условий вектор-
ное поле  остается интегрируемым в квадрату-
рах, т.е. существует еще один интеграл движения.

В первом случае, который является обобщени-
ем случая В.В. Козлова [6], дополнительное усло-
вие имеет вид

Если, например,

то

а дополнительный первый интеграл равен

При B = 0, т.е. когда , эти интегралы были
найдены в работе [6], а в работе [5] найдено пре-
образование координат, связывающее данную
систему с системой Клебша. При  подобное
преобразование также существует.

Во втором случае интегрируемости в квадрату-
рах дополнительное условие имеет вид
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то

а второй интеграл движения при этом равен

Можно предположить, что существует преоб-
разование координат, связывающее этот второй
случай интегрируемости со второй известной ин-
тегрируемой системой на алгебре e*(3), т.е. с си-
стемой Стеклова–Ляпунова. Исследованию это-
го нового случая интегрируемости будет посвя-
щена отдельная публикация.

В неголономном случае, т.е. при , ана-
логов квадратичных по M первых интегралов F1, 2
нет ни в случае В.В. Козлова, ни в полученном на-
ми втором случае.

Итак, мы получили ряд новых результатов для
движения шара Чаплыгина в магнитном поле в
предположении, что шар сделан из диэлектриче-
ского  и ферромагнитного  материала.
Аналогичным образом можно изучать и различ-
ные обобщения движения шара Чаплыгина [4, 9]
и другие неголономные системы.
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ON THE MOTION OF A NONHOLONOMIC CHAPLYGIN SPHERE
IN A MAGNETIC FIELD, GRIOLI’S PROBLEM, 

AND THE BARNETT–LONDON EFFECT
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In this paper, we consider the motion of a nonholonomic Chaplygin sphere on a plane in a constant magnetic
field under the assumption that the sphere has dielectric and ferromagnetic properties. We also obtain a gen-
eralization of the integrable case due to V.V. Kozlov in the problem of the motion of a symmetric rigid body
about a fixed point in a constant magnetic field, and present a new particular integrable case of such motion.

Keywords: magnetic field, nonholonomic mechanics, Chaplygin sphere, Grioli’s problem, Barnett–London
effect
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